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Aufgabe 30 (Friedrichs Ungleichung)

Gegeben Sei eine Funktion u € H}(a,b) := {u € L*(a,b) | u(a) = u(b) = 0, v’ € L*(a,b)} fiir a,b € R. Man kann
zeigen, dass die Friedrichs-Ungleichung |[u[|12(q,5) < c||t'||12(a,p) mit einer Konstanten ¢ > 0 gilt. Unser Ziel ist es nun,
die Konstante ¢ numerisch zu bestimmen.

Dazu approximieren wir die Funktion u durch eine Funktion u, € S, C H}(a,b), wobei der Raum S :=
span{¢i, ..., ¢, } ein n-dimensionaler Teilraum von H{(a,b) ist. Die Basis von S), wird dabei wir folgt konstruiert:

e Wihle n + 2 dquidistante Punkte a = 29 < 21 < --- < 41 = b und setze h := x;41 — ;.
o Fiir i =1,...,n definiere ¢; als Hut-Funktion, d.h. ¢; ist eine stiickweise lineare Funktion mit ¢;(x;) = d;;.

Eine Funktion u, € S} ist also eine stiickweise lineare Funktion mit u,(z) = E?:l u;¢(x;), und kann durch den
Vektor u = (uq, ..., un)T € R™ der Funktionswerte von u; an den Knoten z; identifiziert werden.

(i) Zeigen Sie dass fiir uj, € S, gilt ||uh||%2(a,b) =u’Mu und ||u2||%2(aﬁb) = u’' Su mit

2 -1
1
S = 7 -1 2 -1 e R™"™  (Steifigkeitsmatrix)
und
h 4 1
M = G 1 4 1 e R™" (Massenmatrix).
Also gilt

lunllz2(ap) < cllVunllL2p <= u”" Mu < & u” Su.

Setzen wir nun u := S~'/2v (S ist reguliir), so erhalten wir

TQ-T/277Q—1/2
viS MS v
u"Mu < PulSu < vISTTPMS 2y < iv «— - <
A\%2a\'4

Wir suchen also den maximalen Eigenwert der Matrix S~7/2MS~1/2. Also kénnen wir schreiben (mit y := S~1/%x,
S symmetrisch)
STTRMS™?x = xx = STT/2My = \S'?y <= My = \Sy.

Wir erhalten also ein verallgemeinertes Eigenwertproblem mit den Matrizen M und S. Zur Abschétzung der Konstante
¢ konnen dann die Wurzeln des minimalen und des maximalen Eigenwerts betrachtet werden.

(ii) Schreiben Sie ein Skript Friedrichs.m, in dem Sie fiir n € {2,4,8,...,2!9} die Konstante ¢ iiber obiges Ei-
genwertproblem bestimmen. Berechnen Sie die Eigenwerte mit der Funktion eig und mit der Funktion eigs
und vergleichen Sie die Rechenzeiten. Zeichnen Sie dann die numerisch bestimmte Konstante iiber n in doppelt
logarithmischer Skala. Erklére Sie das Ergebnis.

(iii) Analysieren Sie den Einfluss der Intervalllinge von (a,b) auf die Konstante c.



Aufgabe 31 (Matrizbindel)

Berechnen Sie die Eigenwerte des Matrixbiindels

220 163 81 59
A=AB:= (163 116) - (59 43) '

Aufgabe 32 (Quadratisches Figenwertproblem)

Gesucht sind Eigenvektoren x € R™ und Eigenwerte A, die das quadratische Eigenwertproblem
(AIN? + Ao\ + A3)z =0
fiir Matrizen A;, Ag, Az € R™*" lsen. Verwenden Sie die Idee der Begleitmatrix eines Polynoms um eine Methode

zu entwickeln, mit der dieses Eigenwertproblem gel6st werden kann. Implementieren und testen Sie die Methode. Wie
lasst sich die von Thnen entwickelte Methode auf allgemeine polynomiale Eigenwertprobleme

=0

fir A; e R"™*™ ¢ =0,...,m, x € R" {ibertragen?



