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NICHTLINEARE AUSGLEICHSPROBLEME

In Numerik I haben wir uns bereits mit linearen Ausgleichsproblemen befasst. Wir erinnern uns
daran, dass diese Probleme von der Form

|Az —d||3 — min  mit A € R™" dcR™ m >n (1.1)

sind. Es besteht also ein linearer Zusammenhang zwischen den ,Messungen™ d und den Parame-
tern x. Sie konnen mittels der Gaulschen Normalengleichung

AT Az = ATd

bzw. numerisch mit der () R-Zerlegung geldst werden. Solche Probleme entstehen beispielswei-
se bei einer linearen Regression durch mehrere Messpunkte. Betrachten wir nun anstelle einer
linearen Regression folgendes Beispiel.

Beispiel 1.0.1 (Kreisinterpolation) Gegeben sei die Punktewolke (s;,t;),7 = 1,...,m, mit dem
Hinweis, dass alle diese Punkte ndherungsweise auf einem Kreis liegen. Geht man von einem
Kreis mit Mittelpunkt M = (s, ¢) und Radius > 0 aus, so miissten die Punkte

Vsi— s+ i —p)l~r  i=1,...,m

erfiilllen. Die Aufgabe besteht also darin, den Mittelpunkt M und den Radius 7 so zu bestimmen,
dass die Summe iiber die Quadrate der einzelnen Abstinde

ei:\/(si—us)2+(ti—ﬂt)2_7" i=1....m

der Punkte (s;,t;) vom Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r minimiert wird.

Abb. 1.1: Kreisinterpolation

Bezeichnet e € R den Vektor (eq, ..., ey), so lisst sich das Problem wie folgt formulieren:

m
2
Hellg —min & g, e, 1) = Z (\/(sZ — ps)? 4 (t; — pe)? — r) — min.

i=1

Es besteht also in diesem Fall kein linearer Zusammenhang zwischen den Parametern (s, fit, 1)
und den Punkten (s;, ;).



Kapitel 1: Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Beispiel 1.0.2 (Wo war ich?) Haben Sie sich beim Anschauen Threr Urlaubsfotos' nicht schon
einmal gefragt: Wo war ich da eigentlich? Wenn Sie sich nicht einmal daran erinnern, in welchem
Land Sie waren, kann Ihnen die Mathematik auch nicht weiterhelfen. Aber wie sieht es aus, wenn
Sie einige fotografierte Punkte so identifizieren konnen, dass Sie sie auf einer Landkarte wieder-
finden? Die Problemstellung lautet nun: Man bestimme die Position des Fotografen auf der Karte
und die Hohe iiber dem Meeresspiegel, die Brennweite und die Ausrichtung der Kamera zu den
folgenden Daten.

Nr. | Berg Hohe Position in Metern in der Karte
T Yy

1 Alpspitze 2627,6 m | 3700 4125

2 AuBere Holltalspitze | 27200 m | 2200 3175

3 Vorderer Waxenstein | 2136,0 m | 2350 6000

4 Mittagsscharte 20720 m | 2175 5885

5 GroBler Waxenstein 2276,5m | 1850 5950

Tab. 1.1: Angabe zur Lage der Gipfel

Abb. 1.2: Fotografie und Karte mit gekennzeichneten Gipfeln

Mathematisch formuliert fiihrt dieses Problem auf ein nichtlineares Ausgleichsproblem: Der Vek-
tor w; € R? von der Linse im Objektiv zum Punkt u; des Gipfels i auf dem Foto muss fiir alle
i=1,...,5mitdem Vektor x — x; der Differenz aus der Position des Fotografen zz € R? und der
Position des Berges z; € R? auf der Karte korrespondieren.

Linse g

Abb. 1.3: Orthogonalsystem d, g, h, Drehwinkel 6 und Vektor w; von der Linse zum Gipfel ¢

'Die Idee dieser Aufgabenstellung geht auf Ernst Hairer, Gerhard Wanner und Stephanie Cirilli von der Universitit
Genf zuriick.
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D.h. man mochte
5

Y llwi x (@ = 2;)[|3 — min,
i=1

wobei x das Kreuzprodukt bezeichnet.

Denkbar wiren auch folgende Beispiele aus der Stochastik bzw. der Physik.

Beispiel 1.0.3 (Dichte der Gamma-Verteilung) Aus der Vorlesung Stochastik I kennen wir die
Gamma-Verteilung T'(\, p), A > 0, p > 0, mit der Dichte

-1
AL =M 1> )

A\, pit) = I'(p)
FO\pst) {0 <0,

wobei I'(p) die Gamma-Funktion
o0
L(p) := /a;plex dz, p>0
0

bezeichnet. Zu t; > 0,4 = 1,...,m, seien die Werte f; gegeben und man vermutet, dass
fi = f(A, p; t;) gilt mit geeigneten A\, p > 0. Man sucht daher

arg min [FOLp) mit FO\p) == (FOpits) = fi).
,p>0

i=1,....m

0.4 T T T T

0.351

0.3

0.25

0.2}

0.15

0.1

0.05

-0.05
0

Abb. 1.4: Dichte der Gamma- Verteilung fiir A = 1, p = 2 und Punktewolke

Beispiel 1.0.4 (Gedampfte Schwingung) Die Auslenkung einer gedampften Schwingung in
Abhingigkeit von der Zeit lasst sich mit der Gleichung

0

u(t) = ug e sin(wt + @p)

beschreiben, wobei ug ein Anfangswert, oy die Anfangsphase der Schwingung, § die Abklingkon-
stante und w die Frequenz sind. Diese Parameter kann man aus der Masse m, der Federkonstanten
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Kapitel 1: Nichtlineare Ausgleichsprobleme

D sowie der Dampfungskonstanten b unter Beriicksichtigung der Giiltigkeit der Differenzialglei-
chung
U+ — u+ u-O

bestimmen. Liegen diese Werte nicht vor, so ist man auf eine ndherungsweise Bestimmung von
ug, 9, w und o aus Messwerten (t;,u;),i = 1, ..., m, angewiesen.
Man betrachtet dazu die Fehlerfunktion

F:R'SR™,  (ug,d,w,p0) — (Uo e %% sin(wt; + o) — uz) .

1=1,....m
und mochte diese in der euklidischen Norm minimieren; man sucht also
arg  min_||F(ug,d,w,0)l3-
(u0,8,w,p0) ERA
Alle diese Beispiele fithren uns zu der Aufgabe, einen Parametervektor x € R™ zu bestimmen,
sodass
|F(z)|3 > min < g(2):=3F(z)"F(z) — min

mit einer (moglicherweise) nichtlinearen Funktion F' : R® — R™.

1.1 GAUSS-NEWTON-VERFAHREN

Wir setzen nun voraus, dass F' : O — R zweimal stetig differenzierbar auf einer offenen Menge
O C R"istund m > n gilt, wir also nur den iiberbestimmten Fall betrachten. Unser Interesse gilt
lokalen inneren Minima z* € O von g, die den hinreichenden Bedingungen

Vg(z*) =0 und ¢"(x*) positiv definit (1.2)
geniigen. Bezeichnet F'(z) € R™*™ die Jacobi-Matrix von F' an der Stelle z sowie F}'(x) die

Hesse-Matrix von F; an der Stelle z, d.h. F/'(z) := (?)Zfb(;:k) ) << € R™ "™ dann gilt
n

Vy(z) = Fl(2)'F(z), ¢"(z)=F'(2)TF'(z +ZF VE! (x

Um g(z) zu minimieren, betrachten wir also das nichtlineare Glelchungssystem
Vg(z) = F'(z)TF(z) = 0.
Wendet man hierauf das Newton-Verfahren an, so lautet die Iterationsvorschrift
9" (k) s = —Vg(ay)
Tkl = Tk + Sk
=y, — [¢"(21)] " Vo(x)

=y~ [P (an) ' (ax) + 3 Bian)FY (1) @) TE@)  (13)
=1

Unter Annahme (1.2) ist ¢” in einer Umgebung von z* positiv definit und daher invertierbar. Geht
man von zum Modell kompatiblen Daten aus, d.h. gilt F'(z*) = 0, so ist

g"(a*) = F'(a*)"F'(a") .
Die Bedingung der positiven Definitheit der Hesse-Matrix ¢”(z*) fillt in diesem Fall zusammen
mit der Bedingung, dass die Jacobi-Matrix F’(z*) vollen Rang n hat. Fiir (nahezu) kompatible
Daten und fiir ein x aus einer Umgebung U C O von z* kann man also die Hesse-Matrix ¢”(x)
durch F’(z)T F'(x) approximieren (Quasi-Newton-Verfahren) und sich so die Berechnung von
F’(z) in (1.3) sparen.
Mit dieser Vorgehensweise erhalten wir den folgenden Algorithmus.
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Abschnitt 1.1: Gaul3-Newton-Verfahren

Algorithmus 1.1.1: GauB-Newton-Verfahren

Input: zg, F, F’
for k=0,1,...

i) Berechne F(xy), F'(xg).
ii) Bestimme den Korrekturvektor sp gemaf3

F'(a) " F'(x1) s, = —F'(z1)" Fay,) . (1.4)

iii) Setze xpy1 =) + Sk

end

Bemerkungen 1.1.1 i) Offensichtlich ist (1.4) die Normalengleichung zum Ausgangspro-
blem

|F'(x1) s + F(z1)]|2 — min . (1.5)

Somit wurde die numerische Losung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems auf die nume-
rische Losung einer Folge von linearen Ausgleichsproblemen zuriickgefiihrt.

ii) Man hitte den Algorithmus 1.1.1 auch direkt — dhnlich wie beim Newton- Verfahren — durch
Taylorentwicklung und Abbrechen nach dem linearen Term herleiten kénnen. Daher heil3t
dieses Vorgehen auch GauB3-Newton- Verfahren.

iii) Wegen der Vernachldssigung des Terms aus (1.3), der die zweiten Ableitungen von F
enthilt, geht die quadratische Konvergenz des Newton- Verfahrens verloren und das Gauf3-
Newton- Verfahren ist in der Regel nur linear konvergent.

Eine einfache mogliche Realisierung des GauB3-Newton- Verfahrens in Matlab ist nachfolgend dar-
gestellt.

MATLAB-Funktion: gauss_newton.m

function x = gauss_newton(F,DF,x0,maxit,tol)
k=0;
x=x0;
s=-(DF(x0) ' *DF (x0) )\ (DF(x0) ' +F(x0));
while norm(s)>tol && k<maxit
k=k+1;
X=xX+8S;
s=-(DF(x)'+DF(x))\(DF(x)'*F(x));
end
end
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Kapitel 1: Nichtlineare Ausgleichsprobleme

1.2 KONVERGENZ DES GAUSS-NEWTON-VERFAHRENS

Zur Analyse des GauB-Newton-Verfahrens sei nun z* ein kritischer Punkt von g,d.h. Vg(z*) = 0,
der in einer Umgebung U eindeutig ist. Aulerdem gelte

Rang(F'(x)) =n VzeU.
Dann hat die Normalengleichung (1.4) fiir x;, € U genau eine Losung
sk = —[F'(a) " F' ()] F (2r) T F ()

und die Gauf3-Newton-Iteration kann folgendermaflen formuliert werden:

1 = g — [F ()T F (21)) 7 F () T F ()

= ()

mit

d(z) =2 — [F'(2)TF'(2)] ' F(2)T F(x). (1.6)

Das GauB3-Newton-Verfahren ist demzufolge eine Fixpunktiteration mit Iterationsfunktion ®.
Hinreichend fiir die lokale Konvergenz der Fixpunktiteration ist die Beschranktheit der Norm der
Jacobi-Matrix im Fixpunkt

12 (")) < 1

fiir eine beliebige Operatornorm || - ||. Da Rang(F'(z*)) = n gilt, ist die Matrix F’(z*)T F'(x*)
positiv definit. Daher existiert eine (eindeutige) symmetrische, positiv definite Matrix A € R"*",
sodass

A? = F'(a)TF'(z%).

Wir definieren nun fiir die weitere Konvergenzuntersuchung die Matrix K € R™*" durch

(Z T )> AT

Da K ebenfalls eine symmetrische Matrix ist, sind alle Eigenwerte von K reell. Mit den Matrizen
A und K kann man nun die Hesse-Matrix ¢” (x*) und die Jacobi-Matrix ®'(z*) folgendermaBen
darstellen.

Lemma 1.2.1 Es gilt
g"(z") = A(I = | F(z")[2K) A, (1.7
' (z%) = || F(a*)||2 A KA. (1.8)
Wenn x* ein lokales Maximum oder ein Sattelpunkt von g ist, muss
o(EK)[|F(z")[]2 > 1

gelten, wobei o(K) den Spektralradius von K, also den Betrag des betragsgrifiten Eigenwertes
von K, bezeichnet.

Beweis. Die Gleichungen (1.7) und (1.8) erhélt man schnell durch Nachrechnen.

Damit ¢”(z*) nicht positiv definit ist, muss die Matrix I — ||F(«*)||2K nichtpositive Eigen-
werte besitzen, d.h. das Spektrum von ||F'(z*)||2/K muss Werte > 1 enthalten. Daher muss
o(K)||[F(x*)|2 > 1 gelten. O
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Abschnitt 1.2: Konvergenz des Gau3-Newton-Verfahrens

Als ein weiteres Hilfsmittel definieren wir die Vektornorm ||z|| 4 := || Ax||2 sowie fiir B € R™*"
die zugehorige Matrixnorm

1Blla= max, 1Bz]|a = [ABA™!2.

llzl| a=

Satz 1.2.2 Fiir die Gauf3-Newton-Iterationsfunktion ® aus (1.6) gilt

19" (2")|a = e(K)IF(z") |2,
@' (2)|| > o(K)||F(x*)||2 fiir jede Operatornorm || - ||

Beweis. Aus Lemma 1.2.1 erhilt man
19"(z") |4 = |A®' (z") A7 |2 = [ F(2) 2] K |2 = [F(2")]]2 o(K) -
Fiir jede Operatornorm || - || und jede Matrix B € R™*" gilt || B|| > o(B). Damit ergibt sich
19" (z) | > o(®'(x")) = [|[F(2") |2 o( AT K A) = | F(a")||2 o(K) -
g

Mit Satz 1.2.2 kdnnen wir nun folgende Aussagen liber das Verhalten der Gau3-Newton-Iteration
treffen.

Korollar 1.2.3 i) Im Normalfall ist F'(z*) # 0, K # 0 und deshalb ®'(z*) # 0.

Falls das Gauf3-Newton- Verfahren konvergiert, ist die Konvergenz im Allgemeinen nicht
schneller als linear.

Dies steht im Gegensatz zum Newton- Verfahren (vgl. Numerik II), das in der Regel qua- A
dratisch konvergent ist.

ii) Wenn der kritische Punkt x* ein lokales Maximum oder ein Sattelpunkt ist, gilt
o( K)||F(x*)|]2 > 1 und ||®'(2*)|| > 1 fiir jede Operatornorm || - ||.

Lokale Maxima und Sattelpunkte sind fiir das Gaul3-Newton-Verfahren also abstoBend,
was giinstig ist, da ein lokales Minimum gesucht wird.

iii) Die GroBe o( K)||F(xz*)||2 ist entscheidend fiir die lokale Konvergenz des Gau3-Newton-
Verfahrens.

Fiir ein lokales Minimum x* der Funktion g ist die lokale Konvergenz des Gaul3-Newton-
Verfahrens gesichert, falls das Residuum || F'(x*)||2 und die GroBe o( K) hinreichend klein
sind, sodass die Bedingung o( K)|| F(z*)||2 < 1 erfiillt ist.

iv) Ist z* allerdings ein lokales Minimum von g, fiir das o(K)||F(x*)||2 > 1 gilt, so ist
|®'(2*)|| > 1 fiir jede Operatornorm || - ||.

’ Ein lokales Minimum von g kann fiir das Gau3-Newton- Verfahren abstoBend sein.
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1.3 LEVENBERG-MARQUARDT-VERFAHREN

Das Problem des Gaul3-Newton-Verfahrens ist, dass die Linearisierung nur fiir ,kleine” Schritte
s zulassig ist, sofern die Iterierte x5 noch weit vom Minimum entfernt ist. Die folgende Methode
versucht durch eine Steuerung der Lange des Korrekturvektors s; eine Verbesserung zu erzielen.

Im Levenberg-Marquardt-Verfahren wird das Ausgleichsproblem (1.5) zur Bestimmung des Kor-
rekturvektors s durch ein anderes leicht abgedndertes Minimierungsproblem

1F" (k) 1, + F(ap) 13 + 2] s1.]13 — min (1.9)
ersetzt, wobei p > 0 ein zu wahlender Parameter ist. Als neue Anndherung wird dann wiederum
Tk41 = Tk + Sk

gesetzt. Aus der Gleichung

I (75

folgt, dass die Minimierungsaufgabe (1.9) die dquivalente Formulierung

[(75) e (57)

besitzt. Im Vergleich zum Ausgleichsproblem (1.5) im GauB3-Newton-Verfahren besitzt (1.10) im-
mer eine eindeutige Losung s, da die Matrix (© ﬁ")) vollen Rang hat.
Fiir den Korrekturvektor s; # 0 gilt

2

= |1F" (wr)s + F(ai)l3 + 1 [lsel3
2

— min (1.10)
2

#2\iskll3 < I1F" (ar) si + F(zi)lI3 + p?1sull3
= min {||F'(@x) s + F(a) 3 + 17 [sll2} < [1F ()13

und daher

Isull < 1EG@D

Der Parameter ;1 > 0 kann folglich eine Dampfung der Korrektur s, bewirken und durch eine
geeignete Wahl von i kann man eine zu grofie Korrektur vermeiden. Man kann zeigen, dass unter
bestimmten Voraussetzungen an F' das Levenberg-Marquardt-Verfahren fiir ,,hinreichend grofies™
u konvergiert. Um Konvergenz zu gewéhrleisten darf man p also nicht zu klein wihlen; auf der
anderen Seite fiihrt ein grofles i aber nur zu einer kleinen Korrektur und somit erhalt man nur sehr
langsame Konvergenz.

Im Folgenden wird ein mogliches Verfahren zur Bestimmung des Parameters p vorgestellt, in dem
in jedem Schritt tiberpriift wird, ob p zu klein oder zu grofl gewihlt ist, und p gegebenenfalls
angepasst wird.

Sei dazu zj, € R™, s, = si(u) die Korrektur aus (1.9) sowie

_ IF@ol — 1F(x+so)ll] —_ AR(zk, sx)
PUONF @3 = I1F () + F'(z) skll3 AR(ag, si)

wobei angenommen wird, dass Aﬁ(mk, sk) # 0 gilt. £, beschreibt die Anderung des tatséichli-
chen Residuums A R(zy;, si.) in Relation zu AnderungNdes Residuums im linearen Modell (Gauf3-
Newton-Modell) AR(xg, si). Aus (1.9) folgt, dass AR(xg, sk) > 0.
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Abschnitt 1.3: Levenberg-Marquardt-Verfahren

Fiir eine akzeptable Korrektur muss auBerdem AR(zy,s;) > 0 gelten, also ¢, > 0. Auf-
grund der Taylorentwicklung konvergiert £, — 1 fiir 4 — oo. Gibt man sich nun 3y, 31 mit
0 < By < f1 <1vor(zB. Gy =0.3,0 =0.9),so kann man zur Parametersteuerung folgendes
Kriterium verwenden:

en < Po: s wird nicht akzeptiert; p wird vergroBert, z.B. p +— 2u, und die neue zu-
gehorige Korrektur s; wird berechnet (Gewdhrleistung der Konvergenz).

Bo <eu < Pr1: s wird akzeptiert; bei der Berechnung von sy wird als Anfangswert dassel-
be 1 gewdhlt.

eu > P sk wird akzeptiert; bei der Berechnung von si; wird als Anfangswert ein
kleineres 11, z.B. § genommen (Effektivitiit).

Insgesamt erhalten wir fiir das Levenberg-Marquardt- Verfahren folgenden Algorithmus.

Algorithmus 1.3.1: Levenberg-Marquardt-Verfahren

Input: zo, F7 Fl) 1y ﬂ()v ﬂl
for k=0,1,...

i) Berechne F(xy), F'(xg).
ii) Bestimme den Korrekturvektor s gemaf3

[F'(zp) /() + p2I] s, = —F'(z1,)" F(ay).

iii) Teste, ob die Korrektur s; akzeptabel ist:

o ¢, <fBy: Setze pu =24 und berechne s; gemdB ii) neu.

e ¢, > (1t Setze p =4 und behalte sy.
iv) Setze zpy1 =k + Sk-

end

In Matlab sieht eine Realisierung dieses Verfahrens folgendermafen aus.

MATLAB-Funktion: levenberg marquardt.m

function x = levenberg marquardt(F,DF,x0,mu0,betal,betal,maxit,tol)
n=length(x0);
k=0;
mu=mu0 ;
x=x0;
s=—(DF(x0) ' +DF(x0)+mu~2+eye(n) )\ (DF(x0)’+F(x0));
while norm(s)>tol && k<maxit
[s,mu] = korrektur(F,DF,x,mu,betal,betal);
X=X+8S;
k=k+1;
end
end
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10 Kapitel 1: Nichtlineare Ausgleichsprobleme

function [s,mu] = korrektur(F,DF,x,mu,betal,betal)
n=length(x);
=—(DF(x) '*DF(x)+mu”2xeye(n) )\ (DF(X)'*F(x));
eps mu=(F(x)'*F(x)-F(x+s)'+F(x+s))/...
(F(X)"*F(X)=(F(X)+DF(X)*s) ' (F(X)+DF(x)*s));
if eps_mu <= betal
[s,mu]=korrektur(F,DF,x,2*mu,betal, betal);
elseif eps _mu >= betal
mu=mu/2;
end
end
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EIGENWERTPROBLEME

Viele numerische Losungsansétze von z.B. physikalischen Problemen erfordern die Losung eines
sogenannten Eigenwertproblems. Zu einer Matrix A € R™*" finde man eine Zahl A € C und
einen Vektor v € C", v # 0, sodass die Eigenwertgleichung

Av = v

erfiillt ist. Die Zahl X heifit Eigenwert und der Vektor v Eigenvektor zum Eigenwert \.
Betrachten wir nun zunéchst einige konkrete Beispiele, die auf ein Eigenwertproblem fiihren.

Beispiel 2.0.1 (Sturm-Liouville-Problem) Die mathematische Modellierung zur Beschreibung
der Uberlagerung von Schwingungsvorgingen — wie sie etwa beim Briickenbau durchgefiihrt wird,
um Resonanzen zu vermeiden, die einen Briickeneinsturz verursachen konnten — fiihrt auf das
sogenannte Sturm-Liouville Problem: Zu einer bekannten stetigen Funktion 7(z) > 0,z € [0, 1],
finde man die Zahl A und die Funktion u(x), die die Differenzialgleichung

—u"(x) = Ar(z)u(z) =0, x€(0,1) 2.1

mit den Randbedingungen
u(0) =u(l)=0

erfiillen. Um die Losung iiber ein Diskretisierungsverfahren numerisch anzunihern, betrachten wir
Gitterpunkte

und ersetzen u” (x;) durch den zweiten zentrierten Differenzenquotienten

uw(xj + h) — 2u(x;) + u(x; — h)

h? ’
Es ergibt sich so ein System
Au—ARu =0 2.2)
fiir die Unbekannten A und w; ~ u(z;),i =1,...,n — 1, wobei
2 -1
-1 2 -1 ria) 0
1 r(x2)
A:ﬁ , R= . . (2.3)
-1 2 -1 )
1 9 0 r(Tp—1)

Mit RY/? = diag(\/r(z1),...,\/"(xn_1)), R~/? = (RY?)71, B := R"Y2AR'/? sowie

v = RY?y erhilt man aus (2.2) die transformierte Gleichung
Bv = M\,
also ein Eigenwertproblem.

Bemerkung 2.0.2 Da R regulir ist, hiitte man die Gleichung (2.2) auch von links mit R~! multi-
plizieren und so das Eigenwertproblem R~ Au = \u erhalten konnen. Im Gegensatz zur Matrix
B ist die Matrix R~ A jedoch nicht symmetrisch.
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Beispiel 2.0.3 (Wellengleichung auf [0, 1]) Wir betrachten fiir ¢ > 0 die Wellengleichung

1
= u(t, ) — ugy(t,x) =0, t>0,ze€(0,1) 24)

mit den Anfangs- und Randbedingungen

u(t,0) = u(t, 1) = 0, £>0 2.5)
u(0,z) = up(x), z € [0,1] (2.6)
ut (0, z) = uy (), z € [0,1]. 2.7)

Wendet man nun den Separationsansatz u(t,z) = T'(t) - X (x) auf (2.4) an, so ergibt sich

1 171 X'()

2 T' )X (x) —Tt)X"(z) =0 ZTWM ~ X() = const. = —\.
Es folgt
~T"(t) = AET(t) =0 (2.8)
—X"(z) = A\X(z) =

0, 2.9)

X(0)=X(1)=0 (2.10)

Es ist also als Teilproblem das Sturm-Liouville-Problem (2.9) — (2.10) bzgl. X zu 16sen. Zu gege-
benem A € R muss die Funktion 7', welche (2.8) geniigt, von der Form

T(t) = acos(VAet) + bsin(VA ct)

sein. Kann man nun m Eigenpaare (A, X), k = 1,..., m des Sturm-Liouville-Problems nihe-
rungsweise numerisch bestimmen, so ist fiir beliebige ax, by € R

NE

au(t,x) =

(ak cos(v/ g ct) + by, sin(mct)) Xi(z)

=
Il

1

eine Niaherungslosung von (2.4) — (2.5). Durch geeignete Wahl der Koeffizienten aj, und by kann
man erreichen, dass auch die Anfangswerte (2.6) und (2.7) niherungsweise angenommen werden.
Hierbei fordert man die Ubereinstimmungen

~ = !
(0, ;) = Zak Xi(zi) = uo(xs),
k=1
a(0,2;) = 3 b/ M e Xi(w:) =ur(z;),  i=0,...,n,
k=1

wobei x; die Gitterpunkte aus der Diskretisierung des Sturm-Liouville-Problems seien. Dies ist
ein lineares Gleichungssystem, aus dem man die Koeffizienten bestimmen kann.

Bemerkung 2.0.4 (Fourierreihen) Man kann zeigen, dass \, = k?r? fiir k € N die Eigen-
werte des Sturm-Liouville-Problems (2.9) — (2.10) sind mit den zugehoérigen Eigenfunktionen
Xk (x) = sin(kmx). Beachtet man nun, dass fiir N € N die endliche Linearkombination

M=

un(t,x) == (ak cos(kmet) + by sin(lmrct)) sin(kmax)

i

1
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die Anfangswerte

N
N(0,x) = Z ay sin(kmz)
k=1

N

(0,z) = Zbkk‘ﬂc sin(kmz)
k=1

9
ot "N

annimmt und wihlt a;, als die Fourierkoeffizienten von u
1
ay = 2/ uo(s) sin(kms) ds
0

sowie by, gemiB by, = % mit den Fourierkoeffizienten (3, von u

Br =2 /1 ui(s)sin(kws) ds,
0

so lost unter bestimmten Differenzierbarkeitsanforderungen an uy und u; die Funktion

u(t,x) :== A}gnoo un(t,x) = Z (ak cos(kmet) + by, sin(knrct)) sin(kmx)
k=1

die Wellengleichung auf [0, 1].

Eigenwerte beschreiben nicht nur physikalische Eigenschaften, sondern spielen auch eine wichtige
Rolle in der Mathematik, beispielsweise in der Numerik, um die Norm oder Konditionszahl einer
Matrix zu bestimmen.

Beispiel 2.0.5 (Norm und Konditionszahl) i) Fiir eine beliebige Matrix A € R™*" gilt

[All2 = 1/ e(ATA),

wobei ¢ wiederum den Spektralradius einer Matrix, also den Betrag des betragsgrofiten
Eigenwertes, bezeichnet.

ii) Fir eine symmetrische Matrix A € R"™"*"™ gilt
[All2 = o(A) .
iii) Fiir eine nichtsinguldare symmetrische Matrix A € R™*" gilt
ra(A) = o(A) o(A™),
wobei ra(A) = || Al|2|| A2 die Konditionszahl von A bzgl. der 2-Norm bezeichnet.

2.1 GRUNDLAGEN AUS DER LINEAREN ALGEBRA

Bevor wir uns der Abschidtzung sowie der numerischen Berechnung von Eigenwerten widmen,
werden an dieser Stelle zunichst elementare Ergebnisse aus der linearen Algebra zusammenge-
fasst, welche in Zusammenhang mit der Eigenwertberechnung stehen.

Sei A € C"*™, X\ € C ein Eigenwert der Matrix A und v € C \ {0} ein zugehoriger Eigenvektor:

Av = . (2.11)

Zusitzlich zur Definition (2.11) eines (rechtsseitigen) Eigenvektors v € C™ \ {0} kann man auch
linksseitige Eigenvektoren betrachten. z € C™ \ {0} heiBt linksseitiger Eigenvektor von A, falls
o A = \aH gilt, wobei 2 denjenigen Vektor bezeichnet, der aus = durch Bildung der konjugiert
komplexen Eintrige und Transponieren hervorgeht.

Numerik III, 21. Januar 2013
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Satz 2.1.1 Die Eigenwerte einer Matrix A € C™"*" sind gerade die n Nullstellen des zugehirigen
charakteristischen Polynoms
Py(N) :=det(A — \I).

Beweis. Die Eigenwertgleichung (2.11) besagt offensichtlich, dass (A — AI)v = 0 gilt, also die
Matrix A — AI singuldr ist. Letzteres ist zu det(A — AI') = 0 dquivalent. O

Definition 2.1.2 Die Menge aller Eigenwerte einer Matrix A € C"*" wird als Spektrum bezeich-
net und man verwendet die Schreibweise

o(A) = {\ € C| \ ist Eigenwert von A} .

Satz 2.1.3 Sei 0(A) = {A1,..., \n}. Es besteht folgender Zusammenhang zwischen der Deter-
minante bzw. der Spur von A und den Eigenwerten \;:

det(A) = ﬁ )\@ N
i=1

trace(A) = i a;; = i A .
i=1 i=1

Beweis. Die zweite Identitit erhalt man z.B. dadurch, dass man den Koeffizienten vor A"~ ! im
charakteristischen Polynom untersucht.

a1 — A a2 - Ay

Gn1 Qpp — A
= (a11 — A) - ... (ann — A) + Terme mit weniger als (n — 1) (a; — A)-Termen
n—2
= (=N)"+ (V)" a1 +agm+ ... +am) + Z cp AP
k=0

S =ANM2=A) (A — )

Ein Unterraum S C C™ mit der Eigenschaft
reS=AxeS

wird als invariant bzgl. A bezeichnet. Der Aufspann eines (rechtsseitigen) Eigenvektors bildet
somit einen eindimensionalen Unterraum, der invariant bleibt unter der Multiplikation mit A. Es
sei

AX=XB, BeCF* XeCm*,

dann ist Bild(X) invariant bzgl. A und aus By = \y,y € CF\ {0} folgt
A(Xy) = (AX)y = (XB)y = AXy.

Falls X vollen Spaltenrang hat, dann impliziert AX = X B also o(B) C o(A). Fiir den Fall
einer reguliren quadratischen Matrix X gilt fiir das Spektrum von A und B = X ~! AX folgendes
Ergebnis.
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Lemma 2.14 Sei A € C"*" beliebig sowie X € C"*"™ eine regulire Matrix. Dann gilt
o(A) =o(XTAX).
Ahnliche Matrizen haben also das gleiche Spektrum.

Beweis. Die Aussage folgt mit direkt mit Satz 2.1.1 aus der Tatsache, dass dhnliche Matrizen das
gleiche charakteristische Polynom haben:

det(XTAX) = det(X (A - M) X) = det(X 1) det(A — M) det(X) = det(A — \I).
O

Multipliziert man eine hermitesche Matrix A € C™*™ mit einer nichtsingulidren Matrix X € C"*"
wie folgt
XHAX = BeC™™,

so hat B im Allgemeinen nicht die gleichen Eigenwerte wie A. Der Sylvester’sche Trigheitssatz
sagt aus, dass wenigstens die Vorzeichen der Eigenwerte sich nicht dndern.

Satz 2.1.5 (Sylvester’scher Trigheitssatz) Essei A € C™*™ hermiteschund X € C™*™ reguliir.
Dann haben A und X" AX den gleichen Rang sowie die gleiche Anzahl positiver bzw. negativer
Eigenwerte.

Beweis. Siehe z.B. [Fischer]. O

Wir kommen nun zu einer wichtigen Matrixfaktorisierung, der Schur-Zerlegung. Im Gegensatz zu
der ebenfalls aus der linearen Algebra bekannten Jordan’schen Normalform fiihrt ihre Berechnung
auf numerisch stabile Algorithmen, da man hierfiir nur orthogonale bzw. unitire Transformationen
benotigt und diese normerhaltend sind.

Diese Faktorisierung spielt beim () R-Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten eine zentrale
Rolle.

Satz 2.1.6 (Satz von Schur) Sei A € C™*™. Dann gibt es eine unitire Matrix () € C™*"

(QQY = QH1Q = I), so dass
QYAQ =R

ist, wobei R € C™*"™ eine obere Dreiecksmatrix ist und die Diagonaleintriige m11, . . . , Ty von R
die Eigenwerte von A sind.

Ist A reell, so sollte man versuchen mit reeller Arithmetik auszukommen. Allerdings ist R dann
nur eine obere Block-Dreiecksmatrix mit 1 x 1 oder 2 x 2 Blocken.

Satz 2.1.7 (Reelle Schur-Zerlegung) Fiir jedes A € R™* ™, gibt es eine orthogonale Matrix
Q € R™ " so dass QT AQ in oberer Quasi-Dreiecksform

Ryy -+ Ry
QTAQ = :
Rmm

ist, wobei jedes R;; entweder ein 1 X 1 oder 2 x 2 Block ist. Dabei sind die 1 x 1 Blocke unter

R11,..., Ry diereellen Eigenwerte von A und die 2 x 2 Blicke enthalten die Paare von komplex-
konjugierten Eigenwerten von A.

Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten wir noch Matrixfaktorisierungen fiir eine besondere
Klasse von Matrizen.

Numerik III, 21. Januar 2013
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Definition 2.1.8 A € C™*™ heif}t normal, wenn gilt
AT A = AAH.

Bemerkung 2.1.9 Alle hermiteschen, schiethermiteschen (AH = — ), Diagonal- und unitéren
Matrizen sind Beispiele tiir normale Matrizen.

Korollar 2.1.10 (Schur-Zerlegung von normalen Martizen) Eine Matrix A € C"*" ist genau
dann normal, wenn eine unitire Matrix ) € C™" existiert mit Q7 AQ = D = diag(\y, ..., \n).

Beweis. Aus der unitiren Ahnlichkeit von A zu einer Diagonalmatrix, folgt offensichtlich, dass
A normal ist. Andererseits sei A normal und Q¥ AQ = R sei die zugehorige Schur’sche Normal-
form. Dann ist auch R normal.

RYTR=Q"A"QQ"AQ = Q" AT AQ = Q" AATQ = Q" AQQ" A" Q = RR"

Die Behauptung folgt nun aus der Tatsache, dass eine normale, obere Dreiecksmatrix eine Diago-
nalmatrix ist. ]

Korollar 2.1.11 (Schur-Zerlegung von symmetrischen Martizen) Jede reelle, symmetrische
Matrix A € R™™ ldsst sich mittels einer orthogonalen Matrix ) € R™"™ auf Diagonalgestalt
transformieren

QTAQ = D = diag(\1, ..., \n),

wobei A1, ..., A\, die reellen Eigenwerte von A sind.

2.2 ABSCHATZUNGEN UND GEOMETRISCHE LAGE DER EIGENWERTE

Im Folgenden werden einige Abschitzungen fiir das Spektrum einer Matrix A € C™*" vorgestellt.
Solche Abschidtzungen konnen spiter bei der Wahl geeigneter Startwerte fiir lokal konvergente
Iterationsverfahren zur Bestimmung der Eigenwerte niitzlich sein. Eine erste Eingrenzung der
Lage der Eigenwerte von A liefert der folgende Satz.

Satz 2.2.1 (Abschitzung mittels Matrixnorm) Sei || - || eine konsistente Matrixnorm, d.h. es ge-
be eine Vektornorm || - || auf C™, sodass || Av|| < || A]| ||v||, dann gilt

IA] < || Al VAeo(A).

Beweis. Seien A ein Eigenwert von A und v # 0 ein dazugehoriger Eigenvektor. Da ||- || konsistent
ist, erhalt man
Al lvll = lIxvll = [[Av]| < [|A[ ],

sodass |A| < || A|| folgt. O

Definition 2.2.2 (Wertebereich einer Matrix) Sei A € K"*" (K = R oder K = C). Die Menge
aller Rayleigh-Quotienten ‘”;,7‘4; mitz € C"\ {0}, also

W(A) :=

{xjH’f Lz € @"\{0}}

wird als Wertebereich der Matrix A bezeichnet.

Bemerkungen 2.2.3 i) Selbst fiir eine reelle Matrix A € R"*™ werden beim Wertebereich
alle komplexen Vektoren x € C™ \ {0} durchlaufen.
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ii) Der Wertebereich W (A) enthilt alle Eigenwerte von A. Ist z € C™ \ {0} ein Eigenvektor
von A, dann ist der zugehdorige Rayleigh-Quotient gerade der Eigenwert.
Lemma 2.2.4 (Eigenschaften des Wertebereichs) Sei A € K™"*™ K = R oder C.

i) W(A) ist zusammenhdngend.
ii) Ist A hermitesch, dann ist W (A) das reelle Intervall [Amin, Amax]-

iii) Ist A schiefhermitesch (A = —A™), dann ist W (A) eine rein imaginiire Menge, nimlich
die konvexe Hiille der Eigenwerte von A.

Satz 2.2.5 (Bendixson) Das Spektrum von A € K™ ist in dem Rechteck
A+ AH A—AH
e () o (1)
2 2

enthalten, wobei die Summe zweier Menge folgendermafen zu verstehen ist

A+B={a+b:ac Abec B}.
Beweis. Wir zeigen die stiarkere Aussage, dass der Wertebereich von A in dem Rechteck R ent-
halten ist. Sei dazu z € C™ \ {0}. Dann gilt

A 1 A+AH A AH

r o7 zH < +2 + 5 ) T

xHy xHy

H _ AH H _AH
_ 1 xH<A+A >m+ 1 xH(A A )er<A+A >+W<A A

H

2 2 2 2

O]

zHy xHg

Bemerkung 2.2.6 Da # hermitesch und A_2AH schiefthermitesch sind, besagt der Satz von
Bendixson, dass fiir jedes A € o(A) gilt

A+ AH A+ AH
Amin <+2> < Re()\) < Amax <+2>

i fim 1 2 (A2 V )<y < m (it € (A52))

Eine weitere a priori Schranke wird durch das folgende Resultat gegeben.

Satz 2.2.7 (Gerschgorin Kreise) Sei A € C"*". Dann gilt

O’(A) QS’R = ORZ‘, Rl':{ZE(CZ |z—am § En |CL1J|} (2.12)
=1 7j=1
JF

Die Mengen R ; werden Gerschgorin Kreise genannt.

Beweis. Sei A € 0(A) und Az = Az fiir ein 2 # 0. Dann existiert ein z; mit |z;| < |x;| Vi # j.
(Ax); sei die i-te Komponente von Ax, dann ist

)\l’i = (A{L‘)l = Z aij l‘j
7=1

= |/\—a,~,~]:

Y ay <> a5 <Y laggl
— Z; — |:E1| i
j=1 j=1 J=1
J#i J#i J#i
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also
n
AeR;c|JRi.
i=1
O
Da A und A7 das gleiche Spektrum haben, gilt Satz 2.2.7 auch in der Form
n n
o) cSe=JC  G={reCilz—ayl < layl}. 2.13)
j=1 i=1

i#]
Die Aussagen (2.12) und (2.13) liefern zusammen das erste Gerschgorin Theorem.
Satz 2.2.8 (Erstes Gerschgorin Theorem) Fiir eine Matrix A € C"*" erfiillen die Eigenwerte

folgende Eigenschaft
VAeo(d): AeSgnSe.

Das zweite Gerschgorin Theorem liefert in bestimmten Fillen eine Aussage iiber die Verteilung

der Eigenwerte auf die verschiedenen Gerschgorin Kreise.

Satz 2.2.9 (Zweites Gerschgorin Theorem) Seien

k n
Ml::URij, Mgy = U Ri; .

j=1 j=k+1

Ist die Vereinigung M1 von k Kreisen disjunkt von der Vereinigung M der iibrigen n — k Kreise,
also My N My = (), so enthiilt My genau k und Moy die iibrigen n — k Eigenwerte, jeder
entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit gezdhlt.

Beweis. Sei D := diag(ai1, . . ., any,) sowie fiir t € [0, 1]
At = D +t(A — D)

Dann ist Ag = D und A; = A. Die Eigenwerte von A; sind stetige Funktionen in ¢. Wendet man
Satz 2.2.7 auf A, an, so erhilt man fiir ¢ = 0, dass genau k£ Eigenwerte von Ag = D in M, liegen
und die restlichen n — k in M3, wobei mehrfache Eigenwerte entsprechend ihrer algebraischen
Vielfachheit gezéhlt werden. Fiir 0 < ¢t < 1 miissen alle Eigenwerte von A; ebenfalls in den
Kreisen liegen. Daher und aufgrund der Stetigkeit der Eigenwerte folgt, dass auch k Eigenwerte
von A; = A in M und die tibrigen n — k in My, liegen. O

Um das dritte Gerschgorin Theorem formulieren zu kdnnen, erinnern wir uns folgende Eigenschaft
von Matrizen, die wir bereits aus Numerik I kennen.

Definition 2.2.10 Eine Matrix A € C"*"™ heiBt reduzibel, wenn eine Permutationsmatrix P exis-

tiert, sodass
B B
T _ 11 12
PAPT — ( ! 322)
mit quadratischen Matrizen By, und Bos gilt. A ist irreduzibel, wenn A nicht reduzibel ist.
Satz 2.2.11 (Drittes Gerschgorin Theorem) Sei A € C"*"™ eine irreduzible Matrix. Ein Eigen-

wert A € o(A) kann nicht auf dem Rand von Sy liegen, es sei denn er liegt auf dem Rand eines
jeden Kreises R; fiiri=1,...,n.
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Beispiel 2.2.12 Wir betrachten die Matrix

4 0 -3 4 0 -1
A=|10 -1 1 mit AT =AT=(0 -1 1
-1 1 =2 -3 1 =2

und werden zunachst den Satz von Bendixson, Satz 2.2.5, anwenden, um die Eigenwerte der Ma-
trix A abzuschitzen. Wir erhalten

0 0 -1
=(0 0 O
1 0 O

4 0 -2
0 -1 1|,
-2 1 -2

A+ AT
——=

A— AH
2

Wendet man auf diese beiden Matrizen Satz 2.2.7 an, so ergeben sich folgende erste Abschitzun-
gen eines Eigenwertes A von A

—5 < Re(\) <6, [Im(A)] < 1.
Die Gerschgorin Kreise von A ergeben sich zu

Ri={z€C: |z—4| <3}
Ro={2z€C: |z+1] <1}
Rs={2z€C: |z+2] <2}
sowie diejenigen von A zu
Ci={z€C:|z—4| <1}
Co={z€C:|z+1 <1}
CgZ{ZE(C : |Z+2| §4}
Die Abschédtzung nach Bendixson und die Gerschgorin Kreise sind in Abb. 2.1 dargestellt. Hierbei

ist zu beachten, dass man die Menge R1NCs durch Anwenden des zweiten Gerschgorin Theorems
auf A und AT als in Frage kommenden Bereich fiir die Eigenwerte von A ausschliefen kann.

[/ Abschitzung der Eigenwerte von A

Abb. 2.1: Abschédtzung nach Bendixson und Gerschgorin Kreise
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2.3 POTENZMETHODE

Die Potenzmethode oder Vektoriteration ist eine sehr einfache, aber dennoch effektive Methode
zur Bestimmung des betragsméBig grofften Eigenwertes.
Um die Grundidee des Verfahrens zu verstehen, nehmen wir zunichst an, dass die Matrix

A € C™™ diagonalisierbar ist. Dann gibt es eine Basis vy, ..., v, von C" aus Eigenvektoren
v; von A mit ||v;|| = 1. Des Weiteren seien die Eigenwerte von A in der Form
il > Aol > As] > o> (A (2.14)

geordnet, wobei A; die algebraische Vielfachheit 1 besiafle. Gehen wir nun von einem Startvektor
() aus, so lisst sich dieser als Linearkombination der Eigenvektoren v; schreiben:

20 = iaivi. (2.15)
i=1
Definiert man nun die Iterierten a(*) ,k € N, gemal3 a®) = Akx(o), so ergibt sich
k k,.(0 k - - k k - Ai :
aF) — Ak,0) — 4 (; Oéﬂh’) = ;ai)‘i v; = Aj ;ai <)\1) v; . (2.16)

Falls der Koeffizient ov; von Null verschieden ist, d.h. 2 nicht auf v1 senkrecht steht, wird sich
dieser Ausdruck dem Summanden mit dem dominanten Eigenwert A; annihern, also

a®) = AF2(0) ~ /\’f vy .

Um in der Praxis einen Over- oder Underflow zu vermeiden, normiert man in jedem Iterations-
schritt den Iterationsvektor. Insgesamt ergibt sich fiir die Potenzmethode folgender Algorithmus.

Algorithmus 2.3.1: Potenzmethode

Input: 2z mit vz #£0 und |z =1

for £=0,1,...
a®) = Ax(k)
pF) = (BT o (k) % Rayleigh-Quotient
(k+1) _ at®)
lat®]
end

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse der Potenzmethode in einem Satz zusammen.

Satz 2.3.1 Sei A1 ein einfacher Eigenwert der diagonalisierbaren Matrix A € C™*™ mit (2.14)
und x©) € C" sei ein Vektor, der nicht senkrecht auf dem Eigenraum von \; steht und ||z = 1
erfiillt. Dann konvergiert die Folge 1) = a®) /||a®)|| mit a*) = Az™®) gegen einen normier-
ten Eigenvektor von A zum Eigenwert \1.
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Beweis. Wir wissen aus (2.16), dass

a(k) _ Ak{E(O) — ZalAf Vi = OélA’f ('Ul + Z %1 <)\1> vi)
=2

i=1

=z

fir eine normierte Basis vy, ..., v, des C™ aus Eigenvektoren von A gilt, wobei a; # 0 ist, da
() ¢ v vorausgesetzt wurde. Da [Ai| < |A1] furalled = 2,...,n gilt, ist klim 2, = v1 und
— 00
daher ®
(k) — a(k) _ K — +0 fir k — o00.
la™] |zl
O

Bemerkungen 2.3.2 i) Der Rayleigh-Quotient p'*) in Algorithmus 2.3.1 liefert im Grenzwert

den betragsgrofSten Eigenwert:
lim p(k) =)\
k—o0
i) Der Beweis des Satzes 2.3.1 ldsst sich auch auf diagonalisierbare Matrizen mit eindeutig
bestimmten betragsgroBBtem Eigenwert )1, welcher aber nicht einfach zu sein braucht, d.h.

M=d=...=\
Ml == A > M| = > Al

iibertragen. Hierbei muss der Startvektor der Vektoriteration die Bedingung c; # 0 fiir ein
i € {1,...,r} erfiillen. Man beachte, dass fiir r = 1 (\; ist also einfacher Eigenwert) der
Grenzvektor vy ist und somit nicht von der Wahl von z(© abhingt, sofern nur a;; # 0 ist. Ist
A1 ein mehrfacher dominanter Eigenwert, v > 1, so hingt der gefundene Eigenvektor von
den Verhiltnissen o1 : «a : ... : o, und damit vom Startvektor 2 ap.

iii) Man sieht in (2.16), dass fiir die Potenzmethode lineare Konvergenz mit Konvergenzfaktor
|A2/A1| bzw. |Ar41/A1| vorliegt. Das Verfahren konvergiert also umso besser, je mehr die
Betrige der Eigenwerte von A getrennt sind.

Falls A symmetrisch ist, sind die Eigenvektoren v; orthogonal. Mit Hilfe dieser Orthogona-
lititseigenschaft kann man zeigen, dass in diesem Fall der Konvergenzfaktor sogar | Az /A1 |?
bzw. |Ar+1/\1|? betrigt.

iv) Allgemein konvergiert das Verfahren nicht gegen A1 und einem zu A\, gehorigen Eigen-
vektor, sondern gegen \;, und einem Eigenvektor zu )\, sofern in der Zerlegung von x(°)
gilt

ap=ay=...=ap_1 =0, ag #0
und es keinen von Ay verschiedenen Eigenwert gleichen Betrags gibt.
Praktisch konvergiert jedoch auch im Falle o; = 0 das Verfahren gegen A1 und einem zu-
gehorigen Eigenvektor, da infolge von Rundungsfehlern agl) # 0 gilt (agl) der Koeffizient
zuwvi In x(l)).

v) Da dieses Verfahren in jeder Iteration nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation erfordert, ist
der Aufwand der Potenzmethode nach k Iterationen O(kn?).

Seinun A € C"*"™ eine nicht diagonalisierbare Matrix mit eindeutig bestimmtem betragsgroffitem
Eigenwert A1, d.h. aus [A;| = |\;| folgt \; = A;. Ersetzt man die Darstellung (2.15) des Startvek-
tors 2(9) durch eine als Linearkombination von Eigen- und Hauptvektoren von A, so kann man
auf dieselbe Weise wie im diagonalisierbaren Fall zeigen, dass unter analogen Voraussetzungen
an (%) in der Potenzmethode 2.3.1 der Rayleigh-Quotient p("’) gegen A\ und z (k) gegen einen zZu
A1 gehorigen Eigenvektor konvergieren.
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Beispiel 2.3.3 Wir betrachten das Eigenwertproblem aus Beispiel 2.0.1 mit R = I, also Az = A\x
mit A € R(®=D*("=1) wie in (2.3). Die Eigenwerte der Matrix A lassen sich explizit angeben:

4 1
An—k = ﬁsm (#mh), k=1,2,...,.n—1, h:=—.

Die Nummerierung ist hierbei so gew#hlt, dass Ay > A > ... > A\, gilt. Wegen

>—\l\9\»—t

’ _ X2 sin?(1(n — 2)7h) B sin?($m — wh)

~ sin? (3(n—1)7h) sin2(§7r — imh)

_COSQ(Trh) (1-— ( ))2 " _§22 \
T cos?(3mh) T (1-— %(, n)2)2 +O(h") =1 7" + O(h')

ist fiir h < 1 eine sehr langsame Konvergenz mit dem Konvergenzfaktor |§—f P11 %TFQhQ
(quadratisch, da die Matrix symmerisch ist) zu erwarten. Dies wird bestétigt von den Ergebnissen
in Tabelle 2.1 und Abbildung 2.2, die aus der Anwendung der Vektoriteration auf die Matrix A
mit & = 35 und dem Startvektor 20 = y(© /||y, 4@ = (1,2,...,29)7 resultieren.

[N
k |P(k) - A1 |p|€)k71)7i\|1|

1 1.79e+3 0.5117
4.81e+2 0.8151
15 1.64e+2 0.9319

50 43.60 0.9758
100 17.01 0.9844
150 8.12 0.9857
200 3.90 0.9852

Tab. 2.1: Konvergenz der Vektoriteration angewandt auf Beispiel 2.0.1

log(lp(k) - M)
2k‘log( 2[) + const.

log (]p®) — A1)

0 50 100 150 200 250
Anzahl an lterationen

Abb. 2.2: Halblogarithmische Darstellung der Entwicklung des Fehlers

Numerik III, 21. Januar 2013



Abschnitt 2.4: Inverse Iteration nach Wielandt

23

Beispiel 2.3.4 Es soll der betragsgrofite Eigenwert der Matrix

7 49 3
2 249
A_31()4
2 75 1

bestimmt werden. A besitzt das Spektrum o(A) = {15.2806,4.4616, —2.7330, —7.0092}. Da A
nicht symmetrisch ist, erwarten wir somit eine lineare Konvergenz der Potenzmethode mit Kon-
vergenzfaktor

~ 0.4587.

A2 ’ ~7.0092
Al 15.2806

Dieses theoretische Ergebnis wird von den konkreten Resultaten der Vektoriteration angewandt
auf die Matrix A mit Startvektor (%) = (0.5,0.5,0.5,0.5)” in Tabelle 2.2 bestitigt.

k
B 1% - x| ek
0 0.4694 -
1 0.2625 0.5592
) 5.987e-4 0.1095

10 | 1.916e-5 0.5453
15 | 3.608e-7 0.4504
20 | 7.385e-9 0.4596
25 | 1.498e-10 0.4586
30 | 3.043e-12 0.4587

Tab. 2.2: Konvergenz der Vektoriteration angewandt auf Beispiel 2.3.4

2.4 INVERSE ITERATION NACH WIELANDT

Seinun A € C™*" reguldr. Um den in vielen technischen Anwendungen gesuchten betragskleins-
ten Eigenwert \,
’)\1‘ > ’)\2‘ > --")\n—1| > ‘)\n| >0

zu finden, kann man die Tatsache ausnutzen, dass der betragskleinste Eigenwert von A der inverse
betragsgroBte Eigenwert von A~ ist, d.h. fiir die Eigenwerte v; von A~! gilt

|vn| > vp—1] > ... > |v1], wobei v; = )\—,i =1,...,n.
Die Anwendung der Potenzmethode auf A~! liefert also eine Moglichkeit, v, = ﬁ, also
auch den betragskleinsten Eigenwert von A zu bestimmen. In jeder Iteration ist dann der Vek-

tor a® = A~12(*) zu berechnen; dies entspricht dem Losen des linearen Gleichungssystems
Aa®) = 2(¥) Dies ist die sogenannte inverse Iteration nach Wielandt.

Mit Hilfe einer Verschiebung kann man auch die Berechnung der anderen Eigenwerte erreichen.
Hierbei wird vorausgesetzt, dass man eine gute Niherung 4 fiir einen Eigenwert \; von A kennt,
sodass

=Nl <lp=XN|  Vi#j
gilt. Dann hat die Matrix (A — I)~! den betragsgroBten Eigenwert (\; — 1) ~! und die gleichen
Eigenvektoren wie A. Somit liefert die inverse Iteration angewandt auf A— ;1 eine Approximation
zu ﬁ, woraus sich \; ergibt.
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Algorithmus 2.4.1: Inverse Iteration nach Wielandt mit Spektralverschiebung
Input: p~);, =© mit vaa:(O) #0 und [z =1
for £=0,1,...

Lése (A—pl)a® =z®
pk) = x(k))Ta(k) % Rayleigh-Quotient

end

Bemerkung 2.4.1 Pro Iteration muss also ein lineares Gleichungssystem gelost werden, des-
sen Koeffizientenmatrix aber konstant ist. Bestimmt man also einmal eine L R-Zerlegung von
A — ul, so sind pro Iterationsschritt zwei Dreieckssysteme zu 16sen, was einem Aufwand von
O(n?) entspricht.

Mit Satz 2.3.1 kdnnen wir nun folgern, dass der Rayleigh-Quotient p(k)

®) _, fir k — oo

P
Aj—

erfiillt. GeméB der Konvergenzanalyse der Potenzmethode in Abschnitt 2.3 ergibt sich die Kon-
vergenzgeschwindigkeit aus dem Verhiltnis zwischen /\J%” und dem betragsm@Big zweitgrofiten
Eigenwert von (A — puI)~!, also durch den Faktor

N

(A LYy |

" min |\ —
2$|1 ]

1
max ;yv—
i#j [Xi—p .

1 1
[Aj—nul [Aj—nul

bestimmt wird.

Bemerkungen 2.4.2 i) Ist p eine gute Schiitzung von \;, so gilt

)\A_

"]7M|<<1
min [A; — p
i#£]

und das Verfahren konvergiert in diesem Fall sehr rasch.

ii) Die Kondition von A — pl strebt fiir ,immer besser”* gewihltes p gegen unendlich, die
Matrix ist fiir ;1 = \; fast singuldr. Daraus entstehen aber keine numerischen Schwierigkei-
ten, da nur die Richtung des Eigenvektors gesucht wird. Man ersetzt im Gaul3-Verfahren ein
auftretendes Pivotelement ¢ = 0 durch die relative Maschinengenauigkeit eps.

Durch geeignete Wahl des Spektralverschiebungsparameters p kann man also mit der inversen
Vektoriteration 2.4.1 einzelne FEigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A bestimmen. In der
Praxis ist aber oft nicht klar, wie man fiir einen beliebigen Eigenwert \; diesen Parameter p
geeignet wahlen kann.

Die Konvergenzgeschwindigkeit der Methode kann man noch erheblich verbessern, wenn man
den Parameter . nach jedem Schritt auf die aktuelle Anniherung A(%) := ﬁ + p von \; setzt.
Da die LR-Zerlegung dann aber in jedem Schritt neu berechnet werden muss, steigt damit der
Rechenaufwand sehr stark an.
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Beispiel 2.4.3 Wir betrachten die Matrix aus Beispiel 2.3.4 und wenden zur Berechnung des
Eigenwerts A3 = 4.4616 dieser Matrix den Algorithmus 2.4.1 mit 4 = 3.5 und Startvektor
) = (0.5,0.5,0.5,0.5)7 an. Die Resultate in Tabelle 2.3 bestitigen die obigen theoretischen
Betrachtungen zur Konvergenz des Wielandt-Verfahrens, nach denen wir lineare Konvergenz mit
einem Konvergenzfaktor in der Grolenordnung

A3 —35] _ |44616-35] _ 0.9616 _ ..
min A —3.5]  [—27330—-35] 62330
erwarten.
(k) —
k ‘)‘(k) - >\3| |)‘\?\k—1)i\§\|3|
0 0.8734 —
1 3.716e-3 0.0042
2 2.737e-3 0.7364
3 1.902e-4 0.0695
4 4.580e-5 0.2407
5 5.665¢e-6 0.1237
6 9.805e-7 0.1731
7 1.419e-7 0.1448
8 2.260e-8 0.1592
9 3.424e-9 0.1515
10 | 5.329¢-10 0.1556

Tab. 2.3: Konvergenz des Wielandt-Verfahrens mit ¢+ = 3.5 angewandt auf Beispiel 2.3.4

Fiir die inverse Vektoriteration, wobei man den Parameter ;4 nach jedem Schritt auf die jeweils
aktuelle Anniherung A(%) vom A3 setzt,

o =35 pp =AY firk>1

sind einige Ergebnisse in Tabelle 2.4 dargestellt. Die Resultate zeigen, dass die Konvergenzge-
schwindigkeit wesentlich schneller (genauer: quadratisch statt linear) ist.

E|IAR) — X3 | A
0 0.8735 5.3351
1| 7.245e-3 | 44544
2 | 1490e-5 | 44616
3| 5.819-12 | 44616

Tab. 2.4: Konvergenz des Wielandt-Verfahrens mit 1, = A(*~1) angewandt auf Beispiel 2.3 .4

Beispiel 2.4.4 Gegeben sei die Matrix

a= (33 9)

mit dem Spektrum o (A) = {1, 2}. Gehen wir von einer Approximation yt = 1 — ¢ von A2 = 1 mit
0 < |e] < 1 aus, so ist die Matrix

-nn= (2300

Numerik III, 21. Januar 2013



26

Kapitel 2: Eigenwertprobleme

fast singuldr; ihre Inverse ist gegeben durch

_ 1 3+e€ -3
— 1:
(A= pl) 62+6< 2 —2+6>'

in der Wielandt-Iteration herauskiirzt,

Da sich der Faktor T1+e bei der Normierung kD) — HZEK‘; i

ist die Berechnung der Richtung einer Losung von (A — pl )a(k) = 2* gut konditioniert.

2.5 QR-VERFAHREN

Die in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Methoden der Vektoriteration und der inversen
Iteration nach Wielandt haben den schwerwiegenden Nachteil, dass man mit ihnen nur bestimmte
Eigenwerte bestimmen kann. So liefert die Potenzmethode nur den betragsmaBig grofiten Eigen-
wert und bei der Wielandt-Iteration bendtigt man zur Bestimmung eines Eigenwertes \; zunichst
einen geeignet gewdhlten Parameter p; ~ \;. In diesem Abschnitt werden wir uns nun einem
effizienteren Verfahren zuwenden, mit dessen Hilfe man nicht nur einen, sondern gleichzeitig alle
Eigenwerte einer Matrix A € R™*™ approximieren kann — dem QR-Verfahren.

2.5.1 Das Basisverfahren der QR-Iteration

Konnte man die Schur-Zerlegung QY AQ = R aus Satz 2.1.6 einer Matrix A € R™ " auf direkte
Weise, also mit einer endlichen Anzahl an Operationen berechnen, so hitte man das Eigenwert-
problem gelost, da die Eigenwerte \;(A) dann gerade durch die Diagonalelemente r;; der oberen
Dreiecksmatrix R gegeben wiren. Leider ist die direkte Bestimmung der Matrix @) fir n > 5
nicht moglich — dies folgt aus dem Abelschen Theorem (vgl. [Quarteroni et. al., Ubung 8, Seite
258]). Daher kann das Eigenwertproblem nur durch den Ubergang zu iterativen Methoden gelost
werden. Den Basisalgorithmus fiir das Verfahren, welches wir im Weiteren vorstellen und unter-
suchen mochten, liefert die QR-Iteration.

Algorithmus 2.5.1: QR-Basisiteration

Input: A€ R™"
setze A0 =4,
for £=1,2,...

A1) — Q1 Ry % Bestimme QR-Zerlegung
AP = RQy,

end

Pro Iterationsschritt fallt also der Aufwand einer QR-Zerlegung O(n?) und einer Matrixmulti-
plikation (’)(nQ) an. Insgesamt bendtigt man also fiir dieses Verfahren C’)(kmaxn?’) Operationen,
wobei knax die Anzahl der Iterationen im Verfahren ist.

Hierbei ist zu beachten, dass fiir die Iterierten A*) folgende Eigenschaften erfiillt sind.
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Lemma 2.5.1 Es sei A € R™*", sowie A fiir k € Ng wie in Algorithmus 2.5.1 definiert. Dann
gilt:

i) Die Matrizen A% sind orthogonal dhnlich zu A.
ii) Ist A symmetrisch, so sind es auch die Matrizen A®)
iii) Ist A symmetrisch und tridiagonal, so haben auch die Matrizen A*) diese Gestalt.

Beweis. ad i) Sei A € R"*™. Mit den Bezeichnungen aus Algorithmus 2.5.1 gilt dann

AW = RiQy = QF QuRiQr = QF ARV Q= ..
=QrQ 1 QTAYQ . Qr=(Q1 . QuTAQ1...- Q)

ad ii) Sei A € R™™ nun zusitzlich symmetrisch. Mit i) folgt, dass es fiir alle & € Ny eine
orthogonale Matrix P, € R™*™ gibt, sodass

A®) = pr AP,
gilt. Daraus folgt
(AO)T = (PFAP,)" = PLATP, = PF AP, = AW,
Fiir den Beweis von iii) sei auf [Deuflhard/Hohmann, Lemma 5.9] verwiesen. ]

Fiir die QR-Basisiteration erhalten wir folgendes Konvergenzresultat, das Wilkinson' im Jahr 1965
in seiner Arbeit [Wilkinson65] beschrieben hat.

Satz 2.5.2 (Wilkinson) Es sei A € R™*"™ symmetrisch mit Eigenwerten
IA1] > [A2] > ... > M| >0
und A®), Q. sowie Ry, seien wie in Algorithmus 2.5.1 definiert. Dann gilt:
i) lim Qp =1,
k—o00
ii) lim Ry = diag(A1,...,An),
k—o0

Aq

Wa920(¥

) fiir i > j und k — oo, wobei AF) = (aij )m’:l‘

Bemerkungen 2.5.3 i) Sofern A keine symmetrische Matrix ist, aber die Eigenwerte von A
immer noch getrennt sind, d.h.

IA1] > | A2l > ... > |\,

kann man zeigen, dass die Folge A®) anstatt gegen eine Diagonal- gegen eine Dreiecksma-
trix konvergiert:

A1 % * .. X

0 AQ *
e

: LTk

0 -+ v 0 M\,

!James H. Wilkinson, * 27. September 1919 in Strood, Kent; T 5. Oktober 1986 in London, war ein britischer
Mathematiker, der die numerische Mathematik vor allem durch Arbeiten zur Riickwartsanalyse von Rundungsfehlern
bereichert hat. 1970 wurde ihm der Turing-Preis verliehen.
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ii) Haben wir nun eine Matrix A € R™*" mit einem Paar konjugiert komplexer Eigenwerte,
also A\ry1 = A, fiireinr € {1,...,n — 1} und somit

A1l > (A2 > o> N = Mg >0 > A,

so konvergiert die Folge AK) gegen eine Matrix der Form

0
Ar—1 * * *
k k
lim A®) — 0 aly a1(”,r)+1 *
s . k k ’
- . 0 a7("+)1,r a7(~+)1,r+1 *
0 0 0 A2 . %
0 0 A

(k) (k)
wobei die Matrix [ “' rr+l | fiir k — oo im Allgemeinen divergiert, aber deren
Qr4+1r Qr41r+1

a

Eigenwerte konvergieren gegen A, und A\, = Ay 1.

Beweis von Satz 2.5.2. Wir zeigen zunichst induktiv, dass fiir £ € N gilt:

A¥=Q1...QyR:1... Ry .
—_—— N——
::Pk ::Uk

Fiir £ = 1 ist die Behauptung klar. Aus der Konstruktion der A) folgt wie im Beweis zu Lemma
2.5.1, dass

Qi1 Bi =AW = QF ... QTAQ:...Qr = PL AP,
gilt und somit auch der Induktionsschritt
IH
AR = AAF = APU, = P AWUL, = PoQpy1 Ris1Us, = PeyaUsy -

Da P, € R™*™ orthogonal ist und Uy, eine obere Dreiecksmatrix, konnen wir die QR-Zerlegung
A¥ = P,U;, von A* durch die QR-Zerlegung der AM ..., A®*) ausdriicken. Ferner ist A diago-
nalisierbar, da A symmetrisch ist, und daher folgt

AP = QTARQ  mit A = diag(\i,..., \).

Da man durch eine geeignete Permutation von A immer erreichen kann, dass () eine LR-Zerlegung
(Q = LR mit einer unipotenten unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R
besitzt, nehmen dies wir im Folgenden 0.B.d.A. an. Damit gilt

AR = QTA*Q = QTA*LR = QT (AFLAF)(A*R).

Fiir die unipotente untere Dreiecksmatrix (A*LA™F) gilt
A\
(AkLAik)ij = lz'j <l> ,
Aj
insbesondere verschwinden alle Nicht-Diagonalelemente fiir £ — oo, d.h.

(A*LA ") =T+ FE, mitE, -0 firk — co.
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Damit folgt mit einer QR-Zerlegung von I + Ej, = @kﬁk, dass
AY = QI+ Ex)A*R = (Q" Q1) (RiA™R) (2.17)

wobei alle Diagonaleintrige von Ek. positiv gewihlt seien, was diese Zerlegung eindeutig macht.
Aus lim FEj = 0 folgt
k—oo " .

lim Qr =1, lim Rpy=1.

k—oo k—oo
Wir haben in (2.17) eine weitere QR-Zerlegung von A* gefunden, daher gilt bis auf Vorzeichen
der Diagonale B B

Py =Q"Qy, Uy = RA"R.

Fiir den Grenziibergang £ — oo folgt dann schlieBlich

Qr=PL P =0 1QQ"Qr =0l Qr— I
Ry =UU Y = ReA*RRIA-F-VR-L — RyARY, — A

und
lim A% = Jim QuRp =TA=A.

k—o0

O]

Der QR-Algorithmus 2.5.1 in seiner Grundform ist sehr aufwendig. Pro Iterationsschritt
A®) — AC+D) pengtigt man bei vollbesetzten Matrizen O(n3) Operationen. Zudem besitzt das
Verfahren in dieser Form auch den Nachteil, den schon die inverse Iteration nach Wielandt auf-
wies: Sind einige Eigenwerte von A betragsméBig nur schlecht getrennt, d.h |\;/A;| ~ 1 fiir
j # k, so ist die Konvergenz des Verfahrens nur sehr langsam, vgl. Satz 2.5.2 iii).

Im Folgenden werden fiir beide Probleme Losungsansitze vorgestellt. Eine Moglichkeit, den Auf-
wand des Verfahrens zu verringern, besteht darin, die Matrix A auf einfachere Gestalt zu trans-
formieren und auf diese transformierte Matrix die QR-Iteration mit einem geringeren Aufwand
anzuwenden. Sogenannte Shift-Techniken oder Verschiebungen sorgen schlieBlich fiir eine Verbes-
serung des Konvergenzverhaltens des Verfahrens.

2.5.2 Transformation auf Hessenbergform

Um den Aufwand des Verfahrens zu reduzieren, wendet man den QR-Algorithmus 2.5.1 auf
(orthogonal-) dhnliche Matrizen an, bei denen die Aufwandsabschitzung der QR-Zerlegung von
O(n3) auf O(n?) Operationen verbessert werden kann. Wir betrachten dafiir zunzchst folgende
Klasse von Matrizen, mit denen wir im Folgenden arbeiten werden.

Definition 2.5.4 (Hessenbergmatrix) Eine Matrix H € K"*" heifit obere Hessenbergmatrix,
falls die Eintridge unterhalb der ersten Nebendiagonalen verschwinden, d.h. h;; = 0 fiir alle
t > j + 1. Obere Hessenbergmatrizen besitzen also die Gestalt

Eine obere Hessenbergmatrix H heiBt unreduziert, falls hj 1 ; # 0 fiiralle j = 1,...,n — 1 gilt.

Bemerkung 2.5.5 Ist H € R"*" eine symmetrische Matrix in Hessenbergform, so muss H eine
Tridiagonalmatrix sein.
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Eine gegebene Matrix A € R™*" kann durch Ahnlichkeitstransformation mit dem Aufwand von
O(n?) Operationen auf obere Hessenbergform transformiert werden. Dazu sind n — 2 Schritte
erforderlich, in denen auf die Matrix A jeweils eine Ahnlichkeitstransformation mit einer House-
holdermatrix ausgefiihrt wird. Bezeichnen Q; fiir j = 1,...,n — 2 diese Householdermatrizen, so
kann die gesamte Ahnlichkeitstransformation () als Produkt Q = Q1 - - - ,,_2 aufgefasst werden.

Wie in [Numerik I, Kapitel 5] beschrieben kann zu dem Vektor (a1, . . ., an1)! eine Househol-
dermatrix Q; € R(»~Dx(n-1) gefunden werden, sodass
a1 &
al:|-1"
Gan1 0
Sei nun

dann gilt
air a2 ail *
B x H *
Qlagi=| 0 = -1 o ;
0 * 0 *x .- x
Wihlt man nun fiir j = 2,...,n — 2 die Matrizen @); € R™*" analog zu ()1 folgendermafen

Qj
wobei I; € R7*J die j-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet und @JT e R(=)x(=J) eine
Householdermatrix zu den unteren n — j Eintrdgen der j-ten Spalte der Matrix

T QTAQ... Q1

ist, so entsteht durch sukzessive Ahnlichkeitstransformationen der Matrix A mit den Matrizen Qj,
j=1,...,n— 2 eine Matrix in oberer Hessenbergform

moQTAQ1...Qno=H= N

Beispiel 2.5.6 (Reduktion auf Hessenbergform) Exemplarisch sei hier das oben beschriebene
Schema fiir eine Matrix A € R>*> aufgefiihrt:

+++++ +4++++ + % ok ok %
A+t o [k kx| g [+ xxxx
A=|+++++ | — * ok k% — * % ok ok
+++++ * ok ok ok A
+ 4+ +++ * ok ok ok * sk ok ok
++4++ ok ox % +++++ + ok
o+ F++++) g [T EEE) @ [FFFFF) g [ R
— Rk + B +4+++ +4+xx | =H
* ok ok X %k ok * ok ok =+ % %
* kX SR * ok * %
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Bemerkungen 2.5.7 i) Der Aufwand des oben beschriebenen Verfahrens, eine Matrix
A € R™ " in obere Hessenbergform zu iiberfiihren, betrigt ungeféhr §n3 Operationen.
Hierbei wird angenommen, dass die Householder-Matrizen (); nicht explizit berechnet wer-
den, sondern nur implizit iiber den jeweiligen Householdervektor gegeben sind.

ii) Eine symmetrische Matrix A € R™*" wird mit obigem Algorithmus zu einer symmetri-
schen Tridiagonalmatrix transformiert, denn die Symmetrie bleibt erhalten.

Wir schliefen diesen Abschnitt mit einer Matlab-Realisierung der Transformation einer beliebigen
reellwertigen quadratischen Matrix auf obere Hessenbergform.

MATLAB-Funktion: HessRed.m

function [A] = HessRed(A)
% Reduction of the square matrix A to the upper
% Hessenberg form using Householder reflectors.
% Matrix A is overwritten with its upper Hessenberg form.
n = size(A,1l);
for k=1:n-2
[v,beta] = HouseholderVector(A(k+1l:n,k));
A(k+1l:n,k:n) = A(k+1l:n,k:n) - betaxvx(v’'*A(k+1l:n,k:n));
A(:,k+1l:n) = A(:,k+1l:n) - betax(A(:,k+1l:n)*v)*v’';
Q = eye(numel(k+l:n)) - betax(vxv');
end

MATLAB-Funktion: Householder Vector.m

function [v,beta] = HouseholderVector (x)
n = length(x);
if n>1
sigma = x(2:end)’xx(2:end);
if sigma==
beta = 0;
else
mu = sqrt(x(l) 2+sigma);
if x(1)<=0
tmp = x(1) - mu;
else
tmp = -sigma / (x(1l) + mu);
end

beta = 2xtmp~2/(sigma + tmp~2);
X(2:end) = x(2:end)/tmp;
end
v = [1;x(2:end)];
else
beta = 0;
v =1;
end
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2.5.3 Das QR-Verfahren fiir Matrizen in Hessenbergform

Nachdem im letzten Abschnitt eine Moglichkeit zur Reduktion einer Matrix A € R™" in obere
Hessenbergform gefunden worden ist, wird nun eine Variante der QR-Zerlegung fiir obere Hes-
senbergmatrizen vorgestellt, die nur einen Aufwand von O(n?) Operationen benétigt.

Um die Eigenwerte der Matrix A zu bestimmen, kann man dann zunichst die Transformation auf
Hessenbergform vornehmen und auf diese Matrix die hier beschriebene QR-Zerlegung ausfiihren.
Der Rechenaufwand wird mit diesem Vorgehen von O(n?) Operationen pro Iterationsschritt im
Basisverfahren der QR-Iteration 2.5.1 auf einmalig O(n?) fiir die Matrixreduktion sowie O(n?)
Operationen in jedem Iterationsschritt verringert.

Eine QR-Zerlegung einer Hessenbergmatrix H € R™*" lasst sich mittels n — 1 Givens-Rotationen
effektiv berechnen. Bezeichnet G; ; fiir i, j € {1,...,n} diejenige Givens-Matrix, die bei Multi-
plikation von G;f':j mit H von links bewirkt, dass der Eintrag h;; verschwindet, so ist

Glo1...G3 H=R

n,n—1"

eine obere Dreiecksmatrix. Beispielsweise erhalten wir fiir n = 5:

44+ ¥k % Kk +++++
++++4+ ) GL k ok ok ok ) G B
H = ++++ | = ++++ | = * ok ok
+++ +++ +++
++ ++ ++
+4++++ +++++
Iy [ ++++\ 6l [ ++++
— * ko — +4+4+ |1 =R.
* ok * ok
++ *

Eine QR-Zerlegung von H ist somit durch
H=QR mit Q= G271 - Gmn—l

gegeben. Betrachtet man nun die Matrix R(Q), so ist aufgrund der Struktur der Matrizen G41,
i =1,...,n—1,klar, dass diese Matrix wieder obere Hessenbergform hat.
Fiir den oben aufgefiihrten Fall n = 5 sieht dies wie folgt aus:

- +
+

* K X
* % %

-G3,2
R—

+++ * x4+
F+44) G [ xxH+
e ++
- -

-+
o+

+4+++
o+

‘G5,4

++
e
e+t

* X X X X%
* X ¥ X X

=HW.

* X X X
* X X K
++++

Aufgrund der Eigenschaft, dass fiir die oben genannte QR-Zerlegung von H die Matrix R() wie-
derum in oberer Hessenbergform ist, ldsst sich die QR-Iteration 2.5.1 fiir Hessenbergmatrizen
folgendermalen formulieren.
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Algorithmus 2.5.2: QR-Iteration fiir obere Hessenbergmatrizen

Input: H € R™*" obere Hessenbergmatrix
Setze HO =H.

for £=1,2,...

HED = Qi Ry % Bestimme QR-Zerlegung mit n —1 Givens-Rotationen
H® = RiQx % wieder in Hessenbergform

end

Bemerkungen 2.5.8 i) Man kann die Matrix H®) aus H*~1) auch direkt berechnen, indem
man die einzelnen Matrixmultiplikationen gemif der durch die folgende Klammerung an-
gedeutete Reihenfolge durchfiihrt

HO = (G (G (G5 HY )G ) ) Gaa ) G (2.18)

Der Aufwand, auf diese Weise aus der Hessenbergmatrix H*~1) die Hessenbergmatrix
H®*) zu berechnen, liegt bei O (n?) Operationen.

ii) Im symmetrischen Fall, d.h. H*~1) st eine symmetrische Tridiagonalmatrix, benétigt man

fiir den QR-Schritt H*~Y — H®*) sogar nur O(n) Operationen.

(k

Aufgabe 2.5.9 Man zeige, dass die Berechnung der Matrix H*) in (2.18) einen Aufwand von

O(n?) Operationen erfordert.

Eine Matlab-Realisierung der QR-Iteration fiir Matrizen in Hessenbergform ist nachfolgend dar-
gestellt.

MATLAB-Funktion: qrMethod _hess.m

% OR Method for Hessenberg Matrices with Givens Rotations
function [H,Q,R] = grMethod hess(A,maxit)

n = max(size(A));
H = hess(A);

for iter = 1l:maxit
[Q,R,c,s] = qrGivens(H);
H = R;

for k = 1:n-1
H = gaCol(H,c(k),s(k),1,k+1,k,k+1);
end
end

Numerik III, 21. Januar 2013



Kapitel 2: Eigenwertprobleme

% Determine QR-Factorization with Givens rotations
function [Q,R,c,s] = grGivens(H)

n = size(H,2);

¢ = zeros(n-1,1);
s = zeros(n-1,1);
for k = 1:n-1
[c(k),s(k)] = givCos(H(k, k), H(k+1,k));
H = gaRow(H,c(k),s(k),k,k+1,k,n);

R = H;

Q = prodGiv(c,s,n);

% Calculate product of Givens-Rotation-Matrices
function Q = prodGiv(c,s,n)

nl = n-1; n2 = n-2;

Q = eye(n);

gwrite last matrix

Q(nl,nl) = c(nl); Q(n, n) = c(nl);
Q(nl,n ) = s(nl); O(n,nl) = -s(nl);

for k = n2:-1:1
o(k ,k) = c(k);
Q(k+1l,k) = -s(k);
g = Q(k+1l, (k+1):n);
Q(k ,(k+1l):n) = s(k)=*q;
Q(k+1l, (k+1):n) = c(k)=xq;
end

% Calculate c and s for one rotation

function [c,s] = givCos(xi,xk)
if xk==
c = 1; s=0;
else
if abs(xk)>abs(xi)
t = -xi/xk;
s = 1/sqrt(1+t”2);
c = sx*xt;
else
t = -xk/xi;
c = 1/sqrt(1l+t"2);
s = Ccxt;
end
end

%Calculate Q’'xA whereQ is one rotation
function M = gaRow(M,c,s,i,k,jl,j2)

for j = jl:j2
tl = M(i,3);
t2 = M(k,J);
M(i,J) = cxtl - s*t2;
M(k,J) = s*xtl + c*t2;
end
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%Calculate AxQ where Q is one rotation
function M = gaCol(M,c,s,jl,j2,1i,k)

for j = jl:j2
tl = M(j,i);
t2 = M(3,k);
M(j,1) = cxtl - s*t2;
M(j,k) = sxtl + c*t2;
end

MATLAB-Beispiel: QR-Iteration fiir Hessenbergmatrix

Man bestimme die Eigenwerte der >> grMethod_hess(H,5)

Hessenbergmatrix ans =
8.3275 2.0109 5.5293
5 2 1 -0.2073 3.6750 -3.8067
H=1[2 3 1 0 0.0019 0.9974
08 5 >> grMethod hess(H,10)
ans =
mittels QR-Iteration. 8.2380 2.2182 >-6918
-0.0040 3.7620 -3.5588
0 0.0000 1.0000
>> grMethod hess(H,15)
ans =

8.2361 2.2221 5.6949
-0.0001 3.7639 -3.5538
0 0.0000 1.0000

2.54 Das QR-Verfahren mit einfachem expliziten Shift

Analog zur Potenzmethode ist die Konvergenz der QR-Iteration abhéngig von der Lage der Eigen-
werte. Sind diese betragsmafig schlecht voneinander getrennt, kann die Konvergenzgeschwindig-
keit des Verfahrens sehr langsam sein, vgl. Satz 2.5.2. Wie bei der inversen Iteration nach Wielandt
kann man mit Hilfe von Shiftparametern versuchen, das Spektrum der Matrix, deren Eigenwerte
berechnet werden sollen, so zu verdndern, dass die Konvergenz beschleunigt wird. Dies ist die
Idee des QR-Verfahrens mit explizitem Shift.

Wir setzen im Folgenden stets voraus, dass eine Matrix H € R™*" in oberer Hessenbergform vor-
liegt. Andernfalls kann die Matrix wie in Abschnitt 2.5.2 beschrieben auf diese Gestalt gebracht
werden. AuBlerdem konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Hessenbergmatrix H unreduziert ist.
Ist sie dies nicht, so hat H die Form

0 Hy n—p
b n—p

— <H11 H12> D

wobei 1 < p < n und das Problem zerfillt in zwei kleinere Probleme, nédmlich in die Bestimmung
der Eigenwerte von Hi; und Hop. Im Fall p = n — 1 oder p = n — 2 wird héaufig auch von
Deflation gesprochen.

Gegeben ein Shiftparameter pu;, € R, wendet man bei QR-Verfahren mit einfachem expliziten
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Shift im k-ten Schritt die QR-Zerlegung nicht auf H*~1) an, sondern auf
HE-D — g1 _ 7
wobei py so gewihlt wird, dass
A= el = (A2 = el == [Ann = ] > [ An — g

nach eventueller Umnummerierung der Eigenwerte Ay, ..., A, von H*~1 gilt. Es ergibt sich so
der folgende Algorithmus.

Algorithmus 2.5.3: QR-Iteration mit einfachem expliziten Shift

Input: H € R™" obere Hessenbergmatrix,
(pi)ren Folge von Shiftparametern

Setze HO = H.
for k=1,2,...

HG*=D wil = QR % Bestimme QR-Zerlegung (2.19)
H® = RyQy, + !

end

Lemma 2.5.10 Fiir die Folge (H™®)).cry aus Algorithmus 2.5.3 gilt:
i) H%) ist orthogonal dhnlich zu H fiir alle k € N, genauer gilt
HW = QfH* V@, = PIHP,,
mit P := (Q1Qs ... Q.
ii) Fiir k € N gilt auflerdem
(H—pgl)-...-(H=—mIl)=Q1-...- QR -...- Ry.
iii) Falls dariiberhinaus Ry, nichtsinguldr ist, gilt auch
H® = ReH* YR = U HU, Y,
mit Uy == R Ri._1...R1.

Beweis. Die Aussagen ergeben sich sofort aus Algorithmus 2.5.3 und seien daher dem Leser als
Ubung iiberlassen. O

Aufgabe 2.5.11 Man beweise Lemma 2.5.10.

Wir wissen bereits aus dem vorherigen Abschnitt, dass H*) wiederum eine Matrix in oberer Hes-
senbergform ist, sofern A (k=1) diese Form besitzt. Man kann diese Aussage fiir die QR-Iteration
mit explizitem Shift aber noch erweitern.
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Satz 2.5.12 Sei H*~1) € R"*" eine unreduzierte obere Hessenbergmatrix. H\®) ist genau dann
wieder eine unreduzierte Hessenbergmatrix, wenn der Shiftparameter i kein Eigenwert von
H®=Y) ist. Andernfalls besitzt H*®) die Form

H(k):<f[(k) *>
0 )’

wobei H®) € R=Dx("=1) oine ynreduzierte Hessenbergmatrix ist.

Beweis. Aus (2.19) folgt
Ry = Qp(H* ™D — 1), (2.20)

Falls 1, kein Eigenwert von H ¥~ ist, muss R}, regulir sein und es folgt aus
H® = RV R1,
fiir die Eintrige von H*)  dass

()

W =l HWey =l R HE VR ey =) pD 071 g,

J+Lg+1"54+1,5 \ g5

Also zerfillt auch H*) nicht.

Sei nun p, ein Eigenwert von H . Dann ist Ry, singuldr. Da H eine unzerlegbare Hessen-
bergmatrix ist, sind die ersten 7 — 1 Spalten von H*~1) — ;;; T linear unabhingig. Wegen (2.20)
sind auch die ersten n — 1 Spalten von Ry linear unabhingig. Aufgrund der Singularitit von Ry,
muss die letzte Zeile von R verschwinden, also Ry die Gestalt

(R
(0 0)

besitzen mit einer regulidren oberen Dreiecksmatrix Ry, € R(v=1)x(n=1) Wegen

(k—1) (k—1)

_ R
a* 1)_Mk[:QkRk:Qk<0k ;)

und aufgrund der Tatsache, dass H (k—1) unzerlegbar ist, ist auch @) eine unzerlegbare Hessen-
bergmatrix. Daher besitzt H (k) folgende Struktur

k) _ _ R, * _ ok
H RQp + pd (0 O>Qk+uk1 (0 s

mit einer unzerlegbaren Hessenbergmatrix H®, O

Wenden wir uns nun der Wahl der Shiftparameter zu. Nach den obigen Uberlegungen soll-
te man als Shiftparameter moglichst gute Naherungswerte fiir einen Eigenwert von H wihlen.
Gemal Satz 2.5.2 gilt: Existiert nur ein betragsmiafig kleinster Eigenwert \,, von H, so gilt unter
bestimmten Voraussetzungen im QR-Verfahren kh_)n;o h,(ﬁl) = \,. Das Element h,(ﬁl) wird also in

diesem Fall fiir geniigend groBes k eine gute Naherung an \,, sein. Es empfiehlt sich daher

o = DY

zu setzen, sobald die Konvergenz der Elemente hgffl) fortgeschritten ist. Ein moglicher Indikator

dafiir ist z.B., dass

fiir ein kleines 7 gilt. Hierbei liefert bereits die Wahl n = 1/3 gute Ergebnisse.
Sofern die Eintrige hg?lfl gegen Null konvergieren, geschieht dies mit quadratischer Konver-

genzrate. Um dies zu sehen, betrachten wir ein Beispiel.
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Beispiel 2.5.13 Nehmen wir an, H ist eine unreduzierte obere Hessenbergmatrix der Form

+ o+ o+ + +
+ + + + +
H=|0 + + + +
00 + + +
0 0 0 € ha

und wir fiithren einen Schritt der QR-Iteration mit einfachem expliziten Shift aus:

QR = H — hp,I
H = RQ + hp,I .

Nach n — 2 Schritten in der Reduktion von H — h,,,, I auf obere Dreiecksform, erhilt man eine
Matrix mit der folgenden Struktur:

=

Il
oo o o+
o o o+ +
oo+ + +
a8+ + +
o o+ + +

Man kann zeigen, dass der (n,n — 1)-te Eintrag von H = RQ + hy,,, I durch
€2b
€2 + a?

gegeben ist. Nimmt man an, dass € < a, so gilt Bnm_l = O(€?),d.h. der Algorithmus konvergiert
quadratisch.

2.5.5 Das QR-Verfahren mit doppeltem expliziten Shift

Leider ist der Algorithmus 2.5.3 in einigen Fallen nicht zielfithrend. Probleme konnen auftreten,
wenn in einer Iteration die Eigenwerte a; und as von

Pom  hmn o
G‘(hnm hnn> m=n-1

komplexwertig sind, da dann h,,,, meistens eine schlechte Approximation fiir einen Eigenwert ist.
Um dieses Problem zu umgehen, kann meine zwei einfache Shifts mit a; und a als Shiftparameter
ausfiihren.

H—-—ul=UR,

Hy = RU + a1
Hy — aol = UsRy

Hs = RoUs + asl

Diese Vorgehensweise wiirde allerdings komplexwertige Arithmetik erfordern (a; und ay sind
komplexwertig!) und ist daher noch nicht zufriedenstellend. Man kann aber analog zu Lemma
2.5.10 zeigen, dass

(U1U3)(RaR1) = (H — a1 I)(H —agl) == M (2.21)

gilt. Schaut man sich die Matrix M ndher an

M = H? — (ay + a2)H + ayaql ,
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so stellt man fest, dass sie reellwertig ist, sofern H nur reelle Eintrige besitzt, denn

a1 + a2 = hym + hpn = trace(G) € R (2.22)
a1a2 = hpmbhnn — Rnhnm = det(G) € R. (2.23)

Daher ist (2.21) eine QR-Zerlegung einer reellwertigen Matrix und man kann die unitiren Matri-
zen Uy und Us so wihlen, dass Z := U U, eine reellwertige orthogonale Matrix ist. Dann ist

Hy = U H\Uy = UL(UEHU) U, = (D) H(ULU) = 2T HZ

ebenfalls reell.
Aufgrund von Rundungsfehlern ist es aber in der Regel nicht moglich von der komplexwertigen
Arithmetik zur reellwertigen zuriickzukehren. Um dies zu gewihrleisten, konnte man

1. die reellwertige Matrix M = H? — (a1 + a2)H + ajaol explizit berechnen,
2. die reelle QR-Zerlegung M = Z R berechnen und
3. Hy = ZTHZ setzen.

Da allerdings der erste dieser Schritte O(n?) Rechenoperationen erfordern wiirde, ist dieses Vorge-
hen zu aufwendig. Eine Losung dieses Problems stellt das QR-Verfahren mit doppeltem impliziten
Shift dar.

2.5.6 Das QR-Verfahren mit doppeltem impliziten Shift

Den Schliissel zur Reduktion des Aufwandes von O(n?) auf O(n?) Rechenoperationen liefert der
folgende Satz, das sog. implizite Q-Theorem.

Satz 2.5.14 (Implizites Q-Theorem, [Golub/Loan]) Q = [q1,...,q,| und V = [v1,. .., v,] sei-
en orthogonale Matrizen mit der Eigenschaft, dass fiir eine Matrix A € R™ "™ sowohl QT AQ = H
als auch VT AV = G in oberer Hessenbergform sind. Sei k der kleinste Index, fiir den his1 =0
gilt, wobei wir definieren, dass k = n gilt, wenn H unreduziert ist.

Sofern qi = vy gilt, dann ist ¢ = +v; fir i = 2,...,k und |hj11 ;| = |gj1,4] fiir
j=1,...,k—=1.Istk <mn,so gilt gyy1 = 0.

Beweis. Wir definieren die orthogonale Matrix W = [wy, ..., w,] via W = V1@ und bemerken,
dass GW = W H gilt. Daher erhalten wir fiiri = 2,...,k

i1
hii—1w; = Gwi—1 — Z hji—1w; .
i=1

Die erste Spalte von W ist gleich dem ersten kanonischen Einheitsvektor, w; = e;, und so folgt
aus der letzten Gleichung, dass [wy, ..., wy] obere Dreiecksform hat. Daher ist w; = =e; fiir
i=2,...,k.Daw; = V7Tq;und hii—1 = wZTGwi,l gilt, erhalten wir schlieBlich, dass v; = +g¢;
und ‘hi,i—l‘ = ‘gm‘_ll firi=2,...,k.

Ist hy1.x = 0, dann ergibt sich

sl = lexaGerl = leks 1 GWer| = (ef W) (Her)|

k k
= letsr ) haWe| =) hikeliieil = 0.
=1 =1
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Bemerkung 2.5.15 Man kann die Aussage des Satzes 2.5.14 auch auf den Fall unitirer Matrizen
(@ und V erweitern. Hierzu sei auf [Stoer, Satz 6.6.5.1] verwiesen.

Wir sind nun in der Lage, den Ubergang von H zu H, aus obigem Abschnitt 2.5.5 mit einem Auf-
wand von O(n?) Rechenoperationen zu bewerkstelligen, indem wir folgendermaBen vorgehen:

1. berechne Mey, also die erste Spalte von M,

2. bestimme eine Householdermatrix Py, sodass Py(Me;) ein Vielfaches von ey ist,

3. bestimme weitere Householdermatrizen P,..., P, o, sodass
Z1 = PyP, ... P,_o die Matrix Zf H Z; in oberer Hessenbergform ist und die erste Spalte
von Zp mit derjenigen von Z iibereinstimmt.

das Produkt

Unter diesen Umstinden kann man mit dem impliziten Q-Theorem schlieBen, dass Z7 H Z und
ZT HZ, bis auf Vorzeichen iibereinstimmen, sofern sie beide unreduzierte Hessenbergmatrizen
sind. Sind sie dies nicht, so zerfallt das Problem wie zu Beginn von Abschnitt 2.5.4 beschrieben
in kleinere Probleme in unreduzierter Hessenberggestalt.
Die erste Spalte von M kann man leicht berechnen:

my:=Mey = (H —arI)(H — azl)ey =

wobei nach Einsetzen von (2.22) und (2.23)

x = h3; + hiohor — hi1(hn—1n-1 + han) + Po—1n—1hnn —

h11 — ai h12 e
ha1 hao — a1 has
h32 h3z — ay

(h11 — a1)(h11 — a2) + highoy
ho1(hi1 — a2) + hai(haa — a1)
ha2ho1
0

y = hoi(h11 + hog — hp—1n—1 — hun)

2z = hathsa.

on e 8y

hn—l,nhn,n—l

hi1 — as
ha1

Man bestimmt nun eine (reelle) Householdermatrix Fy, sodass der Vektor mq in ein Vielfaches
des ersten kanonischen Basisvektors e; transformiert wird:

Phmi = Fy

Py besitzt wegen

T
Y
z
0

=riie1, r11 € R.

M = PIPyM = PZM = Py[riie1, , . .., %]

bis auf einen Faktor £1 die gleiche erste Spalte wie Z.
Da eine Ahnlichkeitstransformation mit Py nur eine Anderungen in den ersten drei Zeilen und
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Spalten bewirkt, ergibt sich fiir die Matrix P(;‘F H P, folgende Form (hier n = 6)

EEEIEEIEE * % ok + 4+ 4
Kk Kk ok kX * % %+ + +
T ] Rk ok ok ok ok ] xx k444
FHR = p | Po= [ swst o+
+++ +++
++ ++
Nun besteht die Aufgabe der Householdermatrizen P, ..., P,_o darin, die Hessenbergform der
Matrix wiederherzustellen.
++++++ ++++++ ++++++
++++++ - ++++++ T ++++++
* ++++4 | Fioh +4++++ | Pl +4++++
* ok + 4+ + * ++ 4+ + ++++
+++ * k% + 4+ * ++ +
++ ++ * ok + 4
I TEEEEE
P{oPs | 4444 | PP | 44444
— ++++ T ++++
+++ +++
* ++ ++
Hierbei haben die Householdermatrizen die Gestalt P = diag(Iy, Py, I_1_3) fir
k = 1,...,n — 3, wobei P, eine 3 x 3-Householdermatrix ist. Fir £ = n — 2 ist

P, o = diag(I,,_2, P,,_2) mit einer 2 x 2-Householdermatrix P, ».

H—P'HP - PI'PIHPP, — ... - PL,...PIPYHP\P,--- P, » = K

K ist wiederum in Hessenbergform. Da die erste Spalte von Py und von Fy - ... - P,_» liberein-
stimmen, d.h.
Pg et Pn,281 = P0€1 s

und da Py und Z die gleiche erste Spalte haben, gilt nach dem impliziten Q-Theorem bis auf
Vorzeichen Hy = K.

Damit haben wir also eine Moglichkeit gefunden, Ho aus H mit einem Aufwand von insgesamt
O(n?) Rechenoperationen zu erhalten (n — 1 Householdertransformationen, die jeweils einen
Aufwand von O(n) erfordern).

Diese implizite Bestimmung von H» aus [ wurde zuerst von Francis im Jahr 1961 erwihnt und
wird daher auch oft Francis-QR-Step genannt.

Algorithmus 2.5.4: Francis-QR-Step

Gegeben sei eine unreduzierte obere Hessenbergmatrix H € R"*",
. hn— n— hn— n . . .
deren Untermatrix ( b L_J . ) die Eigenwerte a; und ao besitzt.

Dann i{iberschreibt dieser Algorithmus H mit ZTHZ, wobei
Z =P;---P, o ein Produkt von Householdermatrizen und
ZT(H — a1I)(H — azl) eine obere Dreiecksmatrix ist.

m=mn-—1

% Berechne die erste Spalte von(H —ail)(H — axl)
s = H(m,m)+ H(n,n)

t = H(m,m)H(n,n) — H(m,n)H (n,m)
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w=H(1,1)H(1,1)+ H(1,2)H(2,1) — sH(1,1) +t
y=H(2,1)(H(1,1)+ H(2,2) — s)
z=H(2,1)H(3,2)
for k=0:n—-3
P = house([zy z]1)
g = max{1, k}
Hk+1:k+3,g:n)=PHk+1:k+3,9:n)
r =min{k +4,n}
H1l:rk+1:k4+3)=H(l:rk+1:k+3)P
r=Hk+2k+1)
if k<n-3
z=H(k+4,k+1)
end
end
P = house([zy]")
Hn—-1:nn—2:n)=PHMn—-1:n,n—2:n)
H(l:nn—-1:n)=H(:n,n—1:n)P

Bemerkung 2.5.16 Der Algorithmus 2.5.4 benotigt 10n? Rechenoperationen. Soll die orthogona-
le Matrix Z zusiitzlich konkret berechnet und abgespeichert werden, so sind hierfiir weitere 10n?
Rechenoperationen notwendig.

2.5.7 Das gesamte QR-Verfahren

Fiir eine nichtsymmetrische Matrix A € R"*"™ besteht die Standardmethode zur Losung des Ei-
genwertproblems darin, A wie in 2.5.2 beschrieben auf obere Hessenbergform zu transformieren
und dann den Algorithmus 2.5.4 iterativ anzuwenden, um die reelle Schurform der Matrix A zu
bestimmen. Wihrend der Iteration miissen die Elemente unterhalb der Diagonalen beobachtet wer-
den, um eine mogliche Deflation auszumachen.

Der gesamte Prozess zur Bestimmung der Eigenwerte von A ist in dem folgenden Algorithmus
umrissen.

Bemerkung 2.5.17 Der folgende Algorithmus benétigt 25n° Rechenoperationen, wenn Q und T
berechnet werden. Sollen nur die Eigenwerte berechnet werden, dann sind 10n3 Rechenoperatio-
nen notwendig.

Numerik III, 21. Januar 2013



Abschnitt 2.5: QR-Verfahren

43

Algorithmus 2.5.5: Gesamter QR-Algorithmus

Fiir eine Matrix A € R"" und einen Toleranzwert e¢ > (0 berechnet
dieser Algorithmus die reelle Schurform QTAQ = T. A wird mit
der Hessenbergmatrix H iberschrieben. Wenn () und 7T bestimmt
werden sollen, dann wird 7T in H gespeichert. Werden nur die
Eigenwerte benotigt, dann werden die Diagonalblocke von 7' in

den entsprechenden Positionen von H abgespeichert.

1. Reduziere A mittels n — 2 Householder-Transformationen auf
obere Hessenbergform H;

2. while g<n
Setze alle Elemente in der ersten unteren Nebendiagonalen
hi+1,i = O, die

\hiv1a] < €(|hi| + [hit1ia]) i=1,...,n—1

erfiillen.
Finde groBtes ¢ >0 und kleinstes p >0, sodass

H11 H12 H13 p
H= Hoo Hos n—p-—gq
Hss q

wobei

e Hii: obere Hessenbergmatrix
e Hy: unreduzierte obere Hessenbergmatrix und

e Hi3: obere Quasi-Dreiecksmatrix (d.h. eine
Dreicksmatrix, die auch 2 x 2-Blocke auf der Diagonalen
enthalten darf)

sind.
if g<n
Wende einen Francis QR-Schritt auf Hy an:

Hoy = Z" Hos Z

if @ soll bestimmt werden

Q = Qdiag(l,, Z,1,)
Hip = Hi2Z

Hoy = ZT Ho
end

end
end
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2.6 VERFAHREN FUR SYMMETRISCHE MATRIZEN

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der Eigenwertbestimmung von symmetrischen Ma-
trizen A € R™*"™. Hierbei wird zunichst der Fall symmetrischer Tridiagonalmatrizen untersucht,
da mit dem Algorithmus aus Abschnitt 2.5.2 jede symmetrische Matrix auf diese Gestalt transfor-
miert werden kann.

AnschlieBend wird das Lanczos-Verfahren zur Bestimmung der extremalen Eigenwerte symme-
trischer Matrizen vorgestellt, das sich besonders fiir schwachbesetzte Matrizen eignet.

2.6.1 Methoden fiir symmetrische Tridiagonalmatrizen

Im Folgenden werden wir spezielle Verfahren fiir symmetrische Tridiagonalmatrizen vorstellen.
Dies sind Matrizen 7' € R™*" der Gestalt

o1 /81 . 0
fr oz :
T = ... .v‘ .-. p— TT
: e Be
0 - 5n71 Qp

mit oy, 3; € Rfiri € {1,...,n}und j € {1,...,n — 1}. Es seien 7} fir r = 1,...,n die
Hauptuntermatrizen und p, (x) := det(7; — =I) das charaterische Polynom zu 7.,

a1 — T ,61 0
pla)=det| B — () s (g prae)  (r=2,...m),
B Br—l

0 ﬁrfl Qr — T

wobei po(x) = 1 gesetzt wird. Die Auswertung von p,,(x) fiir ein z € R erfordert daher nur O(n)
Rechenoperationen und die Nullstellen des charakteristischen Polynoms konnen beispielsweise
mit dem Bisektionsverfahren bestimmt werden.

Algorithmus 2.6.1: Bisektion zur Bestimmung von Eigenwerten

Input: y,z€R mit y <z, sodass p,(y)pn(z) <0, €>0.

while |y —z| > e(Jyl+[2])
z=(y+2)/2
if pu(z)pa(y) <0
z=x
else

y=x

end
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In jedem Schritt wird der Fehler in etwa halbiert und daher konvergiert dieser Algorithmus linear
gegen einen Eigenwert von 7.

Leider liefert dieser Algorithmus aber nur einen Eigenwert und es ist a priori nicht klar, welcher
Eigenwert dies ist. Manchmal ist es aber notwendig, den k-ten grofiten Eigenwert der Matrix T zu
bestimmen. Hierfiir stellt das Bisektionsverfahren eine effiziente Losung dar, wenn man folgende
Eigenschaft der Matrix 7' beachtet.

Satz 2.6.1 (Sturmsche Ketten) Es sei T' € R"*" eine symmetrische tridiagonale Matrix mit Ne-
bendiagonaleintriigen b; # 0, j = 1,...,n — 1. Dann trennen die Eigenwerte von T'._ strikt die
Eigenwerte von T, d.h.

)\r(TT) < Ar—l(Tr—l) < )\r—l(Tr) <. < )\Q(Tr) < )\1(T7«_1) < )\1(TT).
Bezeichnet a(\) die Anzahl an Vorzeichenwechsel in der Folge

{po(N),p1(A)s -, (M)},

dann ist a(\) gleich der Anzahl an Eigenwerten von T, die kleiner sind als \. Hierbei legen wir
fest, dass p,(\) ein anderes Vorzeichen als p._1(\) hat, falls p,(\) = 0 gilt.

Beweis. Siehe [Golub/Loan, Theorem 8.5.1]. ]

Bemerkung 2.6.2 Die erste Aussage von Satz 2.6.1 bleibt in dhnlicher Form fiir allgemeine sym-
metrische Matrizen giiltig: Ist A € R™*"™ symmetrisch und beschreibt A, die r xr obere Teilmatrix
von A, dann gilt fiirr =1,...,n—1

>\r+1(Ar+1) < )\T(A’I’) < )\T(AT+1) <...< )\Q(Ar-‘rl) < A1 (Ar) < >\1 (Ar—i-l)-

Beispiel 2.6.3 (Sturmsche Kette) Die Matrix

besitzt das Spektrum o (T') ~ {0.254,1.82, 3.18,4.74}. Die Folge

{p0(2)7p1(2)7]72(2)7]73(2)7]74(2)} = {17 -1,-1,0, 1}

bestitigt, dass T zwei Eigenwerte besitzt, die kleiner sind als A = 2.

Wollen wir nun A\g(7), den k-ten groBten Eigenwert von 7', bestimmen, so liefert zunichst das
erste Gerschgorin Theorem, dass A\;(T") € [y, z], wobei

y = min {a; — 3| — |Bi-1]}

1<i<n
z = 1121%}%{% + 1Bl + |Bi-1l}

und By = B, = 0. Mit diesen Startwerten liefert der folgende Algorithmus eine Approximation
zum Eigenwert A\ (7).
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Algorithmus 2.6.2: Sturmsche Ketten

Input: y,z € R mit y <z, sodass M\(T) € [y,2], €¢>0.

while |y —z| > e(|y| + |2|)
= (y+2)/2
if a(z)>n—k
z=x
else
y==x
end

end

Bemerkung 2.6.4 Ist die Matrix A € R"*™ symmetrisch, aber nicht tridiagonal, kann sie wie in
Abschnitt 2.5.2 beschrieben durch orthogonale Ahnlichkeitstransformationen auf Tridiagonalge-
stalt gebracht werden. Auf diese Tridiagonalmatrix kobnnen wir dann das Verfahren der Sturmschen
Ketten anwenden.

2.6.2 Das Lanczos-Verfahren

Sei A € R™*™ eine symmetrische, schwach besetzte Matrix, deren Eigenwerte in der Form
)\1 2)\2 2 -'-2)\n—1 2)\”

geordnet sind. Wenn n sehr grof ist, kann das Lanczos-Verfahren angewandt werden, um die
extremalen Eigenwerte A1 und A, effektiv zu bestimmen. Hierbei wird eine Folge von , kleineren”
Tridiagonalmatrizen T}, € R¥*¥ (1 < k < n) erzeugt, deren extremalen Eigenwerte schnell gegen
die extremalen Eigenwerte von A konvergieren.

Die Idee des Verfahrens besteht darin, die Bestimmung der Eigenwerte Ay und \,, von A als ein
Optimierungsproblem aufzufassen. Der Rayleigh-Quotient von A

soll maximiert bzw. minimiert werden, da dieser fiir symmetrische Matrizen die Werte im Intervall
[An, A1] annimmt; es gilt

Al = Amax(A) = max r(z) = max r(x)

R" =
mme;éo H.’L’”Q 1

An = Amin(4) = min r(z) = min r(z).
z€R® lz]l2=1
#£0
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Nehmen wir an, dass {q1,...,¢,} C R™ eine Menge orthonormaler Vektoren ist und definieren
die Skalare
y"(QT AQy)y
M; = «(QTA = max —_ A (2.24)
j = Ama (Q Q]) 20 yTy ”y”2 1 (Qﬂ/) A1(4)
y"(QF AQ;)y
m; = \ TA = m1n _ A), (2.25)
J mm(Q QJ) oty yTy ||3/H2 ) (ny) An(A)
wobei QQ; = [q1, ..., q;] ist, so bestimmt der Lanczos Algorithmus die Vektoren g; so, dass M
und m,; immer bessere Approximationen an A\; bzw. A, sind.
Es sei u; € span{q,...,q;} so,dass M; = r(uj). Da r(z) am meisten in Richtung des Gradi-
enten
Vr(z) = :z:T (Az —r(z)x)

wichst, ist M1 > M gesichert, wenn ¢;41 so bestimmt wird, dass

Vr(u;) € span{qi, ..., qjr1}

gilt. Falls v; € span{qi, ..., q;} die Gleichung r(v;) = m; erfiillt, fordert man analog von ¢; 1

VT(Uj) € Span{qlv s 7qj+1}7

da r(x) am schnellsten in Richtung —Vr(z) féllt. Auch wenn es auf den ersten Blick als
schwierig erscheint, g; 1 auf diese Weise zu bestimmen, kann man die Tatsache ausnutzen, dass
Vr(x) € span{z, Az} und daher

Span{qla ey QJ} = Span{Qh AQh cee 7Aj71Q1} == IC](Aa ql)

gilt, wobei /C;(A, g1) den j-ten Krylov-Unterraum von A bzgl. ¢; bezeichnet. Die Krylovraume
sind fiir eine Matrix A € R™*" und einen Vektor ¢q; € R" folgendermaf3en definiert

’CJ(Aa ql) = Span{QlaAq17"'7Aj_1ql}7 J Z 1
ICO(Av Q1) = {O}

Mit m < n sei der groBte Index ¢ bezeichnet, fiir den dim(/C;(A, ¢1)) = ¢ gilt, also die Vektoren
q1, Aqi, ..., A" 1q; noch linear unabhingig sind. Der Vektor A™q; ist dann linear abhzingig von
a1, Aqy, ..., A" gy

Fiir das Lanczos-Verfahren wird nun eine spezielle orthonormale Basis q1, . . . , ¢, von KCp (A, q1)
benotigt. Gemal obiger Motivation werden die Vektoren ¢, . . . , ¢, dazu so definiert, dass fiir alle
Jj €{1,...,m} die Vektoren ¢, . . ., g; gerade eine Orthonormalbasis von KC;(A, ¢1) bilden.

Kommen wir nun zu der Konstruktion einer solchen Orthonormalbasis. Dafiir schauen wir uns
zunichst die Krylovmatrix

K(A,q1,n) = [q1, Aq1, Aqu, ..., A" L]

an. Angenommen, wir konnten eine orthonormale Matrix ) € R™*™ mit der ersten Spalte ¢; und
mit der Eigenschaft, dass QTAQ =T tridiagonal ist, finden, so gelte

K(A7 q1, n) = Q [617T617T2617 v 7Tn7161]

und wir hitten eine QR-Zerlegung der Krylovmatrix K (A, g1, n). Der Aufspann der ersten j Spal-
ten der Matrix () wiirde mit dem der ersten j Spalten von K (A, ¢, n) tibereinstimmen.
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Daher konnen wir die Bestimmung der Vektoren {qi, . .., ¢n, } durch Tridiagonalisierung der Ma-
trix A mit einer orthogonalen Matrix () erreichen, deren erste Spalte ¢; ist.
Wir versuchen die Vektoren ¢z, . .., g, direkt zu berechnen. Sei dazu ¢ # 0 mit ||¢|[2 = 1 und

setze ¢q; := q. Fiir die Bestimmung einer Matrix Q = [q1, - . . , k] mit Q%AQk =T},

ar B 0
Tk = ﬁl ' )
e Brot
0 Br—1

liefert ein Vergleich der Spalten in AQ, = QT
Agj = Bj1qj—1 + ajq; + Bigir1, 1<j<k—1, [ogo:=0.
Die Orthonormalitit der Vektoren g; liefert
a; = gq] Ag

und falls

rj = (A= ajl)g; = Bi-1qj-1 # 0

gilt, setzen wir ¢j1 = r;/3; mit §; = %||r;|2. Falls 8, = ||r |2 = 0 gilt, bricht das Verfahren
ab, es gilt dann

m = max dim(K;(4, q)).
J

Hat man mit diesem Algorithmus die Vektoren qi,...,q; (K < m < n) gefunden (und somit
auch die Matrizen Qy = [q1, ..., qx] und T}, = QgAQk), so kann man folgende Abschétzung der
extremalen Eigenwerte vornehmen: Mit 7}, = QZAQ;C und den Gleichungen (2.24)—(2.25) ergibt
sich

My, = )\max(Tk) = )\max(QgAQk) < )‘maX(A)
mg = )\mln(Tk) = )\mln(QgAQk) > )\mln(A)

Bei der Wahl der Vektoren g, und der Matrizen T}, gemil} obigem Algorithmus gilt My 1 > M
und my1 < my. Insgesamt konvergiert

My — Amax(A) und
mg — )\min(A>-

Fiir die Abschitzung werden die Eigenwerte A\pax (7)) und Apin (7%) der kleineren Tridiagonal-
matrix T}, € R¥** benotigt. Hierfiir bieten sich Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen an wie etwa
das Verfahren der Sturmschen Ketten.

Unter Ausnutzung der oben erwihnten Gleichungen ergibt sich die folgende Lanczos-Iteration.
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Algorithmus 2.6.3: Lanczos-Verfahren

Input: ¢ € R" mit |qi]]2 =1. Setze: ro=q, fo=1, =0, k=0.

while (; #0
Q1 = T/ Bk
k=k+1
ap = Q{A%
e = (A —arl)qr — Br—1qr—1
Br = ||7xl2
end

2.7 SINGULARWERTZERLEGUNG

Analog zur Schur-Zerlegung fiir quadratische Matrizen 2.1.6 und 2.1.7 gibt es fiir nichtquadrati-
sche Matrizen A € R"™*", m,n € N, die sogenannte Singularwertzerlegung.

Satz 2.7.1 (Singularwertzerlegung) Zu jeder Matrix A € R™*"™ vom Rang r gibt es orthogonale
Matrizen U = [u, ..., up] € R und V = [v1,...,v,] € R sodass

UTAV =3 e R™*",

Die Matrix 3. hat Diagonalgestalt,

by
, wennm > n,
Y= 0
(i] O), wenn m < n,
wobei 3} = diag(oy, . . .,0,) € RP*P mit p = min{m,n} und
012022>...20,>0p41=...=0,=0.
Die Zahlen o1, . .., 0, > 0 heifien Singuldrwerte von A. Weiter gilt:
i) Kern(A) = span{v,41,...,vn},
ii) Bild(A) = span{uy,...,u,},
i) |A|E =07 +...+ 07,
iv) [|All2 = o1,
v) u;fFA = Jw;f, Av; =ou;, i=1,...,p.

Die Vektoren u; und v; werden linke bzw. rechte Singulirvektoren genannt.

Beweis. Siehe z.B. [Nipp/Stoffer, Satz 9.6]. O
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Bemerkung 2.7.2 (Geometrische Interpretation der Singuliarwerte) Es sei
S={av +... 4o, |03 +...+a?=1}
die Einheitssphire im Unterraum span{vy, ..., v, } C R™. Dann ist
E={Azx|z € S}

ein Ellipsoid im Unterraum span{uy, ..., u, } C R™ mit den Halbachsen {o;u; |i =1,...,r}.

Y

Abb. 2.3: Geometrische Interpretation der Singuldrwerte

Mit der Singularwertzerlegung einer Matrix A € R”*"™ kann man z.B. das lineare Augleichspro-
blem ||Az — d||2 — min fiir d € R™ mit m > n losen. Ist Rang(A) = r und

T _ _ Z:7" 0
UAV-Z-(O 0

die Singularwertzerlegung von A mit einer reguliren Diagonalmatrix X, € R™*", so gilt

Xr 0 ¥, 0 Y,y —
4o —dls = (5 0)vTe—dla =11 (5 ) v vTap = (P )

y=VTg = <y1> , oe=UTb= (Cl)
Y2 C2

und y1,¢1 € R",yo € R"", ¢y € R™ . Dann folgt

— min,
2

wobei

-1
p=1ley und z=V <E’”O cl) )

Ein weiteres Anwendungsgebiet der Singuldrwertzerlegung findet sich in der Datenkompression
in der Signal- und Bildverarbeitung. Dies wird durch folgenden Satz motiviert.
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Satz 2.7.3 (Rang-k-Bestapproximation) Es sei A = UXV' die Singulirwertzerlegung von
A e R™" |k < r = Rang(A) und

k
Ak = E Jiui’U,L-T.
=1

Dann gilt

min - [|[A = Bz = A = Akllz = o1,
BeR™X*™
Rang(B)=k

B ist also die beste Approximation an A mit Rang k.

Dieses Resultat ldsst sich beispielsweise in der Bildverarbeitung folgendermafien verwenden.

Beispiel 2.7.4 (Bildverarbeitung und Singuliirwertzerlegung) Ein Bild der Grofie m x n Pixel
kann mit Hilfe von drei Matrizen R, G, B € R™*" beschrieben werden, die im Eintrag (i, j) die
Rot-, Griin- bzw. Blaustufe des Pixels an dieser Stelle enthalten. Sind

R=UrSRVE G=UsXcV{ B=USpVL
die Singularwertzerlegungen von R, G und B, so sind

R =Ugp(:,1:k)Sp(1: k,1:k)VR(:,1: k)T
Gy, =Ug(:,1: k) Xc(1:k,1:k)Vg(:,1: k:)T
By =Up(:;,1:k)Xp(1:k,1:k)Vs(:,1: k)T

gemif Satz 2.7.3 die besten Approximationen mit Rang k. Nachfolgend ist diese Datenkompres-
sion eines Bildes fiir £ = 5, 15 und 100 durchgefiihrt worden.

MATLAB-Funktion: Bild_Kompression.m

function Bild Kompression(k)
close all
% lade Daten
X = imread(’'bild.jpeg’);

size(X)

R = double(X(:,:,1));
G = double(X(:,:,2));
B = double(X(:,:,3));

% Singuldrwertzerlegung
[Ur,Sr,Vr] = svd(R);
[Ug,Sg,Vg] = svd(G);
[Ub,Sb,Vb] svd(B);

% Darstellung der Singulédrwerte
sigmar = diag(Sr);
sigmag = diag(Sg);
sigmab = diag(Sb);

figure(1)
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22 semilogy(l:length(sigmar),sigmar,’'r.’,

23 l:length(sigmag),sigmag, ‘g.’,...

24 l:length(sigmab),sigmab, 'b. ")

25 title(’'Singulédrwerte von R,G,B’);

26 legend('R’,’G’','B');

27

28 % Rang-k-Bestapproximationen

29 k_length = length(k);

30 for i=1l:k_length

31 figure(1l)

32 hold on,semilogy(xlim,[sigmar(k(i)),sigmar(k(i))]1,'k-")
33 hold off

34 C(:,:,1) = Ur(:,1:k(i))*Sr(l:k(i),1:k(i))*Vr(:,1:k(i))";
35 C(:,:,2) = Ug(:,l:k(i))*Sg(lek(i),l:k(i))*Vg(:,1l:k(i))’;

36 C(:,:,3) Ub(:,l:k(i))*Sb(l:k(i),1l:k(i))*Vb(:,1:k(i))";

Abb. 2 4: Bild-Datenkompression fiir £ = 5, 15 und 100

Im Folgenden betrachten wir 0.B.d.A. den Fall einer Matrix A € R"*™ mit m > n, da aus der
Singulirwertzerlegung von A direkt diejenige von A7 folgt.

Zwischen der Singulirwertzerlegung von A und der Schur-Zerlegung der Matrizen AT A bzw.
AAT besteht folgender Zusammenhang: Ist

UTAV:E:%

mit ¥ = diag(o1, . . ., 0y,) die Singulirwertzerlegung von A, dann sind
VI(AT AV = diag(o?,...,02)

n

und

UT(AATU = diag(o?,...,02

n’

Numerik III, 21. Januar 2013



Abschnitt 2.7: Singuldrwertzerlegung 53

Singulérwerte von R,G,B

oD

.
0 50 100 150 200 250

Abb. 2.5: Singularwerte

die Schur-Zerlegungen von AT A bzw. AAT und die Singulirwerte von A sind die positiven Qua-
dratwurzeln aus den Eigenwerten von A7 A bzw. AAT . Das intuitive Vorgehen wiire also:

e berechne C = AT A

e wende das QR-Verfahren auf C' an, erhalte

VvICV = diag(a?,...,02)

n
und damit die Singuldrwerte.

Dieses Vorgehen ist aber unvorteilhaft, denn sofern A schlecht konditioniert ist, wiirden sich die
Rundungsfehler im QR-Verfahren angewandt auf A7 A quadrieren. Dieser Verlust an Genauigkeit
soll folgendes Beispiel illustrieren.

Beispiel 2.7.5 Fiir die Matrix
1 1
A=1e 0], |[e] < /eps
0 ¢

mit eps der Maschinengenauigkeit des Rechners, ist die Matrix A” A gegeben durch

T, (l1+e 1

A besitzt die singulidren Werte 07 = v/2 + €2 und 02 = |¢|. Bei Gleitpunktrechnung mit Genau-
igkeit eps erhilt man statt A7 A die Matrix

AT A
(1 1)
mit den Eigenwerte )\Nl = 2 und 5\; = 0 und o9 stimmt nicht bis auf Maschinengenauigkeit mit

\/ 3\; = 0 iiberein.

Wir werden im Folgenden einen Algorithmus zur Bestimmung der Singularwertzerlegung vorstel-
len, der diese Problematik beriicksichtigt. Er wurde erstmals 1965 von Golub, Kahan und Reinsch
beschrieben und besteht aus zwei Schritten:

Numerik III, 21. Januar 2013



Kapitel 2: Eigenwertprobleme

1. Reduziere A auf eine Matrix B in Bidiagonalform,
UL AV = % - \ e RN,
0
2. Fiihre impliziten QR-Schritt auf B B aus.
2.7.1 Transformation auf Bidiagonalform

Um den Aufwand des Verfahrens moglichst gering zu halten, reduziert man A auf eine Matrix in
Bidiagonalform

dy i 0
ULAVE = % cR™" B= R € R™™,
fnfl
0 dy

Die Matrix B hat dieselben Singuldrwerte wie A, denn es gilt

T
B B
BB = @ @ — (UL AVE) (UL AVE) = VE(AT AV,

Um A auf diese Form zu bringen, wendet man insgesamt n Householdertransformationen von
links und n—2 Householdertransformationen von rechts auf A an. Dies geschieht folgendermalfien:
Zunichst bestimmt man eine Householdermatrix U; € R™*™ sodass in UlT A alle Elemente in
der ersten Spalte bis auf a1 annuliert werden. Anschlieend multipliziert man diese Matrix U lT A
mit einer Householderspiegelung der Form

Vi =
von rechts, sodass die Elemente in der ersten Zeile auf den Positionen (1, 3), .. ., (1, n) verschwin-
den.
E * DY DY * % E O .. O
0o 5 0 * = *
A® =yl Ay, = -

Dasselbe Vorgehen wird dann auf die zweite Spalte und Zeile der so gewonnenen Matrix A®)
ausgefiihrt usw. Es ergibt sich so eine Folge von Matrizen A0 ... A+ wobei A = A
gesetzt wird und

AU =T AUV, firj=1,...,n,

wobei
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und U I die Householdermatrix zu (a%) L ahT

@) ist sowie

eER™™ j=1,....,n—2,

und 17j ist die Householdermatrix zu (agjj) SRR ,a%) ). A™) hat schlieBlich die gewiinschte Bi-
diagonalgestalt,
(n) _ 74T T T _(B) _ \
A =U, ..U AVy ... Vo =UgAVp = 0] =

0

Beispiel 2.7.6 Um das oben beschriebene Vorgehen zu illustrieren, wird das Schema hier beispiel-
haft fiir eine Matrix A € R>*4 vorgestellt:

iiii * % % % + *
T, * % * SR
AO = | 14| Y wxx | N, e
T * % % * % ok
L4t * % % * % ok
+ + ++ + + + +
uT- *okok |y + * uT- ++ uT ++ (B)
— * *k — EES —_— * %k —_— + + = | —
* % * % * * 0
* % * % *

Bemerkung 2.7.7 (Aufwand der Transformation) Das Verfahren der Bidiagonalisierung erfor-
dert 4mn? — %n?’ FLOPs. Werden die Matrizen Ug und Vp explizit benotigt, so kann dies mit

4m®n — 4n3 bzw. 3n® Rechenoperationen bewerkstelligt werden.

2.7.2 TImpliziter QR-Schritt auf 57 B

Wir setzen ab jetzt stets voraus, dass die Bidiagonalmatrix B unreduziert ist, d.h. in diesem Kon-
text di, fr # 0 furalle k = 1,...,n — 1. Ist dies nicht der Fall, so zerfillt das Problem folgen-
dermaBen in zwei kleinere Probleme. Sofern f;, = 0 firein k € {1,...,n — 1} gilt, hat B die
Struktur

k n—k
und wir erhalten sofort die gewiinschte Deflation. Im Fall d;, = O firein k € {1,...,n — 1}
ist dafiir etwas mehr Arbeit notig. Mit Hilfe von n — k Givens-Rotationen ist es moglich die
ganze k-te Zeile von B zu annullieren. Dafiir werden Rotationen des Typs (k, k + 1), ..., (k,n)

benotigt, wobei der Typ beschreibt, welche Zeilen bzw. Spalten durch die Multiplikation mit der
jeweiligen Givens-Matrix von links verindert werden. Mit der der Annulierung der k-ten Zeile gilt
insbesondere f;, = 0 und wir haben die Deflation der Matrix B bewirkt.

Fiir B € R%%% und j = 3 sieht dieses Vorgehen folgendermafen aus:
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++ ++
+4 a [ Ttg
_ * 347 *
B= ++ | T
H o+
+ +
I "I I
Gs; 0 x | G 0f_ 0 _ (B0
++ ++ | = =08/
++ ++ ++
+ + +

Nachfolgend werden wir nun einen impliziten QR-Schritt auf die Tridiagonalmatrix T = BT B
ausfithren, ohne diese explizit zu berechnen, da dies wie oben im Beispiel 2.7.5 mit Rechenfehlern
verbunden wire. Dies geschieht in drei Schritten:

1. Als erstes bestimmt man den Shiftparameter i als denjenigen Eigenwert von

Ao+ fr - dufa
T(m:n,m:n)z( dmfj: d2+ff2)’ m=n-—1,

der dichter an d? + f2 liegt.

2. Nun wird auf die erste Spalte der geshifteten Matrix 7" — 1] eine Givens-Rotation angewen-
det: Man bestimmt ¢; = cos(6) und s; = sin(6), sodass

(Cl _81> <d1 ] 'u> N <*>
s1 dif1 0
——
1. Spalte von T'—p 1

und somit die Givens-Matrix G; = G(1, 2, 61), welche in der Tridiagonalmatrix 7' — I das
Element an Position (2, 1) annulliert.
Nun konnte man Givens-Rotationen Go, . . ., G,,_1 bestimmen, sodass fiir

Q=Gy-...-Gp (2.26)

die Matrix Q7' TQ tridiagonal ist und Qe; = Gie; gilt. Nach dem impliziten Q-Theorem
wire QT T(Q das Ergebnis eines QR-Schrittes. Fiir dieses Vorgehen briuchte man aber ex-
plizit die Matrix 7' = B B. Dies soll vermieden werden.

3. Um T nicht berechnen zu miissen, wendet man die Givens-Rotationen direkt auf B an. Nach
der Multiplikation mit Gy wird B in diese Form gebracht,

+ - * *
o+t ) [ert )
B_( +i>_1’< ++>_BG1'

Man kann nun weitere Givens-Matrizen Uy, ...,U,_{und V5, ..., V,,_1 bestimmen, sodass
das Nichtnullelement an Position (2, 1) unterhalb der Diagonalen nach unten verschoben
wird und schlieBlich verschwindet:

4+ or. (T2 s (FED
&hz(*+i+>—;< +i+>_i< Ii+>
+ +

_l’_
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Dieser Prozess fiihrt BG'; zuriick in eine Bidiagonalmatrix

B=U-...- Uy )T B(GVa-...- V1)
=UT =V
=UuTBv.

Damit ist
B'B=VvT"BTBV

wiederum in Tridiagonalgestalt und die erste Spalte v; der orthogonalen Matrix V' stimmt
mit derjenigen von () aus (2.26) iiberein,

vi=Ver =G1Va... Vo1 = Grer = Qe

Mit dem impliziten Q-Theorem kann man schlieBlich folgern, dass V' und ) im Wesentli-
chen gleich sind. Damit ist ein QR-Schritt auf BT B implizit durchgefiihrt worden.

Zum Schluss dieses Abschnittes fassen wir das Vorgehen in einem Algorithmus zusammen.

Algorithmus 2.7.1: Golub-Kahan SVD Step

Fir eine Bidiagonalmatrix B € R™*™ mit di, fir # 0 fir k = 1,...,n—1
iiberschreibt dieser Algorithmus B mit der Bldlagonalmatrlx
B = UTBV, wobei U und V orthogonal sind und V im Wesentlichen

diejenige Matrix ist, die man mit einem impliziten QR-Schritt
auf T = BTB erhalten wiirde.

Bestimme p als den Eigenwert von
(tn—l,n—1 tn—17n>
tnn—1 tnn ’
der naher an t,, liegt.
y=tn—p
z =t12
for k=1,...,n—1

Bestimme ¢ = cos(f) und s =sin(f) ,sodass

C S
w5 0)=¢0
B=BG(k,k+1,0)
Y = bk
z2=bpi1
Bestimme c¢ = cos(f) und s =sin(fd) ,sodass

(0 (=)
B=G(k,k+1,0TB
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if k<n-—-1
Y = br ki1
z2 = bgki2
end

end

2.7.3 Gesamter Singulirwert-Algorithmus

Fir eine Matrix A € R"™*" wird die Singuldrwertzerlegung bestimmt, indem A zunichst wie
in Abschnitt 2.7.1 beschrieben auf Bidiagonalform transformiert wird und dann der Algorith-
mus 2.7.1 iterativ angewendet wird, um die Zerlegung A = UXVT zu erhalten. Wie beim
QR-Verfahren miissen wiederum die Elemente unterhalb der Diagonalen beobachtet werden, um
mogliche Deflationen zu erkennen. Der gesamte Prozess zur Bestimmung der Singuldrwertzerle-
gung von A ist in dem folgenden Algorithmus festgehalten.

Algorithmus 2.7.2: Gesamte Singulirwertzerlegung

Gegeben: A € R™"™ (m >n), €>0 Toleranzwert.

1. Reduziere A mittels n Householdertransformationen von
links und n — 2 Householdertransformationen von rechts auf
Bidiagonalform,

B=(Uy...U)TAV ...V, 4

2. while g<n
Setze alle Elemente in der oberen Nebendiagonalen
bi,i+1 = 0, die

biit1] < €(|bii] + [bit1,i+1]) i=1,...,n—1

erfiillen.
Finde groBtes ¢ >0 und kleinstes p >0, sodass

wobei

e Bji: Bidiagonalmatrix
e Byy: Bidiagonalmatrix ohne Nullen auf der oberen
Nebendiagonalen

e Bi33: Diagonalmatrix
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sind.
if g<n
if ein Diagonaleintrag in Bsy ist null
Transformiere die ganze Zeile in Nullen
else
Wende Algorithmus 2.7.1 auf By an

B = diag(I,, U, Iyym—n)" B diag(I,, V, I,)

end
end
end

2.8 VERALLGEMEINERTE EIGENWERTPROBLEME

Es seien A, B € C™*™. In diesem Teil untersuchen wir verallgemeinerte Matrixeigenwertproble-
me, also Probleme der Form: Finde A € C und z € C™ \ {0}, sodass

Ax = \Bzx. (2.27)

Bislang haben wir stets den Fall B = I, betrachtet.

Probleme dieser Art treten hdufig in ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen auf, z.B. bei
Schwingungsproblemen von Gebduden oder Briicken, vgl. (2.2) in Beispiel 2.0.1. Auch die Be-
rechnung der extremalen Eigenwerte einer vorkonditionierten Matrix B! A kann als verallgemei-
nertes Eigenwertproblem aufgefasst werden.

Um diese Probleme untersuchen zu konnen, benotigen wir zunichst einige Definitionen.

Definition 2.8.1 (Matrixbiischel) Zu A, B € C"*™ bezeichnen wir die Menge
(A,B):={A—AB|XeC} cC™™"
als (Matrix-)Biischel. Ein Biischel (A, B) heiBt reguliir, falls
det(A — zB) £ 0.
Andernfalls ist das Biischel singuliir.
Definition 2.8.2 (Charakteristisches Polynom) Ist (A, B) ein regulires Biischel, so heif}t
p(z) :=det(A—2B), z¢€C,

das charakteristische Polynom des Biischels (A, B). Die Nullstellen von p werden als endliche
Eigenwerte von (A, B) bezeichnet. Falls grad(p(z)) = k (k < n) gilt, dann sagen wir, dass
A—AB (n— k) unendliche Eigenwerte hat. Wir bezeichnen die Menge aller endlichen Eigenwerte
des Biischels (A, B) mit

0(A,B) :={z € C| det(A—2B) =0}

und ein Vektor x € C™ \ {0}, der die Gleichung (2.27) erfiillt, wird Eigenvektor von A — A\B
genannt.
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Satz 2.8.3 Das verallgemeinerte Eigenwertproblem (2.27) hat genau dann n endliche Eigenwerte,
wenn Rang(B) = n gilt.

Aufgabe 2.8.4 Man beweise Satz 2.8.3.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Menge der endlichen Eigenwerte o (A, B) sowohl leer als
auch endlich als auch unendlich sein kann, wenn B singuldr ist.

Beispiel 2.8.5
| A:<é ?) B:<(1) 8) — p(2) =140, 0(A,B) = 0.
2 A= ((1) }) B— (é 8) — p(2) = 1— 2, 0(A,B) = {1}.
3. A= <(1) (1)> B= <(1) 8) — p(2) =0, 0(A, B) = C.
4, A= (‘01 (1)> B— (‘1) é) = p(2) = 22+ 1, 0(A, B) = {+i}.

Symmetrische Biischel konnen konjugiert komplexe Eigenwerte haben.

Bemerkung 2.8.6 Ist0 # \ € (A, B), dann gilt 1 € o(B, A). Falls B regulir ist, gilt dariiber-
hinaus
0(A,B) =0(B7'A,I) = o(B'A).

Die letzte Eigenschaft legt in dem Fall, dass B invertierbar ist, das intuitive Vorgehen nahe, das
verallgemeinerte Eigenwertproblem (2.27) zwei Schritten zu 19sen:

1. Lose BC = A, z.B. mit GauB-Elimination mit Pivotisierung,
2. Wende den QR-Algorithmus 2.5.5 auf C' an.

Bei diesem Vorgehen kommt es im ersten Schritt zu Rundungsfehlern der GroBenordnung
eps || Al|2||B~!||2. Ist B schlecht konditioniert, kann dieses Verfahren ungenaue Ergebnisse lie-
fern. Dies soll vermieden werden.

Analog zum Eigenwertproblem Ax = Az existieren fiir verallgemeinerte Eigenwertprobleme ver-
schiedene Normalformen. Das Pendant zur Jordan’schen Normalform wire die Kronecker’sche
Normalform, die jedoch aus numerischer Sicht dhnliche Nachteile hat wie Jordanform. Daher be-
trachtet man die folgende Zerlegung, das Pendant zur Schur-Zerlegung, Satz 2.1.6.

Satz 2.8.7 (Verallgemeinerte Schur-Form) Es seien A, B € C™"*"™. Dann gibt es unitire Matri-
zen Q, Z € C™" ", sodass
QPAZ =T und Q"BZ=1S5

obere Dreiecksmatrizen sind. Falls fiir ein k € {1, ... ,n} sowohl ty;, = 0 als auch sy, = 0 gilt,
dann ist 0 (A, B) = C. Ansonsten gilt

o(A, B) = {tii/sii| si # 0}. (2.28)

Beweis. { By }ren sei eine Folge reguldrer Matrizen, die gegen B konvergieren. Fiir jedes k € N
sei Q1 (AB;, Qi = Ry, die Schur-Zerlegung von AB, !, AuBedem sei Z;, € C™™ unitir und
so, dass ZH (B, ' Q) = S, * obere Dreiecksform hat. Dann folgt, dass auch

QfAZy = RSy und  Qf'BpZy = Sy,
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obere Dreiecksmatrizen sind.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf besitzt die beschrinkte Folge {[Q, Zk] } ken eine konver-
gente Teilfolge, lim; oo [Qk,, Zk,] = [@, Z]. Man kann leicht zeigen, dass () und Z selbst unitir
sind und dass Q” AZ und Q¥ BZ obere Dreiecksmatrizen sind.

Die Behauptung (2.28) folgt aus der Identitit

det(A = AB) = det(QZ™) [ [ (i — Asu).
=1

O]

Wenn A und B reellwertig sind, ist der folgende Satz interessant, der das Analogon zur reellen
Schur-Zerlegung 2.1.7 darstellt.

Satz 2.8.8 (Verallgemeinerte reelle Schur-Form) Zu A, B € R"*™ existieren orthogonale
Matrizen Q,7Z € R™ ", sodass QT AZ eine obere Quasi-Dreiecksmatrix (obere Block-
Dreiecksmatrix mit 1 x 1 oder 2 x 2-Blicken auf der Diagonalen) und Q™ BZ eine obere Drei-
ecksmatrix sind.

Beweis. Siehe [Stewart]. ]

Im Folgenden werden wir den QZ-Algorithmus zur Bestimmung der verallgemeinerten Eigenwer-
te vorstellen. Der gesamte QZ-Prozess besteht aus drei Teilen, die wir nacheinander gesondert
behandeln werden:

1. Simultane Transformation von A auf obere Hessenberg- bzw. von B auf obere Dreiecks-
form,

2. Deflation,

3. QZ-Schritt.

2.8.1 Transformation auf Hessenberg- bzw. obere Dreiecksform

Um die verallgemeinerte reelle Schur-Form zu berechnen, besteht die erste Aufgabe darin, durch
orthogonale Transformationen A € R™*™ in obere Hessenberg- und B € R™*" in obere Drei-
ecksform zu bringen. Zunichst bestimmt man eine orthogonale Matrix U, sodass U’ B obere
Dreiecksform hat (QR-Zerlegung von B). Um die Eigenwerte zu erhalten, muss A in genau der-
selben Weise transformiert werden.

Wir werden das Vorgehen hier fiir den Fall n = 4 anschaulich darstellen, bevor wir den allgemei-
nen Algorithmus vorstellen.

++++ ++++
aovtas (1) sevre | G12
+4+++ -

Um nun A in obere Hessnbergform zu iiberfithren und die Struktur von B beizubehalten, multi-
plizieren wir zuerst beide mit einer Givens-Rotation Q% von links

++++ ++++
++++ ++ +
A:Qg4A: IR N B:Q&B: + +

0+++ * +
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und danach mit einer Givens-Rotation Z34 von rechts.

++++ ++++
_ [+ _ _ | At
A—AZ;34— TR, B B—BZ34— + 4+
0+++ 0+

Dieses Vorgehen fithrt man fiir die Eintriage a3; und a4 fort:

++++ ++++
AT 4 _ | t+++ AT n_ +++
A=QupA=| (111 ], BQ23B( % 4+
0+++ +
+4+++ +4+++
paz- (5117). ( 0
0+++ +
+4+++ + 44+
_Ar 4 [ +++F _orp—| t++
A*Q34A* 0+++ | BQ34B( 4+
00++ * +
+4+++ +4+++
_am [+ _RBF.. — +++
A—AZg4— 4+ 5 B—BZ34— + 4+
++ 0+
— S———
obere Hessenbergmatrix obere Dreiecksmatrix

Im allgemeinen Fall A, B € R™*" sieht der Algorithmus folgendermafen aus.

Algorithmus 2.8.1: Reduktion auf Hessenberg-Dreicksform

Fir A,B € R"" {iberschreibt dieser Algorithmus A mit der oberen
Hessenbergmatrix Q7AZ und B mit der oberen Dreiecksmatrix
QTBZ, wobei @ und Z orthogonal sind.

Verwende die QR-Zerlegung, um B mit Q"B =R zu iiberschreiben.
Hierbei ist () orthogonal und R eine obere Dreiecksmatrix.
A=QTA
for j=1:n-2
for i=n:-1:542
% Annulliere a;;

Bestimme ¢ = cos(f) und s =sin(f) ,sodass

T
& S ai—-145\ *
(o) ()=0)
A=G(j,i,0)TA
B=G(j,i,0)'B
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Bestimme ¢ = cos(f) und s =sin(f) ,sodass

(i b) (5, 2= 0
A=AG(i—1,i,0)
B=BG(i—1,i,0)

end

end

2.8.2 Deflation

Bei der Beschreibung des QZ-Verfahrens konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass A eine unreduzier-
te obere Hessenbergmatrix und B eine reguldre obere Dreiecksmatrix sind.
Der erste Fall ist klar, denn im Fall aj1 4 = 0 fureink € {1,...,n — 1} gilt

A B — (An —AB11 A — /\BIQ> i k

0 AQQ*)\BQQ —k
k n—=k

und wir konnen uns auf die zwei kleineren Probleme A1 — ABj11 und Aoy — ABso beschrinken.
Ist andererseits by, = 0, so ist es moglich, eine Null in dem Eintrag an Position (n,n — 1) in A zu
erzeugen und so das Problem zu zerlegen. Wir zeigen dies an einem Beispiel fiirn = 5,k = 3.

Die Null auf der Diagonalen von B kann an Position (n,n) verschoben werden

+++++ +++++
+++++ ++++

A=| ++++]|, B= 0++
+++ ++

++ +

+++++ 4+ 4+

4+ 4+ + 4+ +

A=QLA=| ++++|, B=QLB= 0 ++
x4+ 0+

++ +

+4++++ o+t

+4++++ ++++

A=AZy=| ++++|, B=BZy-= 0++
0 +++ 0+

++ +

4+ 4+ +4++++

+++++ +4++

A=QhA=| ++++|, B=QLB= 0++
+++ 0+

* 4+ 0
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+++++ +++++

+++++ ++ + +

A:AZ34: ++++ 1, B=BZ3 = + + 4+
+++ 0+

0++ 0

+++++ +++++

+++++ ++++

A=AZ;; = ++++1, B=BZ;= + 4+
+++ ++

0+ 0

Diese Technik ist allgemein und kann verwendet werden, um a,_1 , = 0 zu erzielen, egal wo auf
der Diagonalen von B eine Null steht.

2.8.3 QZ-Schritt

Die Idee des QZ-Schrittes liegt darin, auf das verallgemeinerte lineare Eigenwertproblem folgen-
des Update auszufiihren:
(A-AB)=QT(A-\B)Z

wobei
e A wieder in oberer Hessenbergform,
e B wieder eine obere Dreiecksmatrix,
e (Q und Z orthogonal sind.

AB™! soll im Wesentlichen die Matrix sein, die man nach einem Francis-QR-Schritt angewandt
auf AB~! erhalten wiirde.

Dafiir definieren wir uns zunichst die (Hessenberg-) Matrix M := AB~! sowie die Skalare a und
b, welche die Eigenwerte der 2 x 2 Matrix

Mp—1n—-1 Mn-1n
Mpn—1 Mpn
sind. AuBBerdem ist

vi=(M—al)(M —bl)e; = e R",

. O% ¥ %

0
die erste Spalte von (M — al)(M — bl).Es sei ()1 € R™*" eine Householdermatrix, sodass
*
0
Qv =
0

ein Vielfaches von e; ist. Im Fall n = 6 folgt fiir A, B

++++++ ++++++
+4+++++ * +++++

_ I e _ O
A=@A= f4++ |0 B=@B= +++
+ 4+ ++

++ +
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Aufgabe ist es nun, A in obere Hessenbergform und B in obere Dreiecksform zuriickzutransfor-
mieren. Dazu ben6tigt man zunichst ein Paar Householdermatrize 71, und 715, sodass b3y, b3o
und byq annulliert werden.

++++++ ++++++
++++++ * + 4+ 4+

00
R Essscd SN LLEC e
+++ ++
+ + +
++++++ ++++++
++++++ 0+++++
T s RSN RARSES
+++ ++
+ + +

Dann annulliere a3, und a47.

++++++ ++++++
++++++ +++++
0O+++++ * ++ 4+
+++ ++
+ + +

Dies fithrt man so fort: Wiederherstellen der Dreiecksform von B, dann annullieren der Nicht-
Hessenbergelemente in der niachsten Spalte von A.

bt bt
A+ o+t
0
A=AZnZy = :iiii, B =BZy1Zy» = Ogiii
x4+ ++
++ +
FRRE N
ot bt
PSR R _ _ ERNINE
A=@A=| oqppqpy | B=@B = 44+
0 x+++ * ok 4+
++ +
bt bt
F ERE
A=AZyZyp=| TTTTT|. B=BZuZn=| (111
x4+ + 00 ++
* x4+ +
bt At
A+ 4+
4+t 4+
A=Qud= +t44 |0 B=@B = + 4+
0+++ ¥+
0x++ * ok A
ERRR At
At TRRENT
A=AZnZy = +iiii, B =BZyZsp = +iii
4 0++
* ++ 00+
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A At
A o
4+ EREA
A=Gsd= Ff+t | B=@B= + 4+
+ 4+ ++
0++ *
T o
A+ o
F 4+ EREA
A=AZ; = 44+ | B=B%= +++
+ 4+ ++
+ 4 0+
Man beachte, dass
RQ=Q1 ... Qn

dieselbe erste Spalte wie (1 hat. Mit dem implizitem Q-Theorem 2.5.14 konnen wir schlieen,
dass AB~! = QT(AB~1)Q im Wesentlichen die gleiche Matrix ist, die man mit einem Francis-
QR-Schritt erhalten wiirde.

Fiir allgemeines n € N sieht der Algorithmus folgendermafen aus.

Algorithmus 2.8.2: QZ-Schritt

Fiir eine unreduzierte obere Hessenbergmatrix A € R™™ ™ und eine
reguldre obere Dreiecksmatrix B € R™" i{iberschreibt dieser
Algorithmus A mit einer oberen Hessenbergmatrix QTAZ und B

mit der oberen Dreiecksmatrix Q7BZ, wobei Q und Z orthogonal
sind und @) dieselbe erste Spalte hat wie die orthogonale
Ahnlichkeitstransformation, die man mit einem Francis QR-Schritt
2.5.4 angewandt auf AB™! erhalten wiirde.

Setze M = AB™! und berechne (M —al)(M —bl)e; = (z,y, 2,0,...,0)T,

wobei a und b die Eigenwerte von (" h'' "7 ") sind.
for k=1:n-2

Bestimme eine Householdermatrix (J,, sodass

T *
Qely]| =10

z 0

A = diag(Ip—1, Qr, In—r—2) A

B = diag(Ix—1,Qk, In-x—2) B

Bestimme eine Householdermatrix

7,1, sodass

(bkt2g brr2kr1 brgoktz) Zu = (0 0 %)

A= A diag(ly—1, Zk1, In—r—2)

B = B diag(Ix—1, Zp1, In—r—2)

Bestimme eine Householdermatrix
(bks1k Drprkr1) Zro = (0 %)

A= A diag(lp—1, Zp2, In—k—-1)

B = B diag(Ix—1, Zp2, In—k-1)

Zro, sodass
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T = 041,k
Y =0ar42k
if k<n-—-2
2 = 0k43.k
end

end

Bestimme eine Householdermatrix (),_i, sodass

x *
2 (3)- ()
A = diag(lp—2,Qn-1) A
B = diag(l,,—2,Qn-1) B
Bestimme eine Householdermatrix Z,_;, sodass
(bn,n—l bnn) Lp—1 = (O *)
A=A diag(In—2, Zpn-1)
B = B diag(I,—2, Zn—1)

Bemerkung 2.8.9 Algorithmus 2.8.2 benétigt 22n> FLOPs. () und Z kénnen mit zusitzlich 8n?
bzw. 13n? FLOPs bestimmt werden.

284 Gesamtes QZ-Verfahren

Indem man mehrere QZ-Schritte nacheinander auf das ,Hessenberg-Dreieck-Biischel“ A — A\B
ausfiihrt, ist es moglich, A in obere Quasi-Dreiecksform zu tiberfithren. Dabei ist es wichtig, die
Elemente in der unteren Nebendiagonalen von A und die Diagonalelemente von B zu beobachten,
um eine mogliche Deflation auszumachen.

Das gesamte Verfahren ist in dem folgenden Algorithmus dargestellt.

Algorithmus 2.8.3: Gesamtes QZ-Verfahren

Fir A, B € R"*" bestimmt dieser Algorithmus orthogonale Matrizen
Q und Z, sodsas QTAZ =T in oberer Quasi-Dreiecksform und
QT"BZ =S in oberer Dreiecksform sind. A wird mit 7 und B mit
S ilberschrieben.

1. Benutze Algorithmus 2.8.1, um A mit der oberen
Hessenbergmatrix QTAZ und B mit der oberen Dreiecksmatrix
QTBZ zu iiberschreiben.

2. while g<n
Setze alle Elemente in der ersten unteren Nebendiagonalen
Ait1,4 :0, die

@it1,] < €(lai] + [ait1i4]) i=1,...,n—1

erfillen.
Finde groBtes ¢ >0 und kleinstes p >0, sodass
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A11 A12 A13 p
A= Ago Az n—p-—q
Ass q

p n—p—gq q
wobei

e Ai;: obere Hessenbergmatrix
e Ay: unreduzierte obere Hessenbergmatrix und
e A33: obere Quasi-Dreiecksmatrix

sind. Teile B entsprechend auf:

By Bjs B3 p
B = Bas Bas n—p—gq
Bss q

if g<n
if By ist singular
Annulliere an—gn—g—1
else
Wende einen QZ-Schritt 2.8.2 auf Ay und By an:

A = diag(1,, Q, 1,)" A diag(I,, Q, 1,)
B = diag(I,, Q, I,)" B diag(I,, Q, I,)
end

end
end

Bemerkung 2.8.10 Algorithmus 2.8.3 benotigt 30n® FLOPs. Fiir die Bestimmung von Q) bzw. Z
sind zusitzlich 16n® bzw. 20n3 Rechenoperationen notwendig.

2.9 NICHTLINEARE EIGENWERTPROBLEME

Da die Eigenwertgleichung (2.11) linear im Eigenwert A ist, spricht man auch von einem linearen
Eigenwertproblem. In diesem Abschnitt werden wir nun allgemeinere nichtlineare Eigenwert-
gleichungen betrachten, die polynomiell in A sind. Wir beginnen zunichst mit einem quadrati-
schen Eigenwertproblem: Zu gegebenen Matrizen M, C, K € R"*™ bestimme man Eigenpaare
(A, z) € C x C™, sodass

(MM +XC+K)z=0. (2.29)

Bemerkung 2.9.1 (Vorsicht beim Rayleigh-Quotienten) Ist (\, x) ein Eigenpaar, welches das
quadratische Eigenwertproblem (2.29) erfiillt, so gilt fiir den Rayleigh-Quotienten

N (@' Mz) + \z"Cx) + 77 Kz = 0.

Diese Formulierung liefert zu gegebenem Eigenvektor x einen ,,zweiten Eigenwert”, der aber im
Allgemeinen keiner ist!
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Die Idee, um Problem (2.29) zu 16sen, besteht darin, es auf ein linearen verallgemeinertes Eigen-
wertproblem zu transformieren. Setzt man

0 I, (I, O (=
= )om= (o m) o=

so ist das Problem (2.29) dquivalent zur Bestimmung von (), z) € C x C2", sodass die allgemeine
lineare Eigenwertgleichung

AT x
<—Kx — C’)\m> =Az=ABz=) ()\Mm>

erfiillt ist.

Dieser ,,Trick™ funktioniert auch bei polynomialen Eigenwertproblemen.
Sei
P(A) = NCp+ N 101 + ...+ A1 + Cy (2.30)

ein Polynom in A vom Grad p € N mit Matrix-Koeffizienten C'; € R"*", wobei C}, # 0 voraus-
gesetzt wird.

Definition 2.9.2 Das Polynom (2.30) heif3t reguldr, talls

det(¥(A)) # 0.

Ansonsten ist v singuldr.

Ist ¢»(\) nun ein reguldres Polynom vom Grad p und sind A € C und x € C" mit

PNz =0
gesucht, so ist dieses Problem dquivalent zu dem allgemeinen linearen Eigenwertproblem
Az = ABz
der GroBe pn, wobei
0 I, 0 0
0 0 I, O 0
A=| ¢ - L | e mowxom)
0 e 0 I,
-Cy —C1 -0y —Cp—a —Cp_1
I,
B = e Rw)x(np)  ynd
I,
Cp
z= (J?T AT )\pfle)T

gesetzt wird.

Numerik III, 21. Januar 2013



70

Kapitel 2: Eigenwertprobleme

Numerik III, 21. Januar 2013



NICHTRESTRINGIERTE OPTIMIERUNG

Die Aufgabe, mit der wir uns im Folgenden beschiftigen werden, ist die Losung von Minimie-
rungsproblemen der Form
minimiere f(x)in R", 3.1

wobei f : R" — R eine gegebene Zielfunktion ist. Dieses Problem heilit auch nichtrestringiertes
Optimierungsproblem.

Es entspricht der Bestimmung der optimalen Verteilung von n konkurrierenden Ressourcen
x1,...,%y, die unbegrenzt verfiigbar sind und einem speziellen Gesetz geniigen. Sind die Res-
sourcen nicht unbegrenzt verfiigbar, bedeutet dies fiir die mathematische Formulierung, dass das
Minimum der Zielfunktion f innerhalb einer Teilmenge €2 C R" gesucht wird,

minimiere f(z) in Q C R". (3.2)

In diesem Fall spricht man von einem restringierten Optimierungsproblem. Diese werden wir in
Kapitel 4 untersuchen.

Kommen wir nun aber zunéchst zu einem klassischen Beispiel fiir ein nichtrestringiertes Minimie-
rungsproblem.

Beispiel 3.0.1 (Rosenbrock-Funktion) Bereits aus dem Kapitel zum Thema ,,Nichtlinearen Glei-
chungen® in [Numerik II] kennen wir die Rosenbrock-Funktion

f(z) =100(x2 — x%)Q +(1- m1)2 T = (xl,xg)T c R2.

Sie besitzt ein eindeutiges Minimum bei z* = (1,1)” und wird hiufig als MaBstab fiir den Test
numerischer Methoden fiir Minimierungsprobleme verwendet.

Bemerkung 3.0.2 Es ist klar, dass sich Maximierungsaufgaben durch Vorzeichenwechsel in Mi-
nimierungsprobleme der From (3.1) umschreiben lassen.

3.1 DIREKTE SUCHVERFAHREN

In diesem Abschnitt werden wir zwei direkte Verfahren zur Losung von Problem vorstellen. Di-
rekt bedeutet in diesem Kontext, dass nur die Stetigkeit, nicht aber die Differenzierbarkeit von f
gefordert wird. Spéter werden wir mit den Abstiegsverfahren noch Methoden kennen lernen, die
zudem die Berechnung von Werten der Ableitungen von f erfordern und im Allgemeinen ein bes-
seres Konvergenzverhalten aufweisen.

Direkte Verfahren sind daher besonders fiir nicht differenzierbare Funktionen oder fiir Funktio-
nen, deren Ableitungen unbekannt oder schwer auswertbar sind, geeignet. Aulerdem bieten sich
ableitungsfreie Methoden fiir stark oszillierende Funktionen f an.

3.1.1 Hooke-Jeeves-Verfahren (1960)

Das Verfahren von Hooke und Jeeves ist ein iteratives Verfahren zur Bestimmung einer Minimal-
stelle z* € R™ von f. Ausgehend von einer Naherung z(*) € R™ an 2* berechnet man eine bessere
Niherung z**1) in zwei Schritten:

1. Erkundungsschritt

2. Fortschreitungsschritt.
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Im Erkundungsschritt wird entlang der orthogonalen Koordinatenrichtungen um 2(*) getestet, in
welche Richtung die Werte von f kleiner werden. Hierzu seien ey, . . ., e, € R™ die kanonischen
Basisvektoren des R", h = (hy,...,hy)T € R" der Vektor der Schrittlingen h; > 0 und x)
eine Ndherung an z*.

Ausgehend von z*) wird nun nacheinander in alle Richtungen getestet, ob

f@™ +hje) < f@®), j=1,....n

erfiillt ist. Im Erfolgsfall wird die Niherung 2(*) durch den Vektor 2(%) + hjej ersetzt. Andernfalls,

d.h. wenn
F@® +hje;) > fa)

gilt, iiberpriift man den Vektor (%) — hje;. Falls
F(@® = hjej) < faW)

erfiillt ist, wird (%) auf 2(*) — hje; gesetzt. Nach Test aller Richtungen, d.h. nach maximal 2n + 1
Funktionsauswertungen, erhalten wir so einen Vektor y*) mit f(y*)) < f(z(*)). Nun gibt es
zweil Moglichkeiten:

i) y*) = 2. In diesem Fall werden die Schrittlingen h; halbiert,
1

und ein weiterer Erkundungsschritt wird ausgehend von z(¥) mit den neuen Schrittlingen
durchgefiihrt.

ii) y® £ z(*): Mit dem Erkundungsschritt haben wir eine Richtung y*) — 2(%) gefunden,
in der der Funktionswert kleiner wird. Der Fortschreitungsschritt besteht nun darin, den
Punkt 3*) weiter in Richtung y*) — z(¥) fortzubewegen. Hierfiir definieren wir den Vektor

Von w(*) ausgehend wird ein Erkundungsschritt in alle Richtungen ausgefiihrt. Ist die-
ser erfolgreich, d.h. fiihrt er zu einem Vektor z(®) mit f(2(®)) < f(y®), so setzt man
z*+1) = 2(k) " Andernfalls ist (1) = y(*)

Unter Beriicksichtigung der Abbruchbedingung

Hx(kJrl) - m(k)Hoo <e

fiir einen vorgegebenen Toleranzwert ¢ > 0 sieht der gesamte Algorithmus des Hooke-Jeeves-
Verfahrens folgendermalien aus:

Algorithmus 3.1.1: Hooke-Jeeves-Verfahren

f e C(R™,R)

20 € R" Startvektor

h=(hi,...,h,)T € RT Vektor der Schrittweiten
€ >0 Toleranzwert

Input:
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k=0
while |h|e > €
y*®) = Erkunden(f, 2™, h)
if y®) =20
h=1ih
else
w®) = 2y®) _ 4 (k)
2(*) = Erkunden(f, w™®™, h)
if f(z) < fu™)

2K+ — S (F)
else
2B — y(k)
end
k=k+1
end
end

Algorithmus 3.1.2: Erkunden

Input: feCR",R), z€R", heR}.

for j=1:n

iE fa+hje)) < (o)
r =z + hje;

else
if f(z—hje;) < f(x)

r=1x— hje;

end

end

end

Bemerkung 3.1.1 Die Schrittlingen h; > 0 sollten so gewihlt werden, dass die GroBen
f(@®) £ hjej) — f(2))

fiir j € {1,...,n} eine vergleichbare GroBenordnung haben, damit eine bestimmte Genauigkeit
erzielt werden kann.
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3.1.2 Nelder-Mead-Verfahren (1965)

Die 1965 von Nelder und Mead vorgestellte Verfahren ist eine populdre, ebenfalls ableitungsfreie
Methode zur Losung von Minimierungsproblemen. Sie ist in Matlab in der Routine fminsearch
realisiert und basiert auf folgender Idee: Es wird eine Folge von Simplexen erzeugt, die im Ideal-
fall einen immer kleiner werdenden Durchmesser besitzen und sich immer mehr um das gesuchte
Minimum herum anhdufen. Aus diesem Grund wird das Nelder-Mead-Verfahren hiufig auch als
Simplex-Verfahren bezeichnet. Es besteht aber kein Zusammenhang zu dem aus der Optimierung
bekannten Simplex-Verfahren fiir lineare Programme.

In einem Iterationsschritt des Nelder-Mead-Verfahrens wird die Ecke des Simplex mit dem
groften (schlechtesten) Funktionswert ersetzt durch einen Punkt mit einem besseren Wert. Die-
ser wird durch Spiegelung, durch Streckung oder durch Stauchung entlang einer Geraden durch
die schlechteste Ecke gewonnen. Dies geschieht folgendermalen: Die n + 1 Ecken des aktuellen
Simplex im R" seien {x1, ..., z,+1}, wobei diese so sortiert seien, dass

flz1) <... < f(xngr)

gilt. Der Mittelwert der besten n Ecken wird mit

.f:

S|

n
>
i=1
bezeichnet. Punkte entlang der Geraden durch Z und z,,11 sind definiert durch
z(t) =z +t(xpy1 — ), teR.

Ein Iterationsschritt des Nelder-Mead-Verfahrens ist dann durch den folgenden Algorithmus ge-
geben.

Algorithmus 3.1.3: Nelder-Mead-Iterationsschritt

Input: Spiegelungsfaktor a >0, Streckung (> 1, Stauchung 7€ (0,1).

Bestimme Spiegelungspunkt Z(—a) und f_, = f(Z(—«))
if f(z1) < foa < f(2n)
% Der neue Punkt liefert weder den besten
% noch den schlechtesten Funktionswert
Ersetze z,41 durch Z(—a)
elseif [ , < f(z1)
% Der neue Punkt liefert den besten Funktionswert,
% untersuche Punkte, die noch weiter in dieser Richtung liegen,
% denn die Minimalstelle konnte auBerhalb des Simplex liegen
Bestimme Z(—af) und f_,g = f(z(—af))
if f—aﬁ < f(xl)
VergroBere das Simplex und ersetze z,4; durch Z(—af3)
else
Verzichte auf die Expansion des Simplex und
ersetze z,4; durch Z(—a)

end
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else % foa > f(zn)

% Die Minimalstelle liegt voraussichtlich innerhalb des Simplex
if f(SUn) < f—a < f(xn-i-l)

% &uBere Kontraktion

Bestimme Z(—ay) und f_n, = f(Z(—ay))
if f o< foa

Ersetze z,41 durch Z(—avy)
else

% Ziehe das Simplex um den besten Punkt z; zusammen
Setze xi:%(a:1+xi) 1=2,...,n+1

end
else % f_, ist der schlechteste Wert

% innere Kontraktion
Bestimme Z(y) und f, = f(Z(v))
if f'y < f(xn-i-l)

Ersetze z,4; durch Z(y)
else

% Ziehe das Simplex um den besten Punkt z; zusammen

Setze z; %(m1+wi) 1=2,....,n+1
end
end
end
X2
3 z(v) z I(—ay)  Z(—a) T(—af)
X1
Abb. 3.1:

Veranschaulichung der Nelder-Mead-Iteration
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Bemerkungen 3.1.2 i) Bei der Wahl der Parameter o, 3 und -y ist es in der Praxis iiblich, die
empirischen Werte « = 1, 3 = 2 und v = 1/2 zu verwenden.

ii) Ein typisches Abbruchkriterium fiir das Nelder-Mead- Verfahren ist die Forderung, dass die
Standardabweichung der Werte f(z1), ..., f(xn41) von

1 n+1

n+1;f($i)

f=

kleiner als eine feste Toleranz ¢ > 0 ist, d.h.

3.2 ABSTIEGSVERFAHREN

Abstiegsverfahren bieten eine Moglichkeit, das Minimum des Optimierungsproblems (3.1) iterativ
ndaherungsweise zu bestimmen. Jede Iteration eines Abstiegsverfahrens besteht aus zwei Schritten:

e bestimme Suchrichtung p;, € R”,
e bestimme Schrittweite a; > 0.

Die Iterationsvorschrift ist dann gegeben durch
Tpy1 = Tk + agpr, k € Np. (3.3)

Die Giite eines Abstiegsverfahrens hangt von der Effektivitiat der Suche in Richtung p; und der
Schrittweite o, ab. Unter der Annahme, dass f geniigend glatt ist, liefert eine Taylor-Entwicklung
von f

flx+ap) = flx)+aVix)p+e, e — 0.

a—0

Hieraus folgt die Bedingung an die Suchrichtung py

V() pr <0, falls Vf(xg) #0
P = 0, falls Vf(ack) =0.
Diese Eigenschaft gewahrleistet, dass py eine Abstiegsrichtung ist, d.h. fiir hinreichend kleine

ax > 0 gilt
[z + agpr) < flag).

Verschiedene Definitionen von py, fithren zu verschiedenen Abstiegsmethoden. Haufig wird die
Suchrichtung

pr = —BpV f(xy)

gewihlt, wobei By, eine symmetrische und positiv definite Matrix ist. Typische Wahlmoglichkeiten
fiir By, bzw. py, sind folgende:

e By = I, = pr = —V f(xy): Gradientenverfahren

e B, ' = D?f(xy): Newton-Verfahren; D? f(z) ist in einer hinreichend kleinen Umgebung
von dem Minimum z* positiv definit.

o Bk_1 ~ D? f(x},): Quasi-Newton Verfahren, bei denen die Hesse-Matrix D2 f (x,) approxi-
miert wird, z.B. das Broyden-Verfahren.
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e p = —Vf(xk) + Brpr_1: cg-Verfahren. Die Koeffizienten (33 werden dabei so gewihlt,
dass die Suchrichtungen pg, p1, . . . orthogonal zueinander sind.

Wie oben bereits erwihnt, liefert die Auswahl der Suchrichtung noch kein vollstdndiges Verfahren.
Es muss auch die Schrittweite oy, in jeder Iteration definiert werden. Am besten wire es, in jedem
Schritt k£ € Ny das globale Minimum von

dp(a) := f(zr + ap) (3.4)

zu bestimen. Dies ist allerdings meistens viel zu aufwandig und nur in wenigen Fillen kann das
globale Minimum von @, analytisch bestimmt werden. Ein Beispiel dafiir sind quadratische Funk-
tionen f.

Beispiel 3.2.1 A € R™*" sei eine symmetrische, positiv definite Matrix, b € R™ ein Vektor. Ist
dann die Funktion f : R” — R gegeben durch

flz) = 32T Az —bTx

SO minimiert

Cpp(Aze—b) _ ppV (k)
pr Apy, pl Apy,

die Funktion ®(a) = f(zk + apk).

Nachfolgend werden wir uns nun der Frage widmen, wie man «y, geeignet wihlt, wenn f eine
allgemeine nichtlineare Funktion ist.

3.3 SCHRITTWEITENSTEUERUNG

Bei der Steuerung der Schrittweite « ist zu beriicksichtigen, dass sie einerseits nicht zu grof3 sein
darf, damit ein Abstieg

[z + anpr) < flag) (3.5)

gewihrleistet ist, sie andererseits aber auch nicht zu klein sein darf, da sonst zu viele Iterationen
notig sind und das Verfahren ineffektiv wird. Wie Beispiel 3.3.1 zeigt, reicht dariiberhinaus die
Bedingung (3.5) im Allgemeinen nicht aus, um eine gegen das Minimum x* konvergente Folge
(rk)ken, zu erzeugen. Bei der Schrittweitensteuerung werden hinreichende Bedingungen an die
Schrittlinge gestellt und so ein Intervall der zuldssigen Werte fiir o, bestimmt.

Beispiel 3.3.1 Essei f : R — R die konvexe Funktion
Fl@) = (2 — 42— 1.
Dann besitzt f ein eindeutiges Minimum, f(z*) = —1. Ist (21 )ken, eine Folge, die

flay) =

erfullt, so verringert sich zwar in jeder Iteration der Funktionswert, die Folge (f(zx))ken, kon-
vergiert aber gegen O anstatt gegen das Minimum —1.

Bl

Um einen hinreichenden Abstieg bzgl. der Funktion f zu gewihrleisten, wird haufig folgende
Anforderung an oy, gestellt, die sog. Armijo-Bedingung

flay + awpr) < flag) + cragV f(z) pr (3.6)
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mit einer Konstanten ¢; € (0, 1). Sie hat ihren Ursprung in der Taylor-Entwicklung

flan + arpr) = f(xr) + axV f (@) py
—— —
<0 gewihlt

und kann mit der Bezeichnung aus Gleichung (3.4) auch folgendermalen formuliert werden
@k(ak) < (I)k(()) + clak‘b;(O).

Dac; € (0,1) und Vf(zx) pr < 0 gilt, ist Bedingung (3.6) fiir alle hinreichend kleinen Werte
oy > 0 erfillt. Daher ist die Armijo-Bedingung nicht ausreichend, um Effektivitiat des Verfah-
rens zu gewihrleisten. Damit inakzeptabel kleine Schrittweiten vermieden werden, ist eine zweite
Bedingung an «;, notwendig, z.B. die sog. Wolbungsbedingung

V f(xr + arpre) pr > 2V f (@r) pr 3.7

mit einer Konstanten ¢y € (c1,1), ¢; aus Bedingung (3.6). Wiederum kann diese Ungleichung
auch als eine Anforderung an ®;, formuliert werden,

Dl (a) = c2®,(0).

Die Wolbungsbedingung sichert also, dass die Steigung von ®j, in oy, groBer ist als der Faktor co
multipliziert mit der urspriinglichen Steigung @/ (0). Dies entspricht der Tatsache, dass f(z41)
fiir groBere Werte von ay, kleiner wird, falls die Steigung @) (cy;) negativ ist.

Bemerkung 3.3.2 In der Praxis wird c; meist relativ klein gewdhlt, etwa in der Grolenordnung
c1 = 1074, fiir ¢5 ist 0.9 ein iiblicher Wert.

Q

A
Y

- = -

Abb. 3.2: Zulassiger Bereich gemif der ersten (rot) und zweiten (griin) Wolfe-Bedingung

Numerik III, 21. Januar 2013



Abschnitt 3.3: Schrittweitensteuerung

79

Die Bedingung von Armijo (3.6) und die Wolbungsbedingung (3.7) sind auch zusammen unter
dem Namen Wolfe-Bedingungen bekannt und in Abbildung 3.2 anschaulich dargestellt. Diese Be-
dingungen sind allerdings immer noch relativ schwach und lassen auch Werte fiir o, zu, sodass
Zx+1 noch sehr weit weg von der Minimalstelle 2* liegt. Um dies zu vermeiden, kann man dieje-
nigen Werte fiir o, ausschlieBen, deren Ableitung betragsmafig zu grof} ist, und die somit zu weit
entfernt von lokalen und globalen Minima sind. Hierfiir ersetzt man die Wolbungsbedingung (3.7)
durch

V£ (zk + arpr) pr| < ea| V f (i) il (3.8)

Die Bedingung von Armijo (3.6) zusammen mit der Bedingung (3.8) fiir 0 < ¢; < ¢ < 1 werden
auch starke Wolfe-Bedingungen genannt.

Es ist nicht schwer zu beweisen (siche z.B. [Nocedal/Wright, Lemma 3.1]), dass es Schrittweiten
gibt, die die Wolfe- bzw. die starken Wolfe-Bedingungen erfiillen.

Lemma 33.3 f : R" — R sei stetig differenzierbar und p, € R sei eine Abstiegsrichtung in
dem Sinne, dass
Vf(l’k)Tpk <0

gilt. Auferdem sei f auf der Menge {x}. + apy | « > 0} nach unten beschrinkt. Dann existieren
fiir 0 < c1 < cg < 1 Intervalle fiir oy, sodass die Wolfe-Bedingungen (3.6) und (3.7) bzw. die
starken Wolfe-Bedingungen (3.6) und (3.8) erfiillt sind.

Neben den Wolfe-Bedingungen gibt es noch einige weitere Methoden, die Schrittlinge oy zu
bestimmen. Wir erwédhnen an dieser Stelle noch zwei Bedingungen:

i) die Goldstein-Bedingungen

Flar) + (1= )V (k) pe < flog + arpr) < fog) + carV () e (3.9)

mit einer Konstanten ¢ € (0,1/2). Die zweite Ungleichung ist dabei genau die Bedingung
von Armijo (3.6); die erste soll sichern, dass die Schrittlinge nicht zu klein ist. Problema-
tisch hierbei ist allerdings, dass dadurch Minimalstellen ausgeschlossen werden konnen.

ii) der Riicksetzungsalgorithmus. Dieser startet mit einer relativ grolen Schrittweite ozl(;)) und

verkleinert diese solange, bis die Armijo-Bedingung (3.6) erfiillt ist.

Algorithmus 3.3.1: Riicksetzungsalgorithmus zur Schrittweitensteuerung

Input: a}(€0)>0’ p€(0,1), ce(0,1).

Setze «ai = oz,(go)

while f(zy + appr) > flax) + copV f (k) i
Setze o = pay

end

In der Praxis ist der Riicksetzungsalgorithmus vor allem fiir das Newton-Verfahren geeignet,
nicht aber fiir Quasi-Newton-Verfahren. Der Faktor p € (0, 1) wird auch haufig pro Iteration
k € Ng angepasst.
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Fiir Abstiegsverfahren mit Schrittweitensteuerung iiber die Wolfe-Bedingungen (3.6) und (3.7)
kann man aus dem folgenden Satz von Zoutendijk eine Konvergenzaussage folgern.

Satz 3.3.4 (Zoutendijk) Es sei (z1)ren, C R" eine Folge der Form
T41 = T + QgPk, k € No,
wobei py. Abstiegsrichtungen seien, d.h.
Vi(ze)'pe <0 ¥k €N,

und die Schrittweiten «y, die Wolfe-Bedingungen (3.6) und (3.7) erfiillen. f : R™ — R sei nach
unten beschrinkt auf ganz R™ und stetig differenzierbar auf einer offenen Menge N, welche die
Levelset-Menge L := {x € R"|f(x) < f(xo)} enthiilt, wobei x( der Startvektor sei. Auflerdem
sei der Gradient V f auf N Lipschitz-stetig, d.h. es existiert ein L > 0, sodass

IVf(z) = Vil < Lilz—yll Vo,y € N.

Dann ist die Zoutendijk-Bedingung

o0
Zcos2 0|V f (z1)]|* < 00 (3.10)
k=0
erfiillt, wobei
i v/ T
IV f ()l |zl
Beweis. Siehe [Nocedal/Wright, Theorem 3.2] O

Die Zoutendijk-Bedingung (3.10) impliziert
cos® Ok[|V f () |> — 0 fiirk — oo.

Daraus ergibt sich ein Konvergenzresultat, d.h. |V f(zy)|| — 0 (kK — o0), falls der Winkel 6y,
zwischen der Suchrichtung pj und der Richtung des steilsten Abstiegs —V f(z)) von 90° weg
beschrinkt ist, also ein 6 > 0 existiert mit

cosf, >6>0 Vk € Np.

Bemerkung 3.3.5 Ahnlich zu Satz 3.3.4 kann man zeigen, dass die Zoutendijk-Bedingung (3.10)
ebenfalls erfiillt ist, wenn die Schrittweiten (o;)ken, nicht die Wolfe-Bedingungen (3.6) und
(3.7), sondern die starken Wolfe-Bedingungen (3.6) und (3.8) oder die Goldstein-Bedingungen
(3.9) erfiillen.

3.4 ALGORITHMEN ZUR AUSWAHL DER SCHRITTWEITE

Nachdem wir uns im letzten Abschnitt mit der Bestimmung von Intervallen zuldssiger Schritt-
weiten beschaftigt haben, werden wir nun konkrete Verfahren zur Auswahl der Schrittweite oy
vorstellen. Man geht hierbei in zwei Stufen vor:

1. FEinschachtelungsphase: Intervallbestimmung der zulédssigen Werte,

2. Bisektions- oder Interpolationsphase.
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Ausgehend von der Funktion ®, difiniert wie in (3.4), und von einer gegebenen Anfangsschritt-
(0)

weite ;. Uiberpriift man, ob diese die Armijo-Bedingung (3.6) erfiillt. Ist dies der Fall, so termi-

(0) ()]

niert man die Suche mit oy = oy, . Andernfalls liegt in [0, oy, '] eine zuldssige Schrittweite.

Die Idee des nachfolgenden Algorithmus besteht nun darin, anstatt die Minimalstelle von ®;, exakt
zu bestimmen, diese Funktion durch Polynome anzunzhern und von diesen die Minimalstellen zu
bestimmen. Dabei soll nicht in jeder Iteration der Wert der Ableitung ® an gewissen Stellen be-
stimmt werden, da dies héufig sehr aufwindig ist. Man verwendet lediglich ) (0) = V f(z;)Tp

sowie Funktionswerte von ®;. Aus den Daten ®4(0), @, (0) und @k(a,g )) bestimmt man das
quadratisches Polynom, welches die Interpolationsbedingungen

04,1(0) = 2£(0),
k1(0) = ,(0),

®j1 (o)) = @)

erfiillt, sowie dessen Minimalstelle a,g ) Erfiillt oz,({: ) die Armijo-Bedingung (3.6), so beendet man
die Suche und setzt oy, = a,g ). Andernfalls bestimmt man aus den Daten ©5(0), @,.(0), Py (a,go))
und @k(a,(j)) ein kubisches Polynom &y, 5, welches den Bedingungen

D 2(0) = ©4(0),
2,2(0) = (I);C(O)
Op (V) = (o),
Dra(af’) = Bi(af’)

geniigt. Erfiillt die Minimalstelle oz,(f) von @y o die Armijo-Bedingung (3.6), so setzt man

ap = a,(g ). Ansonsten fithrt man die kubische Interpolation mit den Interpolationsdaten ®(0),

5(0), Pp (o ; )) und Q)k(a,(f)) erneut durch usw. Sind bei dieser Iteration die Elemente a(] ) und
ag ~Y zu dicht beieinander oder ist die Differenz zwischen den beiden zu grof, so ersetzt man

a,(cj) durch a,(cj) = a,(j'*l)/z.

Der Algorithmus sieht dann folgendermallen aus.

Algorithmus 3.4.1: Schrittweitenbestimmung nach Armijo

Input: a,g)>0 DL, Omin, Omax > 0.
Berechne ®,(0), ®,.(0), ®x(« ())

if @k(a,i )) < &k (0) + cloz/,(€ )<I>§€(0) % Armijo-Bedingung
(0)

g = a,
return
else

% Bestimme quadratische Int.-Polynom und dessen Minimalstelle

a( ) . 05(0) /
- (1=~

o7

o 4 a®)(0) + @4 (0)
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P},(0) ()’
2(®p () — B, (0) — B

ol _

=~
—
=
~—
L
—
R.O
=
~—

Berechne @k(a,(fl))

if ocg)) — ocl(:) < Omin OF ag)) — 04;1) > Omax

% sind die Schrittweite oder der Unterschied zu klein?
(4)
all) = X
k 2
end
if @k(ag)) < @4 (0) —i—cla,(gl)(I);c(O) % Armijo-Bedingung
(1)

ap =
return
else
for 5=1,2,...
% Bestimme kubisches Int.-Polynom und dessen Minimalstelle
o 1
L N G TN BN )

(aj+1> o (@7 @2 [ u(al) - 2u(0) — @} 0)a
b — (@) ) \®lay V) - i(0) - B (0)a

D11 (@) = aj110° + bjr10” + a®(0) + 4(0)

. 2 . /
gty - Y V¥ =361 94(0)

3aj+1
Berechne @k(agﬂ))
G _ G+

if oz,(gj) - a](jﬂ) < Omin Or o’ — oy > Omax
@)
QU — Y%
x =
2
end

if @k(al(cjﬂ)) < Pk (0) + clangl)CI);(O) % Armijo-Bedingung

ap = oz,(gjﬂ)
return
end
end

end

end
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Bemerkungen 3.4.1 i) Algorithmus 3.4.1 testet in jeder Iteration nur die Armijo-Bedingung
(3.6). Dies hat den Vorteil, dass neben ®} (0) keine weiteren Werte der Ableitungen berech-
net werden miissen. Allerdings weill man deshalb nicht, ob die Wolfe- oder gar die starken
Wolfe-Bedingungen erfiillt sind.

ii) Die Anfangsschrittweite wird beim Newton- oder bei Quasi-Newton-Verfahren normaler-
weise auf 1 gesetzt. Beim Gradienten- oder cg-Verfahren wird ein iibliches Vorgehen zur
Bestimmung der Anfangsschrittweite a,(co) aus die Annahme gewonnen, dass die Verénde-
rung von dem Funktionswert f(xy) gegeniiber f(xy_1) bzgl. der ersten Ordnung von
bzw. a1 unegtahr gleich ist, d.h.

axV f(xe) ' pe = ap 1V f(xr_1) pp_1.

Daher setzt man
ORI Vf(@e—1)" pr—1
k T Vf(xk) Tk

Wie in der obigen Bemerkungen bereits erwédhnt, gewdhrleistet Algorithmus 3.4.1 nicht, dass
die (starken) Wolfe-Bedingungen erfiillt sind. Daher fiihren wir hier einen zweiten Algorithmus
an, der Schrittweiten zuriickgibt, welche den starken Wolfe-Bedingungen geniigen. Dieser nutzt
die Tatsache aus, dass in dem Intervall [oz](j _1), a,(f )] Schrittldngen liegen, die die starken Wolfe-
Bedingungen erfiillen, falls einer der folgenden drei Fille erfiillt ist:

1. a,(j ) verletzt die Armijo-Bedingung (3.6),

2. Bp(al) > @p(al V),
3. . (al) > 0.

Testet man diese neben den starken Wolfe-Bedingungen in einer geschickten Reihenfolge, sodass
die Bedingungen, welche die Ableitung von ®j erfordern, zuletzt getestet werden, so ergibt sich
der nachfolgende Algorithmus.
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Algorithmus 3.4.2: Schrittweitenbestimmung iiber starke Wolfe-Bedingungen

Input: amax >0, a](:) € (0, max) -

Setze a,(co) =0
for j7=1,2,...

Berechne @k(a,(cl))

if @k(a(j)) > @5 (0) +C1a,(€j)<I>§€(O) or [j>1 and @k(ag)) > q)k(afcj—l))]
op = Interpolation(agfl), a](fj))
return

end

Berechne ‘I)Z:(a/(cj))

if |9h(af))] < —c2®@},(0)
ap = a,(cj)
return

end

if ®a) >0
ag = InterpolatiOn(Oll(ﬁj)7 a,ij_l))
return

end

Wdhle oz,(cjﬂ) € (a,(gj)jamax)

end

Der hierbei aufgerufene Algorithmus Interpolation fiihrt die Ermittlung einer Schrittweite
ag) durch Interpolation und bzw. Bisektion so lange durch, bis eine Schrittweite gefunden ist,
die die starken Wolfe-Bedingungen erfiillt. Hierbei ist zu beachten, dass in dem Funktionsaufruf

(low)  (high) (low) (high) (low)

Interpolation(a, ,cqq ') im Allgemeinen nicht o < ay gilt, sondern ay,
und al(chlgh) durch folgende Eigenschaften charakterisiert sind:
1. das Intervall, welches durch die Werte oz,(glow) und a,(chigh) begrenzt wid, enthélt Schrittwei-

ten, welche den starken Wolfe-Bedingungen geniigen,

2. a,(clow) ist von allen bisher generierten Schrittlingen, die die Armijo-Bedingung (3.6)
erfiillen, diejenige mit dem kleinsten Funktionswert bzgl. ®y.

(high)

3. wird so gewdhlt, dass

low high low
&), (o) (oMW — o)) <0

gilt.
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Algorithmus 3.4.3: Interpolation

Input: agow),a,&high) > 0.

for 1=1,2,...
Bestimme mittels quadratischer oder kubischer Interpolation
oder Bisektion ein a,(f) zwischen agow) und a,(chigh)

Berechne @k(ag))
if (I)k(al(;)) > q)k(O) + clal(j)q);c(o) or ‘I)k(Oé;(;)) > q)k(a;(;ow))

al(ghigh) _ a,(f)

else

Berechne &) (ag))

if |0 (a)))] < —2®},(0)
(4)

ap = oy,
return
end
if éz(al(ﬂi))(a,(chigh) - a,glow)) >0
O[](chigh) _ O[](clow)
end
() = af
end
end
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3.5 NICHTLINEARES CG-VERFAHREN

Nachdem wir uns nun ausfiihrlich mit der Bestimmung der Schrittweite oy, beschiftigt haben,
mochten wir uns in diesem Abschnitt der Ermittlung der Suchrichtung p; nach dem cg-Verfahren
widmen. Aus [Numerik I, Kapitel 4] ist bereits das (lineare) cg-Verfahren bekannt, mit dem itera-
tiv die Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b fiir eine symmetrische, positiv definite
Matrix A approximiert werden kann. Man fasst hierbei die Losung x* als Minimalstelle der qua-
dratischen Funktion %xTA:c — b"'z auf. Um die Ahnlichkeit des nichtlinearen cg-Verfahrens mit
dem linearen zu zeigen, fithren wir - allerdings ohne weitere Erlduterungen - nochmals das cg-
Verfahren fiir den linearen Fall an.

Algorithmus 3.5.1: Lineares cg-Verfahren

Input: zp € R", AeR"™",

To = A.To — b
Po = —To
k=0
while |rg|| #0
r%rk
g = —7
Py, Apr

Th4+1 = Tk + QP
The1 = Axpy1 — b =1 + apApy

T
Tht1Tk+1
Brt1 = —F——
TLTk
Pk+1 = —Tkt1 + Brr1Pk
k=k—+1

end

Algorithmus 3.5.1 kann man nun leicht zur Minimierung einer Funktion f von dem Fall
f(z) =2t Az — bz

auf allgemeine glatte Funktionen f : R™ — R iibertragen. Dabei miissen zwei Punkte beachtet
werden:

1. Die Schrittweite o, wird nun iiber einen der speziellen Algorithmen zur Schrittweitenbe-
stimmung ermittelt, z.B. mittels Algorithmus 3.3.1,3.4.1 oder 3.4.2.

2. Das Residuum 7y, welches nichts anderes als der Gradient von f ausgewertet an der Stelle
xy, ist, wird nun durch den Wert des Gradienten der zu untersuchenden nichtlinearen Funk-
tion f an der Stelle xj, ersetzt.

Dies fiihrt zu folgendem Vorgehen, dem nichtlinearen cg-Verfahren nach Fletcher-Reeves.
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Algorithmus 3.5.2: Nichtlineares cg-Verfahren nach Fletcher-Reeves

Input: 29 €R", f:R" —=R.

Berechne Vfy =V f(zg)
po=—Vio
k=0
while |V /i #0
Bestimme Schrittweite a; mit einem geeigneten Algorithmus
Tk4+1 = Tk + Dk
Berechne Vfi11 = Vf(zrt1)
GrR — ViV e
A
Pt = —V fir1 + B Dk
k=k+1

end

Bemerkungen 3.5.1 i) Fir f(z) = $27 Az — bz stimmen die Algorithmen 3.5.2 und 3.5.1
iiberein.

ii) Es sind weitere Varianten des nichtlinearen cg- Verfahrens bekannt. Diese unterscheiden sich
im Wesentlichen in der Wahl des (341 . Wir erwihnen hier noch zwei andere Definitionen:

— Variante von Polak-Rebiére:

pr _ VI (Vi — Vi)
s IV fil?

— Variante von Hestenes-Stiefel:

BHS _ Vf]z;_l(vfk—i-l - vfk)
ML (Ve — V) Tk
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OPTIMIERUNG UNTER
NEBENBEDINGUNGEN

In diesem Kapitel werden wir uns nun der Frage widmen, wie man vorgehen kann, um eine Funk-
tion f : R™ — R nicht mehr auf ganz R”, sondern auf einer Menge 2 C R"™ zu minimieren.
Genauer werden wir den Fall betrachten, dass €2 eine Menge der Form

Q={zeR"|h(zx)=0, g(z) <0}
ist. Dies entspricht dem Probem

minimiere f(x) in R"
unter den Nebenbedingungen

h(z) =0 h:R"™ — R™,
g(x) <0 g:R" - RF

mit m + k£ < n. Um unsere Notation zu verdeutlichen, betrachte man das nachfolgende Beispiel.
Beispiel 4.0.1 Es sei das folgende Optimierungsproblem gegeben:

minimiere (z; — 2)? 4 (z2 — 2)? in R?
unter den Nebenbedingungen

x%—:ngg()
1+ 70 < 2.

Dann ist fiir x = (21, 22)7 € R?

undm =0, k = 2.

Bevor wir nun zwei Verfahren zur Losung von solchen restringierten Optimierungsproblemen
vorstellen werden, bemerken wir an dieser Stelle noch, dass sich Restriktionen der Form g(x) < 0
in der Form g(x) = 0 schreiben lassen, indem man

g(z) := max{0, g(x)}
setzt. Daher werden wir im Folgenden nur Probleme der Form

{minimiere f(z) in R"™ 4.1

unter der Nebenbedingung h(z) = 0

mit f : R” — R, h: R" — R™ und m < n betrachten.



Kapitel 4: Optimierung unter Nebenbedingungen

4.1 STRAFTERMMETHODE

Die grundlegende Idee der Straftermmethode besteht darin, das restringierte Problem (4.1) in eine
Folge nichtrestringierter Optimierungsprobleme zu iiberfiihren, deren Minimalstellen x; gegen
die Losung =* von (4.1) konvergieren.

Hierfiir definieren wir die Straf-Lagrangefunktion L, : R™ — R tiber

Lo(@) = (&) + 5rllh)P

Der Parameter 7 > 0 heil3it Strafparameter. Auf (2, d.h. falls die Nebenbedingungen erfiillt sind,
ist die Minimierung von f zur Minimierung vonL dquivalent. Falls wir nun aber die Folge nicht-
restringierter Optimierungsprobleme

minimiere £, (x) in R" (42)

betrachten, so stimmen deren Minimalstellen 7 im Allgemeinen nicht mit z* iiberein. Wahlt man
aber (7;)keny C R4 als eine monoton wachsende Folge von positiven Strafparametern, sodass

T, — oo fiir k — 00

gilt, so strebt die Zielfunktion £, (x) gegen Unendlich, es sei denn die Nebenbedingungen sind
erfiillt, also h(x) = 0. Daher konvergiert unter bestimmten Voraussetzungen die Folge (x})xen
der Losungen von (4.2) gegen die auf € gesuchte Minimalstelle 2*. Genauer gilt folgender Satz.

Satz 4.1.1 (Konvergenz der Straftermmethode) Es seien f : R" — R und h : R® — R™
mit m < n stetige Funktionen auf einer abgeschlossenen Menge K C R" und die Folge der
Strafparameter 1, > 0 divergiere monoton,

T — 00 fiir k — oo.
xy, sei eine globale Minimalstelle des Problems
minimiere L., (x) in K C R"
im Iterationsschritt k € N. Dann gilt
xy — " fiirk — oo,
wobei x* eine globale Minimalstelle von f auf K ist und der Nebenbedingung h(z*) = 0 geniigt.

Bemerkungen 4.1.2 i) Fiir 7, — oo wird die Kondition der zugehorigen Optimierungsauf-
gaben (4.2) immer schlechter. Auf der anderen Seite darf die Folge der Strafparameter auch
nicht zu langsam wachsen, da dies die Konvergenz des gesamten Verfahrens erheblich ver-
langsamen wiirde. Damit die numerische Losung der Probleme (4.2) nicht zu aufwéndig
werden, hilft es, die Startvektoren fiir das Verfahren zur Bestimmung von x;, moglichst gut
zu wihlen. Geschickt ist zum Beispiel, die Minimalstelle x), aus der k-ten Iteration in der
(k + 1)-ten Iteration als Starvektor einzusetzen.

ii) Hinsichtlich der Wahl der Strafparameter 1y ist es iiblich, einen nicht zu groBen Wert 1,
auszuwéhlen und dann 1,11 = p7y fiir k € N zu setzen, wobei p in der Praxis ein Faktor
zwischen 4 und 10 ist.
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4.2 LAGRANGE-MULTIPLIKATOREN

Eine Modifikation der Straftermmethode liefert der folgende Ansatz: Anstatt die Straf-

Lagrangefunktion £, zu minimieren, betrachtet man die Funktion G, : R" x R™ — R, die
durch

G (2, 0) = f(z) + ATh(z) + %Tuh(x)y\? 4.3)

definiert ist, wobei A € R™ ein Lagrange-Multiplikator ist. Wendet man nun das Vorgehen der
Straftermmethode an, so erhédlt man fiir & € N eine Folge von Problemen

minimiere G, (z, \;) fir z € R",

wobei (Ag)ren eine beschrinkte Folge von Vektoren im R™ ist und 75, > 0 Strafparameter wie in
Abschnitt 4.1 sind. Satz 4.1.1 Idsst sich auch auf dieses Verfahren iibertragen, sofern die Folge der
Lagrange-Multiplikatoren als beschrinkt angenommen werden darf. Ublicherweise wihlt man die
Multiplikation gemaf

)‘k-i-l = )\k + Tkh(iL’Z),

wobei A\g € R™ ein gegebener Startvektor ist.

Bemerkungen 4.2.1 i) Ein Nachteil dieser Formulierung ist die Tatsache, dass die Existenz
einer Minimalstelle von (4.3) nicht gewihrleistet ist, nicht einmal in dem Fall, dass f ein
eindeutiges globales Minimum besitzt.

ii) Gegeniiber der Straftermmethode vorteilhaft ist bei diesem Verfahren, dass die Folge
(Tk)ken nicht mehr gegen Unendlich zu divergieren braucht, sondern sondern konstant sein
kann. Daher sind die im Verfahren auftretenden Optimierungsprobleme im Allgemeinen
besser konditioniert. Dariiberhinaus weist dieses Vorgehen deutlich bessere Konvergenzei-
genschaften auf als die Straftermmethode. Die Konvergenz ist hier unter bestimmten Vor-
aussetzungen superlinear, siehe [Quarteroni et. al., Band 1, Abschnitt 7.3.3].
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