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Aufgabe 14 (Fortsetzung: Mehrschrittverfahren, Konsistenzordnung, Konvergenz) (4 Punkte)
Priifen Sie, ob das Mehrschrittverfahren aus Aufgabe 12

h
Yj+a — Yj = §(8fj+1 —4fjto +8fj+3)

konvergent ist.

Hinweis: In Aufgabe 12 haben Sie bereits die Konsistenzordnung p = 4 dieses Mehrschrittverfahrens be-
stimmt. Es gilt: Fin lineares Mehrschrittverfahren ist genau dann konvergent, wenn es konsistent und stabil
ist (Dahlquist). Somit bleibt noch die Stabilitdt zu zeigen.

Definition 1. Ein lineares Mehrschrittverfahren heif$t stabil (auch null-stabil), wenn alle Nullstellen z; des

charakteristischen Polynoms p(z) = Zﬁ:o a,2" in der Einheitskreisscheibe liegen, d.h. wenn |z;| < 1, und
die Nullstellen auf dem Rand, d.h. die Nullstellen mit |z;| = 1, nur einfach auftreten.

Aufgabe 15 (Mehrschrittverfahren, Milne-Simpson Verfahren, Konsistenz, Stabilitdt) (444+8* Punkte)
Gegeben sei das Milne-Simpson Verfahren mit Schrittzahl k£ = 2:

h
Yir1 = Yj—1+ g(fj—i—l +4f;+ fi-1)

a) Untersuchen Sie das Verfahren auf Konsistenz und Stabilitdt und bestimmen Sie seine Konsistenzord-
nung.

b) Wenden Sie das Verfahren auf die folgende Anfangswertaufgabe an
y =-y, y(0)=1

Stellen Sie die resultierende homogene, lineare Differenzengleichung fiir die Néherung y; auf und be-
stimmen Sie deren Losung. Als Startschritt zur Berechnung von y; verwenden Sie einen expliziten
Euler-Schritt.

c) Zeigen Sie fiir die Ndherung aus b) durch Entwicklung der h-Potenzen:
y; = c1(W)A1(h) + ()Xo (h),
A(h) =1—h+O(h?),
Ao(h) = —=(1+h/3) + O(h?),
ci(h) =1+ O(h?),
ca(h) = O(h?).

Welche Folgerung ergibt sich hieraus fiir die Naherung y(¢, h) an einer festen Stelle ¢ > 07



Hinweis: Verwenden Sie bei Aufgabenteil b) den folgenden Satz:

Satz 1. Gegeben sei eine lineare, homogene Differenzengleichung mit Koeffizienten oy, ag # 0

k
D aiwii=0, j=0,1,...
=0

Dann gilt:

a) Ist zy eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(z) := Zf:o @iz', so ist durch w; = z{ eine
Lésung der Differenzengleichung gegeben.

b) Ist z1 eine doppelte Nullstelle von p, so ist neben w; = z{ auch w; := jz{ eine Losung der Differen-
zengleichung.

c) Sind z1,...,z, die paarweise verschiedenen (einfachen) Nullstellen von p, so lautet die allgemeine
.. . . <k j
Lésung der Differenzengleichung wj =Y 7 4 ¢;z; .

Aufgabe 16 (Programmieraufgabe, Inhdrente Instabilitit) (8 Punkte)

Losen Sie das Anfangswertproblem

2 2x
T T — 0) =0
y (y o) T @11 y(0)

mit
a) dem Trapezregel-Verfahren,
b) dem impliziten Runge-Kutta-Verfahren aus Aufgabe 9 ¢) und

¢) dem Adams-Bashforth-Verfahren
(Verwenden Sie fiir die Startwerte das klassische RK4, sieche Aufgabe 8).

Verwenden Sie fiir jedes Verfahren 1000 Schritte. Zeichnen Sie alle Losungen gemeinsam mit der exakten

Losung y(z) = l_f% fiir z € [0, 3] in eine gemeinsame Grafik. Verwenden Sie ylim([-1.5,1.51) ;.

Hinweise:

Die Programmieraufgaben sind in Matlab zu erstellen. Senden Sie alle Files in einer E-mail mit dem Betreff
Loesung-Blatt7 an angewandte.numerik@uni-ulm.de (Abgabetermin jeweils wie beim Theorieteil).
Drucken Sie zusitzlich allen Programmcode sowie die Ergebnisse aus und geben Sie diese vor der Ubung ab.
Der Source Code sollte strukturiert und, wenn nétig, dokumentiert sein.



