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Angewandte Numerik 2

Aufgabe 14 (Fortsetzung: Mehrschrittverfahren, Konsistenzordnung, Konvergenz) (4 Punkte)
Priifen Sie, ob das Mehrschrittverfahren aus Aufgabe 12

h
Yjta —Yj = §(8fj+1 —4fjr2+8fj43)

konvergent ist.

Hinweis: In Aufgabe 12 haben Sie bereits die Konsistenzordnung p = 4 dieses Mehrschrittverfahrens be-
stimmt. Es gilt: Fin lineares Mehrschrittverfahren ist genau dann konvergent, wenn es konsistent und stabil
ist (Dahlquist). Somit bleibt noch die Stabilitat zu zeigen.

Definition 1. Ein lineares Mehrschrittverfahren heif$t stabil (auch null-stabil ), wenn alle Nullstellen z; des
charakteristischen Polynoms p(z) = Zf:o a, 2" in der Einheitskreisscheibe liegen, d.h. wenn |zj| < 1, und
die Nullstellen auf dem Rand, d.h. die Nullstellen mit |z;| = 1, nur einfach auftreten.

Losung:

In Aufgabe 12 wurde bereits die Konsistenz des Verfahrens iiberpriift und die Konsistenzordnung bestimmt.
Wir geben die Losung zu Aufgabe 12 hier nochmals an:

1. Priife Konsistenz:
Zeige hierzu

4 4 4
Zaizo und Ziai—Z&:O.
i=0 i=0 i=0

Es gilt

Das Verfahren ist somit konsistent.

2. Priife Konsistenzordnung:
Bestimme hierzu grofites p mit

4



Fiir [ = 2 gilt:

4
Zaii2:1-42:16 und
1=0

4 8
22@2_2( o224 5 3>:16.

Fiir [ = 3 gilt:

4
Zaiigz 1-43=64 und
=0

4 8 8§ 16 72
2 = 1= .92 2 —3(- - =4+ 2 =64
3§ Byi? 3( 3 +33> 3<3 3+3) 6

Fiir [ = 4 gilt:

4
Zaii4 =1-4*=256 und
1=0

4 8 8 32 216 192
4 =4(-1--- 2423 ) =44+ ) =4—F=2
Zﬁn ( . +33> (3 3+3) 5 = 256.

Fiir [ = 5 gilt:

4
D i’ =1-4°=1024, aber
1=0

8 8 64 648 2960
5 =5 1—7 204 .3 ) =5 - — 4+ — ) = == =986, 666.
ZBZZ ( 37773 > (3 3 " 3) 3 ’

Das Verfahren hat also die Konsistenzordnung p = 4.
Hier in Aufgabe 14 soll gepriift werden, ob das Verfahren konvergent ist:

3. Priife Konvergenz:
Ein lineares Mehrschrittverfahren ist genau dann konvergent, wenn es konsistent und stabil ist.
Es bleibt somit noch die Stabilitdt zu zeigen.

Ein lineares Mehrschrittverfahren ist stabil, wenn alle Nullstellen z; des charakteristischen Polynoms
p(z) in der Einheitskreisscheibe liegen, d.h. |z;| < 1, und diejenigen, die auf dem Rand liegen, d.h.
|zj| = 1, nur einfach auftreten.

Betrachte das charakteristische Polynom p(z) = ayz* + a323 + a22? + 2! + ag = 2* — 1 zur obigen
Gleichung. Die Berechnung der Nullstellen liefert

p(Z):z4_1:0 < 21:172'2:_1’23:@"2,4:_2‘.

Da |z1] =1, |22] =1, |23] = 1, |z4] = 1 und alle Nullstellen z1, ..., z4 einfache Nullstellen sind, ist das
Verfahren stabil. Somit folgt die Konvergenz des Mehrschrittverfahrens.

Aufgabe 15 (Mehrschrittverfahren, Milne-Simpson Verfahren, Konsistenz, Stabilitdt) (4+4+8* Punkte)
Gegeben sei das Milne-Simpson Verfahren mit Schrittzahl k = 2:

Yj+1 = Yj—1+ & (f]+1+4fg+f] 1)



a) Untersuchen Sie das Verfahren auf Konsistenz und Stabilitdt und bestimmen Sie seine Konsistenzord-
nung.

b) Wenden Sie das Verfahren auf die folgende Anfangswertaufgabe an
y'=-y, y(0)=1

Stellen Sie die resultierende homogene, lineare Differenzengleichung fiir die Néherung y; auf und be-
stimmen Sie deren Losung. Als Startschritt zur Berechnung von y; verwenden Sie einen expliziten
Euler-Schritt.

c) Zeigen Sie fiir die Naherung aus b) durch Entwicklung der h-Potenzen:

y; = c1(h)A1(h) + ca(h)Aa(h)?,

AM(h) =1—h+0O(h?),
Xa(h) = —(1+ h/3) + O(Rh?),
c1(h) = 14 O(h?),

ca(h) = O(h?).

Welche Folgerung ergibt sich hieraus fiir die Naherung y(t, h) an einer festen Stelle ¢ > 07

Hinweis: Verwenden Sie bei Aufgabenteil b) den folgenden Satz:

Satz 1. Gegeben sei eine lineare, homogene Differenzengleichung mit Koeffizienten oy, ax # 0

Zaiwjﬂ-:O, j:(),l,...

Dann gilt:

a) Ist zy eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(z) 1= Zf:o @iz, so ist durch wj = 2l eine
Liosung der Differenzengleichung gegeben.

b) Ist z1 eine doppelte Nullstelle von p, so ist neben w; := z{ auch w; = jz{ eine Losung der Differen-
zengleichunyg.
c¢) Sind zi,...,z, die paarweise verschiedenen (einfachen) Nullstellen von p, so lautet die allgemeine

Losung der Differenzengleichung w; = Zf:l iz

Losung:
a) Aus
Yjr1 =Yj1+ 3 (fg+1 +4f; + fi-1)
erhdlt man durch Indexverschiebung
h
Yj+2 = Yj + g(fj-&-Q +4fj+1+ f5),

1 4 1
alsoas =1, a1 =0, a0 = -1, B2 =3, 81 = 3 und By = 3.

1. Priife Konsistenz:
Zeige hierzu

2 2 2
Zai:0 und Ziai—Zﬁi:Q
i=0 i=0 i=0



Es gilt

M

aj=—1+0+1=0,
i=0

[\

D iy =0-(-1)+1-0+2-1=2 und
=0

S himitati=ood
pa 33 3 3 7

[\

Somit ist das Verfahren konsistent.
2. Bestimme Konsistenzordnung:
o [=2:

2
Zaii2:1-22:4 und
=0

4 1 6
2Y Bt =2(-0+-1+-2) =2, =4
252 ( o +3) ’

o [=3:

2
Zaii3:1-23:8 und
=0

1 4 1
3 =3(=0 712 22)=3(=-+2-4)=38.
Zﬁzz ( +a g ) <3+3>

o | =4:

2
Zaiz‘4:1-24:16 und
1=0

4
42@2 _4( +323>:4<3+§>:16.
o [=015:

Zaii5 =1-2°=32, aber

4 16 _ 100
it = Lot) _5(2 =5 =
5§ Biit = 5( + 3 > 5<3 3) 5 3

Somit hat das Verfahren die Konsistenzordnung p = 4.

3. Priife Stabilitdt: :
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p(z2)=22-1=0 <= (z—1)(2+1)=0

sind z; = 1 und 23 = —1. Da |z1] = 1, |22] = 1 und beide Nullstellen einfache Nullstellen sind, ist
das Verfahren stabil und damit auch konvergent.

b) Anwenden des Verfahrens auf die Differentialgleichung y’ = —y liefert

fj+2 = —?Jj+2,fj+1 = _yj—I—l;fj = -



und damit

h
Yjr2 —Yj = 3(fj+2 +4fis1+ f5)
h
— Yjt2 — Yj = _g(yj—i-Z +4yj +y))
h
= itz =Y+ 3 Wire + 4y +y5) =0

3
h 4h h
<— §+1 yj+2—|—?yj+1—|— g—l ijO.
Das charakteristische Polynom dieser Differenzengleichung lautet

p@)=<g+ﬂ>z2+%ﬁz+<g—l>.

Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

p(z):(g—f—l)zz—{—?z—i—(g—l):()

— ,272+ﬁ 5 z+h_3 5 =0
3 (h+3) 3 h+3
— 22+ ah z+h_3=
h+3" " h+3
— <Z+ ml>f+h—3_ an*
h+3 h+3 (h+3)?
. <Z+ w1>2: 4h?  h-3
h+3 (h+3)2 h+3
— . _i¢ 4h2  h—-3 2k
/2 (h+3)2 h+3 h+3

)
_ L[4 (h=3)(h+3) 2R
B (h+3)2 Ch+3
4n% — (2 —9)  2h

=+ —
(h+3)2 h+3

3 +9 2
(h+3)2 h+3

==

B 2h 3h%2+9
h+3 \[(h+3)?

—2h+V3h2+9
h+3 )

Mit Satz 1 ¢) folgt, dass die allgemeine Losung der Differenzengleichung (1) lautet:
vy = c1(h) 2 + ea(h) 23,

Mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 folgt
y(()):yo:clz(f+62,zgél = a+c=1

Macht man nun einen Schritt mit dem expliziten Euler Verfahren so gilt

y1 = yo + hf(to,y0) =yo+h-(=yo) =1-h



und damit
Y1 = (1 — h) = c121 + Cc229.
Einsetzen der beiden Anfangsbedingungen ineinander liefert
1—h-—
C1Z1+(1—61)22:1—h < 61:722.
Z1 — %9
Zusammen mit den Nullstellen des charakteristischen Polynoms folgt
—2h—+/3h%+9
(A—h) - =55

cp=ci1(h) =
1=ci(h) —2h++/3h?19 _ —2h—/3R219
ht3 ht3

(h+3)(1—h) - (—2n - V3RZ+ 9)
 2h V3T O (—2n - v3R7+9)
(h+3)(1—h)+2h++V3h?+9

2v3h%2+9
(W31 —h)+2n 1
T 23R 19 2
 3-h? 1
T oBhEi9 2
Wegen (2) folgt
h? -3 1
CQ—CQ(h)—l—Cl—Qim+§.

Fiir die allgemeine Losung der Differenzengleichung (1) ergibt sich also:
yj = c1(h) 2] +ea(h) 2

_< 3—h° 1) <—2h+¢m>j+< h2—3 1) <_2h-¢m>3’_

— — 4+
2V3h2+9 2 h+3 2V3h2+9 2 h+3
c) Nach Aufgabenteil b) gilt:

yj=( 317 1> <—2h+\/m>j+< h? -3 1) <—2h—\/m>j

2/3h2 -9 2 h+3 2v3h2 -9 2 h+3
=c1(h) =1 (h)J =c2(h) =:Aa(h)J
und damit
—2h ++/3hZ+9
M(h) =
h+3
0+3
Al(h”hzozz“ffg’zzl
vy — (2 VB " 2(h+3)+2h  1(3h2+9)"26h(h+3) - VBRT+9
e h+3 — (h+3)2 (h+ 3)?
=64 2(3h% +9)7/26h(h +3) — V3hZ+9
N (h+ 3)2
_ —6V3h2+9+3h(h+3)—3h?—9
(h+3)2V3h?+9
~ —6v3h2+9+9h -9
(h+3)2V/3h2 +9
~18 -9
Xl(h)'h:O =53 =1

9-3



Somit liefert die Taylor-Entwicklung von A; nach h an der Stelle h =0
Ar(h) = Ai(h)|,_o + hAY(R)],_, + O(h®) =1 — h + O(h?).

Analog gilt

—2h —+/3h%2+9
Az(h) = h+3
-3

/\2(h)|h:0 ~ 3 - —1

(3+h)(=2 — §(3h* +9)7"/26h) — (~2h — V3h% +9)
(34 h)?

Xo(h) =

—-6+3 1
MWl = =g =73

und mit der Taylor-Entwicklung von s nach h an der Stelle h = 0
1 1
Xo(h) = Aa(h)|,_o + hAs(h)|,_, + O(R®) = =1 — Sh+ O(h?) = -1+ 3h) + O(h?).

Und weiter gilt

8- h? 1
NG e
3 1
Cl(h)‘h:o = Tg + 5 =1
¢ (k) = —2h(2v/3h2 — 9) — (3 — h?)(3h* — 9)~1/26h
! 4(3h2 —9)
Cll(h)‘hzo =0

ea(h) = 1 — c1(h)

d.h. wir erhalten mit Taylor-Entwicklung

ci(h) = c1(h)|,_, + hey(h)|,_, + O(h*) = 1+ O(h?)
ca(h) = ca(h)|,_, + heh(h)],_, + O(h*) = O(h?).
Aufgabe 16 (Programmieraufgabe, Inhdrente Instabilitit) (8 Punkte)

Losen Sie das Anfangswertproblem

2 2
/ = 1 — r =
4 0<y x2+1> T @ y(0)=0

mit
a) dem Trapezregel-Verfahren,
b) dem impliziten Runge-Kutta-Verfahren aus Aufgabe 9 ¢) und

c) dem Adams-Bashforth-Verfahren
(Verwenden Sie fiir die Startwerte das klassische RK4, siehe Aufgabe 8).
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Verwenden Sie fiir jedes Verfahren 1000 Schritte. Zeichnen Sie alle Losungen gemeinsam mit der exakten

Losung y(z) = H“j% fiir z € [0, 3] in eine gemeinsame Grafik. Verwenden Sie ylim([-1.5,1.51) ;.

Losung

% Angewandte Numerik 2, WS 2013/2014

% Blatt 7, Aufgabe 16: Inhaerente Instabilitaet
%

% Loesungsvorschlag

%

% Hauptprogramm

clear all;
close all;

%% Initialisierungen

% Art der Berechnung der Startwerte des Adams—Bashforth—Verfahrens

% art = 1; % Startwerte exakt berechnen weber y_exakt(.)

art = 2; % Startwerte mit klassischem Runge—Kutta—Verfahren 4. Ordnung ber.
% art = 3; % Startwerte mit dem expliziten Fulerverfahren berechnen

f =@Q(x,y) 10x(y—=x."2./(x.724+1))+2%x./(1+x.72).72; % Differentialgleichung

yO = 0; % Anfangswert

t0 = 0; % Zeitintervall
tN = 3;

N = 1000;

y_exakt = Q(x) x.72./(1+x.72); % exakte Loesung

%% Naeherungs—Loesungen mit 3 verschiedenen Verfahren

[yT,tT|=trapezregelVerfahren (f,t0,y0 tN ,N,1e—10);
[yR,tR]=rungekuttalmplicit (f,t0,y0,tN ,N,5);
[yA,tA|=adamsBashforthVerfahren (f,t0,y0 ,tN,N, art, y_ exakt);

%% Plotten

tplot = linspace(t0,tN,1000);

plot (tplot , y_ exakt(tplot),’r’);

hold on

plot (tT, yT, ’b’, tA, yA, 'm:’, tR, yR, ’¢c—")

title (’Inh%orente_Instabilit%ot:_Verschiedene_Verfahren’, ’Fontsize’, 14)

legend ( "exakte_L"sung’,’ Trapezregel—Verfahren’,
"Adams—Bashforth—Verfahren’, 'Implizites_Runge—Kutta—Verfahren’)

xlabel (7t ")

ylabel(’y’)

ylim ([ —-1.5,1.5])

% Angewandte Numerik 2, WS 2013/201/
% Blatt 7, Aufgabe 16: Inhaerente Instabilitaet
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% Loesungsvorschlag

%

% Trapezregel—Verfahren

%

% Input : f: Differentialgleichung

% ta: Startzeitpunkt

% ya: Startwert

% te: FEndzeitpunkt

% N: Anzahl Gitterpunkte bzw. Zeitschritte
% tol: relative Toleranz fuer Iterationsschleife
%

% Output : y: Naeherungswerte zu

% t: Zeitpunkte

function [y,t|=trapezregelVerfahren(f,ta,ya,te ,N,tol)

%% Initialisierungen

epsl=10"(—10); % Grenze fuer Abbruchkriterium
h = (te—ta)/N;
t = ta:h:te; % Gitter anlegen
y = zeros(length(ya) N+1); % die zu berechnenden Naeherungswerte
y(:,1) = ya; % Startwert speichern
%% Naeherungswerte berechnen
for k=1:N % berechne alle y k: y(:,2),...,y(:,N+1)
y(:,k+l)=y(:,k); % Startwert fuer die Iterationsschleife zur
% Berechnung von y(:,k+1)
iter = 1;
while (1) % Berechnung von y(:,k+1)
yalt=y (: ,k+1);
Y KED) =y (k) (/20 (F(E (k) v ()4 E (6 (ke 1),y (k1))
% Abbruchkriterium der Iterationsschleife
if (norm(y (:,k+1)—yalt)<=max(epsl ,norm(yalt))xtol)
break;
end
iter = iter+1;
end
end
end
% Angewandte Numerik 2, WS 2013/2014
% Blatt 7, Aufgabe 16: Inhaerente Instabilitaet
%
% Loesungsvorschlag
%
% Implizites Runge—Kutta—Verfahren
%
% Input: f: Differentialgleichung
% ta: Startzeitpunkt
% ya: Startwert zum Zeitpunkt ta
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% te: Endzeitpunkt

% N: Anzahl Gitterpunkte bzw. Zeitschritte

% M: Anzahl Schritte des Iterationsverfahrens
%

% Output : y: Naeherungswerte zu

% t: Zeitpunkte

function [y,t]=rungekuttalmplicit(f, ta,ya,te N M)
h=(te—ta)/N;

h6=h/6;

t = ta:h:te; % Gitter anlegen

y=zeros (length(ya) ,N+1);

y(:,1) = ya; % Startwert schreiben

for i=1:N % durchlaufe Gitterpunkte
%setze Startwerte fuer Iterationsverfahren
kl=zeros (length(ya), 1);
k2=zeros (length(ya) ,1);
%starte Iterationsverfahren
for j=1:M
klalt=kl; % alte Werte merken fuer Iteration
k2alt=k2;
k1=f(t(i),y(:,1)+h6x(klalt—-k2alt));
k2=f (t (i)+h/2,y(:,1)+h6x(klalt+2xk2alt));
end
k3=f(t(i)+h,y(:,1)+h6x(kl+5xk2));
y(:,i+1)=y(:,1)+h6*(kl+4xk2+k3);
end
end

% Angewandte Numerik 2, WS 2013/2014

% Blatt 7, Aufgabe 16: Inhaerente Instabilitaet
%

% Loesungsvorschlag

%

% Adams—Bashforth—Verfahren

%

% Input f: Differentialgleichung

% ta: Startzeitpunkt

% ya: erster Startwert zum Zeitpunkt ta

% te: Endzeitpunkt

% N: Anzahl Gitterpunkte bzw. Zeitschritte

% art: Art, wie Startwerte berechmet werden

% art=1: Startwerte exakt

% art=2: Startwerte mit dem klassischen Runge—Kutta—V. 4.Ordnung
% art=3: Startwerte mit dem expliziten Euler

% y_exakt:

% exakte Loesung zur Berechnung der Startwerte falls art==1
%

% Output : y: Naeherungswerte zu

% t: Zeitpunkte
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function [y, t|=adamsBashforthVerfahren(f, ta,ya,te N, art, y exakt)

%% Initialisierungen

h=(te—ta)/N;
t = ta:h:te; % Gitter anlegen
y=zeros (length(ya) N+1); % Speicher fuer die Naeherungswerte

%% Berechnung der ersten 4 Startwerte: fj(:,7) und y(:,7), j=1,...,4

% Startrechnung: fuer j=1 exakte Werte

fj = zeros(length(ya) ,N+1);

£ (:,1) — f(ta,ya);

y(:,1) = ya; % erster Startwert speichern

% Startwerte fuer j=2,...,4 berchnen
switch art
case 1 %erakte Werte als Startwere
for j=1:3 %Achtung Indexverschiebung , muss Vektoren bei 1 starten
%y0=y (:,1) wurde oben schon belegt
v (i, i 1)y _exakt(t(j+1));
£ Coj+D)=£(t(j+1),y(:,i+1));

end
case 2 %Startwerte mit dem klassischen Runge—Kutta—V. 4.Ordnung
for j = 1:3
KL= £(6(i),y(,0));
k2 = f(t(J)+h/2,y( ,j) + h/2xkl);
k3 = f(t(j)+h/2,y(:,j) + h/2xk2);
k4 = f(t(j+1),y(:, )+h*k3)
y(:,j+1) = y(:,j) + hx(kl + 2xk2 + 2xk3 + k4)/6;
£ (0,041 = £(6(j+1),y(:,j+1));
end
case 3 %Startwerte mit dem expliziten Euler
for j = 1:3
y(:, i+l = y(:,7) + hxfj(:,j); % expliziter FEuler
B (D=0 (G 1),y (g4 1))5
end
otherwise

error ( 'Fuer_den_Parameter_"art"_gibt_es_nur_die_Moeglichkeiten_1-3.");
end

%% Das eigentliche Adams—Bashforth—Verfahren

for j = 4:N
y(:, 341 = y(:,j)+(h/24)« (55« £) (:,j)=59«fj (:,j—1)+37xfj (:,j—2)—9xfj (:,j —3));
fj(:,i+1) :f(t(J+1) (1))

end
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Inharente Instabilitit: Verschiedene Verfahren
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Abbildung 1: Verschiedene Verfahren bei

inharenter Instabilitét




