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Angewandte Numerik 2

Aufgabe 17 (Absolute Stabilitat von Mehrschrittverfahren) (10 Punkte)
Zeigen Sie, dass die BDF-Methode

4 1

2
Yiv2 = gVt 3V = ghf(tj+2,yj+2)

fir alle AA mit A > 0 und A < 0 absolut stabil ist.

Losung:
Aus
4 1 2
Yj+2 — gyj—H + gyj = ghf(tj-‘r?ayj-i-Q)

erhalt man die Koeflizienten

4 1 2
as =1, alz—g, oz():g und 5225, 61=0, o =0

und das erste

4 1
— 2 _ = -
p(z) ==z 3z+3

sowie das zweite charakteristische Polynom

2
= 2%

o) =3

Damit lautet das Stabilitdtspolynom

1 2
4 1
=(1—-ZhN22——z+=

Berechnung der Nullstellen des Stabilitdtspolynoms:

2 4 1
—(1— RN - ot - 20
m(z) = ( 3 )z 32+3 0



Diese Gleichung besitzt die Losungen
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)+ (1) 40 - )
2(1— 2h\)
- 3+,/3+ 50N
C2(1-2h))
3£ 1/5(1+2R))

212 = 21/2(h)\) =

Sei jetzt A > 0 und A < 0, also hA < 0.

1. Fall: =3 <hA <0

Dann gilt:
—1 < hA < 0
2

& -1 < 2hA < O

& 0 < —2R) < 1

& 3 < 3—-2hX < 4
und

1

& -1 < 2R\ < 0

& 0 < 1+4+2hX <1

s 0 < vVI4+2h\ < 1

PN < 24V14+2h\ < 3

2++1+2hA 3

- albN = = <371
Ferner folgt

& -1 < —vV142RA < 0

& 1 < 2—V1+4+2hAN < 2

2 —+/1+2hA 2
= Y- 7 <2 <1
= z2(h) TS <3<

Damit gilt also im Fall —1 < hA < 0, dass |21/2(hA)| < 1 ist.

2. Fall: hA < —1

Dann gilt:
1
< _ =
hA < 5
s 2hA < —1
& 14+2hX <0
& —(1+2hX) >0



Damit gilt also v/1 +2hA = i\/—(1 4 2hA) und y/—(1 + 2hA\) ist reell.

Und daraus folgt
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N <(3—2h)\)> +< (3 — 2h\) )
|z1/2(hA)[ <1

2 2 “aran)
< ((3—2}1)\)) +( (320N ) <1

2 2 —(1+2h)) ?
< <(3—2h)\)> +< EETTN ) <1

22 4 /(11 2hN) < (3—2h\)?

Und damit

=4
= 4— (14 2h)\) < 9—12h) + 4(h))?
. 2
& 0 < _6 —10h\+4(h\) v
>0 <0 >0
>0

Also gilt auch im Fall hA < —1, dass |z1/2(hA)] < 1 ist.
Somit gilt also fiir alle A > 0 und A < 0, dass |21 /5(hA)| < 1 ist.
Damit ist die angegebene BDF-Methode fiir alle A > 0 und A < 0 absolut stabil. O

Aufgabe 18 (Stabilititsfunktion von Einschrittverfahren) (10 Punkte)

Gilt fiir die Nédherungen y; eines Einschrittverfahrens, angewendet auf die Testanfangswertaufgabe
v =Xy, y(0)=1, AXeC,

die Beziehung y; 1 = g(hA)y;,j € No, mit einer Funktion g : D — C,0 € D C C, so heisst g die Stabilitdts-
funktion des Verfahrens. Das Verfahren heisst absolut stabil fir hA, falls |g(h))| < 1 ist.

a) Berechnen Sie die Stabilitdtsfunktion des expliziten Euler-Verfahrens.

b) Berechnen Sie die Stabilitdtsfunktion des impliziten Euler-Verfahrens.

c) Zeigen Sie, dass fiir die Stabilitdtsfunktion eines m-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens mit Koeffizien-
tenschema i‘ci; mit e, = (1,1,...,1)T € R™ und D := {z € C| det(I — 2B) # 0} fiir alle z € D
gilt:

_ det(I — 2B + zepcl)

g(z) =14 21— 2B)7! det(I — 2B)

Wie vereinfacht sich diese Formel fiir explizite Runge-Kutta-Verfahren?



Hinweis fiir das zweite Gleichheitszeichen von g(z):
Setzen Sie ein lineares Gleichungssystem aus dem K-Vektor des Runge-Kutta-Verfahrens und ;41 an und
berechnen Sie y;;1 mit Hilfe der Cramer’schen Regel.

Losung:

a) explizites Euler-Verfahren:
Wenden wir das explizite Euler-Verfahren

Yiv1 = Y +hf(t5,y5)
auf die Differentialgleichung 3’ = Ay an, so erhalten wir
Yiv1 = Y +hf(t5,y5)
= yj T hAy;
= (1+hN)y;
= g(Ah)y;

mit g(Ah) = 1+ Ah. Also ist g(Ah) = 1 + Ah die Stabilitdtsfunktion des expliziten Euler-Verfahrens.

b) implizites Euler-Verfahren:
Analog erhalten wir, wenn wir das implizite Euler-Verfahren

Yir1 = yj +hf (41, 9541)

auf die Differentialgleichung ¢y’ = Ay anwenden:
Yir1 = yj +hf(tj+1,9541)

Daraus folgt

(1 =Ah)yjr1 = yj
und damit

1
Vil = TR Y

= g9(A\h)y;
mit g(Ah) = . Also ist g(Ah) = 12 die Stabilitétsfunktion des impliziten Euler-Verfahrens.

B
c) m-stufiges Runge-Kutta-Verfahren mit Koeffizientenschema a s

Seien b;; die Elemente der Matrix B und a; bzw. ¢; die Elemente des Vektors a bzw. c,
also B = (b)it=1...m»a = (a1,...,am) ,c=(c1,...,cm)T, sowie ey, = (1,1,...,1)T € R™.

Fiir das m-stufige Runge-Kutta-Verfahren gilt
m
Yj+1 = yj+hzcik?i = yj+hc'k (1)
i=1
mit

ki = [t +ah,y; +hYbaky).
=1



Die Anwendung auf die Differentialgleichung 3/ = Ay liefert fir i = 1,...,m

k;, = f(tj + a;h, yj + h Z bilkl)
=1

= )\ (yj + h Z bilkl)
=1

= Ayj+ AR bk
=1

Fiir allez =1,...,m gilt also

ki — MY baky = Ayj.
=1

Schreiben wir diese m Gleichungen als Gleichungssystem, so erhalten wir

ki — XY buki = Ay

k:m — Ah Zf;l bk, = )\:;/j.

Mit k = (ki,...,kmn)" ergibt sich in Matrixschreibweise

Ik—AhBk = Xenyj,
und damit

(I =Bk = Xeny;. (2)
Wir erhalten also fiir £

k = (I =AhB) ' Xeny;.
Setzen wir dies in (1) ein, so ergibt sich

yir1 = yj+hc'k
= yj+hc' (I =AhB) ' Neny,
= (1+ e (I =XhB) len)y;
= g(Ah)y; (3)
mit g(Ah) = 1+ Ml (I — A B) le,.
Also ist g(AR) = 1+ Ahel' (I — AR B)7le,, die Stabilititsfunktion des m-stufigen Runge-Kutta-

Verfahrens mit Koeffizientenschema i'—gﬁ.
Setze nun z := Ah. Aus Gleichung (1) erhalten wir
—he'k+yj =y
bzw.
T —
—zc k+Ayj1 = Ayj.
Damit und aus Gleichung (2) erhalten wir das Gleichungssystem

(I—zB 0><k>_<)\yjem>
—zc A ) \yin Ayj )
—_——— N —

~~

A T b




Mit der Cramer’schen Regel folgt fiir y;41

det <a11 bl) det < I- ZTB Ayjem )
' . any b2 . —ZzZC )\yj
Yl = det(A) B dot I -z2B 0 '
© —zcl N

Fir den Zahler erhalten wir:

I —zB Myjen _ . I —zB e
det( LT s ) = )\yjdet( LT )

@) I — 2B+ zeuc 0

@ Ay; det (I —zB+ zech).

Dabei haben wir bei (1) von den ersten m Zeilen der Matrix jeweils die letzte Zeile subtrahiert und bei
(2) den Laplace’schen Entwicklungssatz angewendet.

Ebenfalls mit dem Laplace’schen Entwicklungssatz ergibt sich fiir den Nenner

I -z2B 0
det( LT A) = Adet (I —zB).

Zusammensetzen liefert

dot ( 1 —ZTB Ayjem >

y —zc AYj
L =
" det([—zTB 0>
—zc A
Ay; det (I — 2B+ Zech)
Adet (I — z B)
det (I —zB+ zech)
T YT et (I —2B)

Mit Gleichung (3), yj+1 = g(Ah) y;, folgt

1
Q(Z) = —Yj+1
y; 7

1 det (I —zB+ zech)
- y?yj det (I —zB)
det (I —zB+ zech)

det (I — 2 B) )

Beim expliziten Runge-Kutta-Verfahren gilt fiir die Verfahrensmatrix B b;; = 0 fiir alle 7 < j. B ist
also eine untere Dreiecksmatrix, bei der die Hauptdiagonale aus 0 besteht. Daher ist I — 2B eine untere
Dreiecksmatrix mit nur 1 auf der Hauptdiagonalen.

= det(/—zB)=1

= g(2) =det(I — 2B + zeych).



