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Aufgabe 19 (Theorie und Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen) (12+2* Punkte)

2)

(Zusatzaufgabe, 2 Zusatzpunkte)
Welche Bedingungen miissen erfiillt sein, damit ein Anfangswertproblem (AWP)

y(t)=f(ty), telto,T], ylto)=y° (1)
korrekt gestellt heifst?

Formulieren Sie das folgende skalare Anfangswertproblem 3-ter Ordnung in ein dquivalentes System
erster Ordnung um:

y" (1) = 59" (t) — ¥/ (t) — 2 (y(t))* + 3e*, t€[0,T]
y(0)=1, y(0)=0, ¢"(0)=0

Der Satz von Picard-Lindelof liefert Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von AWP (1). Welche
Voraussetzungen miissen hierfiir erfiillt sein? Existiert fiir das AWP aus Teilaufgabe 19b) eine eindeutige
Losung? (Mit Begriindung)

Zur numerischen Losung von AWPen haben Sie in der Vorlesung die Trapezregel kennen gelernt. Skiz-
zieren Sie die Idee/Herleitung dieses Verfahrens und beschreiben Sie den Algorithmus mit Hilfe eines
Pseudo-Codes.

Die Verfahrensfunktion eines Einschrittverfahrens y; 11 = y; + h®(t;,y;, h) sei gegeben durch

h
mit g(t,y) := fi(t,y)+ fy(t,y) f(t,y). Zeigen Sie, dass man fiir alle Parameter c ein Verfahren der Kon-
sistenzordnung (mindestens) zwei und fiir einen speziellen Parameter ¢ (welchen?) sogar ein Verfahren
der Konsistenzordnung (mindestens) drei erhélt.

Was ist ein Mehrschrittverfahren und wozu dient es? Geben Sie das Adams-Bashforth Verfahren fir
k =1 (Euler-Verfahren) wieder und zeigen Sie, dass es von der Ordnung 1 ist.

Implizite Mehrschrittverfahren erreichen bei gleicher Schrittzahl oft eine héhere Konvergenzordnung
als explizite Verfahren. Welche Probleme ergeben sich beim impliziten Verfahren im Gegensatz zu
expliziten Verfahren, und wie konnen diese Probleme beseitigt werden?

Losung:

a)

Ein Problem heifst korrekt gestellt (nach Hadamard), falls

1.) eine Losung existiert,
2.) diese Losung eindeutig ist und

3.) stetig von den Daten abhingt.



Nach dem Satz von Peano (vgl. Skript Satz 15) existiert bereits unter sehr schwachen Anforderungen
an die rechte Seite f , ndmlich Stetigkeit in ¢ und y , eine Losung, zumindest fiir kleine Zeitintervalle.
Allerdings sagt der Satz nichts iiber die Eindeutigkeit der Losung aus! Um die Eindeutigkeit einer
Losung zu garantieren muss der Stetigkeitsbegriff verstérkt werden (siehe Teil ¢))

Mit den Definitionen y;(t) := y(t), ya2(t) = y'(t), ys3(t) = y” ergibt sich das dquivalente System erster
Ordnung;:

Y Y2

Yo | = y3

Ys 5ys — Y2 — 2y7 + 3¢

mit Anfangsbedingung

y1(0) 1
y2(0) ] =10
y3(0) 0

Nach Satz 18 aus dem Skript muss gelten:

1.) f stetig in (¢,y) auf dem Kompaktum D = {(¢,y)| |t — a| < «, ||y — yo|| < B} und

2.) f Lipschitz-stetig in y, d.h. fiir beliebig festes ¢ € [tg, T] existiert eine Lipschitz-Konstante L € R
mit

1f@9) = fE& I < Lllg—9l V5. (2)

Fiir das gegebene AWP gilt: f ist stetig differenzierbar in y (also im zweiten Argument) und somit
Lipschitz-stetig in y. Also ist der Satz von Picard-Lindeldf anwendbar und somit besitzt das AWP eine
eindeutige Losung.

Integriert man die Losung einer Differentialgleichung y/'(t) = f(¢,y(t)), auf einem Teilintervall [¢, ¢ + h]
so folgt:
t+h t+h
y(t+h) =y(t) + [yt +h) —yt)] = y(t) + / y'(s)ds = y(t) + f(s,y(s))ds
t t

Das Integral kann iiber die Trapezregel angendhert werden. Dies gilt fiir beliebige Intervalle [ty, tg11]
mit Intervalllange h. Sei yx = y(tx). Ein Schritt yr — yx+1 hat dann die Form

h
Yk = Yk + 5 (f(t,ye) + f(E+ Py yry1)) -

Pseudo-Code:

0. Gegeben: Schrittweite h = % mit n € N, Startwert y(to) = yo.

1. Firj=0,...,n—1:
Berechne Schritt und Funktionswert geméf

tiy1 =1t +h,
h
Yjit1 =Y; + §(f(tj7yj) + f(tj+1,Yj41))- (3)

Bemerkung: (3) ist eine implizite Gleichung. D.h. der angegebene Pseudo-Code ist so nicht implemen-
tierbar. Gleichung (3) kann z.B. durch eine zusétzliche Fixpunktiteration gelost werden. Wir erhalten
folgende Variante des Pseudo-Codes mit einer zu spezifizierenden Konvergenzbedingung;:



0. Gegeben: Schrittweite h = % mit n € N, Startwert y(t9) = yo.

1. Firj=0,...,n—1:
Berechne Schritt

tjiy1 =1t +h.

a) Setze y(0) = Yj.
b) Fixpunktiteration:
Berechne Funktionswert

n+1 h n
y](-;lr ) — Yj + §(f(tj7 y;) + f(tj+1,y](-+)1))-

c¢) Priife Konvergenzbedingung:

Falls eine geeignete Konvergenzbedingung erfiillt ist setze y;41 = yj(-zl:l) und gehe zu Schritt

1. Sonst setze n = n + 1 und gehe zu Schritt b).

e) Ein Verfahren hat die Konstistenzordnung p, wenn

djv1 = y(tj41) — y(t;) — hf(t;,y(t;)) = O(WP*).

Zum Bestimmen der Ordnung eines gegebenen Einschrittverfahrens vergleicht man die Taxlorentwick-
lung der Verfahrensfunktion ®(¢,y,h) bzgl. h (Entwicklungspunkt hg = 0) mit der entsprechenden
Taylor-Entwicklung der exakten Fortschreiterichtung (y(¢;1+1) — y(t;)))/h.

Gesucht ist also die Taylor-Entwicklung von ® bzgl. h an der Stelle hg:

dd h — hg)? d®?
(I)(ta Y, h) = q)(tvyv hO) =+ (h - hO)%(tvyv hO) =+ (20)dh2(t’ Y, hO) + 03(h - hO)

fiir hg = 0 ergibt sich

dh »Y,10) |ho=0 2 dh2

Bei der Entwicklung der Verfahrensfunktion miissen wir die Kettenregel beachten. Wir betrachten im
Folgenden die Terme der Entwicklung einzeln.

(b(ta Y, h) = q)(tv Y, hO) |ho:0 +h (t, Y, hO) |h0:0 +O3(h)

Fiir die Verfahrensfunktion ® ausgewertet an der Stelle hg = 0 gilt
®(t,y, ho) |no=0 = f(t,y),

wenn wir die Argumente (t,y) weggelassen ergibt sich kurz
O(hog=0)=f.

Im folgenden lassen wir, der Ubersichtlickeit und Kiirze halber, stets die Argumente () weg.

O = 300+ 2 (egi() + gy ()
dd
o =0) = 3 (i + )
RRL c%hg 2
-3 = c(ge() + gy f) + 5 (ge(-2) + 29y2(--) f + gy f?)
2
O (ho = 0) = clgu + 6,)

=c [(ftt + fyrf + [y fe) + (fty + fyyf + fy2) f]
=cC [ftt + 2ftyf + fyyf2 + fyft + f;f]



Somit ergibt sich

h2
P=f+3 (ft +fyf)+ [fe + 2oy f + fuuf® + fyfe+ [ f] + O(R?)
Auferdem gilt (zu den Details vgl. Aufgabenteil f))

y(tj+1) —y(t;) = hf + (ft + fyf) + O(h?)

Fiir alle ¢ € R stimmt die Entw1cklung der Verfahrensfunktion mit der Taylor-Entwicklung von
(y(tj+1) — y(t;))/h bis auf O(h?) iiberein, fiir ¢ = % sogar bis auf O(h3). Oder wenn wir den loka-
len Diskretisierungsfehler betrachten

djt1 = y(tjﬂ) —y(tj) — h®(t;,y(t;), h)
=hf + (ft + fyf) + O(h?)

2
<f + 5 (fe+ fyf) + 2 [foe + 2oy f + fyuf? + fyfe+ [ F] + 0(h3)>

3
— [fu+2fif + fyu P+ fufe + [2F] + O(RY)

Somit hat das Verfahren fiir alle ¢ die Konsitenzordnung p = 2 und mit ¢ = % sogar die Ordnung p = 3.

Ein Mehrschrittverfahren ist ein Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung von Funktionswerten
einer durch eine AWA (siehe a)) implizit gegebenen Funktion y = y(z). Hierbei werden bei einem k-
Schrittverfahren die Naherungen y;, ..., yj4r—1 zur Berechnnung der neuen Néherung y;, verwendet.
Ein Mehrschrittverfahren hat die Gestalt

Zal?/g+l h¢ jvy])”'ayj-‘rkvh’uf)u j:051727"'

mit Verfahrensfunktion ¢. Im linearen Fall hat die Verfahrensfunktion die Form

k
¢(t]7y]7 .. 'ayj-‘rk’vha f) = Zﬁlf(tj-i—l,yj-i—l)a ] = 07 1a 2a s
=0

Das Verfahren von Adams-Bashforth lautet

k-1
k—1,0
Yirk = Yjrh—1 T+ h E /Bi( )fj+i
=0

im Fall & = 1 reduziert es sich auf das explizite Euler-Verfahren. Das explizite Euler-Verfahren ist
durch K =1,00 = —1,a1 = —1, 89 = 1 und (1 = 0 gegeben und hat die Gestalt

Yi+1 = yj + hf(zj,y;)-

Um zu zeigen, dass die Ordnung des expliziten Euler-Verfshrens 1 ist, miissen wir zeigen, dass der lokale
Fehler dj+1

djv1 = y(tj+1) — y(t) — hf(t;,y(t;)) = O(hP*)

mit p = 1 erfiillt. Taylorentwicklung der unbekannten Funktion y liefert

2
ylt+h) —y(t) "L (y<t> +hy(8) + () + O(h®) - y<t>>
2
= b/ (1) + oy
—f(ty 2
VLD )+ " ult) + () () + O0)

(t) + O(h?)

—w4-<ﬁ+@ﬁ+0m%



Es gilt ¢(t,y) = f(t,y) = f. Da wir ein dquidistantes Gitter betrachten, reicht es d;11 fiir ein beliebiges
J + 1 zu betrachten.

djr1 = y(tj+1) — y(t;) — ho(ty, y(t;))
=y(tj +h) —y(t;) — ho(t;, y(t;))

h?
= hf+ 5 (fe+ fuf) + O(h®) = hf

2
=T 1) + 00 = O?)

Das Verfahren hat somit die Ordnung p = 1.

g) Zur Losung der Aufgabe miissen implizite Gleichungen gelost werden, wenn die DGL nichtlinear ist.
Dies wird durch den Einsatz eines Pradiktor-Korrektor-Verfahrens umgangen.



Aufgabe 20 (Multiple Choice, Zusatzaufgabe) (4* Punkte)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Markieren Sie dies bitte eindeutig. Fiir
jede richtige Antwort erhalten Sie einen Punkt. Bei einer falschen Antwort wird Ihnen ein Punkt abgezogen.
Insgesamt gibt es keine negativen Punkte.

wahr falsch
1. Ein Schritt des impliziten Euler-Verfahrens hat hoheren
Rechenaufwand als ein Schritt des expliziten Euler-Verfahrens. (04 O

2. Ein n-stufiges Runge-Kutta-Verfahren hat die Ordnung n. O X

3. Ein n-stufiges explizites Runge-Kutter-Verfahren
benétigt pro Schritt n — 1 Funktionsauswertungen. O X

4. Zu zwei Schrittweiten hq, ho seien e; und ey die entsprechenden
globalen Diskretisierungsfehler eines Einschrittverfahrens.
In einem loglog(h,e)- Plot entspricht die Steigung
der Geraden der Konvergenzordnung a. X O

Aufgabe 21 (Richtig oder Falsch) (6 Punkte)

Richtig oder Falsch: Geben Sie fiir folgende Aussagen an, ob sie wahr oder falsch sind. Begriinden sie ihre
Wahl kurz.

a) Das Mehrschrittverfahren

Yi+1 = —2y; + yj—1 + 3hf(y). t5)-
Ist konvergent.

b) Alle konsistenten 2-Schrittverfahren der Form

1

Yir1 =y; +h Z bif (Yitj» titj)
i=0

sind konvergent.

Losung:
a) Falsch. Notwendige Bedingung z.B.: > «a; = 0 nicht erfiillt (hier Y a; =142 —-1=2).
b) Richtig. Konsistenz ist gegeben, also bendtigen wir noch die Nullstabilitat, um Konvergenz zu erhalten.

Die angegebenen Verfahren sind Nullstabil, denn die Wurzelbedingung ist erfiillt: p(z) = 22 — 2z = 0
hat die einfachen Nullstellen z; = 1 und z5 = 0.

Aufgabe 22 (Steife Differentialgleichungen) (8 Punkte)

. o (998 1998 (1
Gegeben sei das Anfangswertproblem /(t) = Ay(t), y(0) = yo mit A = <_999 1999 und yg = 0

a) Wie lautet die exakte Losung?

b) Was ergibt das explizite Euler-Verfahren? Was folgt fiir die Schrittweite?
(Hinweis: Diagonalisieren Sie A mit den Ergebnissen aus Aufgabenteil a) und stellen Sie damit das
sich mit dem expliziten Euler-Verfahren ergebende yj; in Abhéngigkeit von yo dar. Leiten Sie daraus
Forderungen an die Schrittweite ab.)



c)

Welche Losung liefert das implizite Euler-Verfahren

Yk+1 = Yk + Af (b1, Yrg1)?

Warum unterliegt dieses Verfahren keiner Schrittweitenbeschrankung?

Losung:

a)

Exakte Losung:
Wir berechnen die Eigenwerte A; = —1 und A2 = —1000 von A und die zugehorigen Eigenvektoren

- (2) =)

Die Fundamentallésungen zur DGL sind also gegeben durch:

y1=eMt v =e (_21> und g = ™2 vy = 710000, <_11> .

Die allgemeine Losung lautet also:

2 -1
y(t) =cp - eft <_1> + ¢y - 671000t < ) >

mit noch zu bestimmenden Konstanten c1, ¢s. Einsetzen der Anfangsbedingungen liefert dann die Kon-

stanten
- 2 =1\ 1 /1) 2 -1 ct\y (1 o
e ()o@ = (4 D)= anans
9e—t _ o—1000t
Die exakte Losung lautet also: y(t) = (—e_t n 6_1000t> )

Expliziter Fuler:

Bemerkung: Eine quadratische Matrix A € R™ "™ heifst diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare
Matrix V € R™*" gibt, so dass V"'AV = D mit D = diag()\1,...,\,) gilt. In den Spalten von V
stehen dann die Eigenvektoren von A und auf der Diagonalmatrix D stehen auf der diagonalen die
Eigenwerte von A als Eintrage.

Mit Aufgabenteil a) erhalten wir

2 -1 -1 0
V:(vl,vg):<1 1> und Dz(o 1000).

und mit

Die Eigenvektoren v, v2 bilden eine Basis aus Eigenvektoren. Daher ist V' invertierbar mit

(11
v _<1 2).

Somit

konnen wir A darstellen als A = VDV ™1

Wegen f(t,y(t)) = Ay(t) folgt fiir das explizite Euler-Verfahren
Yk+1 = Yk + P f (te, yk) = yr + h Ay

Induktiv folgt

Ykt1 = Yk + Ay, = (I + hA)y, = (I + hA) g1 = - = (I + hA)Fyo = (I + hV DV 1)kyq

Wir beweisen zunéchst einen Hilfsatz fiir die Potenz der Diagonaldarstellung:

Satz (Matrixpotenz) Sei A diagonalisierbar, und V invertierbar, D eine Diagonalmatrix mit
V1AV = D, k € N. Dann ist A* = VDFV -1,



Beweis.
V3IAV =D <«— A=VDV!
und daher

A*=(vDvhHr=vDy 'v Dy 'V DV~'... VDV = VDV
N—— N~

=] =]
k-mal
Mit dem Satz erhalten wir:
ko vk kv —1 _ (1—h)* 0 1
(I +hA)=({+hVDV )" =V(I+hD)'V —V( 0 (1—1000h)k V.

Somit gilt:
— A= (2 ) (O h* 0 (FH (!
Y1 =L +h-A)"-yo = (_1 1 ) ( 0 (1 — 1000h)* 1 2/ \0

=...=(1-h)". (_21) — (1 — 1000h)* - <_11> .

Um das gleiche Verhalten wie fiir die exakte Losung zu erhalten, muss gelten
1—h|<1 und [1-1000h| <1,

also insgesamt: h < 5(1)—0, denn fiir die exakte Losung gilt:
2e—t _ —10006N , /()
y(t) = <_6—t+6—1000t> — <0>
Impliziter Fuler:
U1 = Yk +hAye = (I=hA)yepi =y = ye = I —hA) 'y,
Also gilt induktiv wieder:
Y1 = (I —hA) oy = (T —hA) 2yp_1 = ... = (I — hA)*y,.

Betrachte analog wie beim expliziten Verfahren: (I — hA)™% = V(I — hD)7 kv !
Somit gilt:

Verr = = (1+h)* <_21) — (14 1000R)* - (‘11)
= (ra) ()~ () (3):
= —x

Beim impliziten Euler-Verfahren benotigt man also keine Bedingung an die Schrittweite h.



