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Angewandte Numerik 2

Aufgabe 23 (Finite Elemente Methode in 1D) (8 Punkte)

Gegeben sei die Gleichung

−u′′(x) = f(x), x ∈ Ω = (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.

Bestimmen Sie die explizite Lösung dieser Gleichung für

a) f(x) = 1,

b) f(x) = sin(πx) und

c) f(x) =

{
2, 0 ≤ x ≤ 1

2

1, 1
2 < x ≤ 1.

Hinweis:
Verwenden Sie jeweils einen polynomialen Ansatz für die Funktionen u1 und u2 mit

u(x) =

{
u1(x), 0 ≤ x ≤ 1

2

u2(x), 1
2 < x ≤ 1.

Bestimmen Sie die Koeffizienten der beiden Polynome aus den notwendigen Bedingungen an u, u′ und
u′′ (u. a. Stetigkeit von u und u′).

Lösungsvorschlag:

a) f(x) = 1:

i) Ansatz:
u Polynom mit den bekannten Nullstellen 0 und 1 (da u(0) = u(1) = 0), also

u(x) = a x (x− 1), a ∈ R

Dann gilt:

u(x) = a x (x− 1) = a (x2 − x),

u′(x) = a (2x− 1) und
u′′(x) = 2a.

Mit 2a = u′′(x) = −f(x) = −1 folgt:

a = −1

2
.



ii) Lösung:
Die gesuchte Lösung lautet also:

u(x) = a (x2 − x),

= −1

2
(x2 − x),

= −1

2
x2 +

1

2
x.

b) f(x) = sin(πx):

i) Ansatz:

u(x) = a sin(πx), a ∈ R

Dann gilt:

u′(x) = a πcos(πx) und

u′′(x) = −a π2sin(πx).

Mit −a π2sin(πx) = u′′(x) = −f(x) = −sin(πx) folgt:

a =
1

π2
.

ii) Lösung:
Die gesuchte Lösung lautet also:

u(x) = a sin(πx),

=
1

π2
sin(πx).

c)

f(x) =

{
2, 0 ≤ x ≤ 1

2

1, 1
2 < x ≤ 1.

(1)

i) Ansatz:

u(x) =

{
u1(x), 0 ≤ x ≤ 1

2

u2(x), 1
2 < x ≤ 1

mit jeweils einem polynomialem Ansatz für die Funktionen u1 und u2, also

u1(x) = a1x
2 + b1x+ c1, a1, b1, c1 ∈ R (2)

u2(x) = a2x
2 + b2x+ c2, a2, b2, c2 ∈ R. (3)

Dann gilt:

u′1(x) = 2 a1x+ b1,

u′′1(x) = 2 a1, (4)
u′2(x) = 2 a2x+ b2 und
u′′2(x) = 2 a2. (5)

Mit (4) und (1) folgt auf dem linken Intervall [0, 12 ] : 2 a1 = u′′1(x) = −f(x) = −2, also

a1 = −1,



sowie mit (5) und (1) auf dem rechten Intervall (12 , 1] : 2 a2 = u′′2(x) = −f(x) = −1, also

a2 = −1

2
.

Mit der Randbedingung u(0) = 0 und (2) folgt: 0 = u(0) = u1(0) = c1, also

c1 = 0,

sowie mit der Randbedingung u(1) = 0 und (3): 0 = u(1) = u2(1) = a21
2+b21+c2 = −1

2+b2+c2,
also

c2 =
1

2
− b2. (6)

Aufgrund der Stetigkeit von u muss gelten:

u1

(
1

2

)
= u2

(
1

2

)
⇔ a1

(
1

2

)2

+ b1
1

2
+ c1 = a2

(
1

2

)2

+ b2
1

2
+ c2

⇔ −
(

1

2

)2

+ b1
1

2
+ 0 = −1

2

(
1

2

)2

+ b2
1

2
+

1

2
− b2

⇔ −1

4
+

1

2
b1 = −1

2

1

4
+

1

2
b2 +

1

2
− b2

⇔ 1

2
b1 =

1

4
− 1

2

1

4
+

1

2
+

1

2
b2 − b2

⇔ 1

2
b1 =

5

8
− 1

2
b2

⇔ b1 =
5

4
− b2 (7)

Analog folgt mit der Stetigkeit von u′:

u′1

(
1

2

)
= u′2

(
1

2

)
⇔ 2 a1

1

2
+ b1 = 2 a2

1

2
+ b2

⇔ a1 + b1 = a2 + b2

⇔ −1 +
5

4
− b2 = −1

2
+ b2

⇔ 3

4
= 2 b2

⇔ b2 =
3

8

Einsetzen in (6) und (7) liefert

c2 =
1

2
− b2 =

1

2
− 3

8
=

1

8

und

b1 =
5

4
− b2 =

5

4
− 3

8
=

7

8

Damit ergibt sich für die beiden Polynome u1 und u2:

u1(x) = a1x
2 + b1x+ c1 = −x2 +

7

8
x

u2(x) = a2x
2 + b2x+ c2 = −1

2
x2 +

3

8
x+

1

8
.



ii) Lösung:
Die gesuchte Lösung lautet also:

u(x) =

{
−x2 + 7

8x, 0 ≤ x ≤ 1
2

−1
2x

2 + 3
8x+ 1

8 ,
1
2 < x ≤ 1.

Aufgabe 24 (Programmieraufgabe, Finite Elemente Methode in 1D mit Hut-Funktionen) (16 Punkte)

Programmieren Sie die Finite Elemente Methode für

−u′′(x) = f(x), x ∈ Ω = (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.

Als Basis für den diskreten Raum Xh sollen die Hut-Funktionen verwendet werden. Zu einem gegebenen
Gitter 0 = x0 < x1 < · · · < xN < xN+1 = 1 definieren wir die Hut-Funktion

ϕi(x) =


x−xi−1

xi−xi−1
, x ∈ [xi−1, xi]

xi+1−x
xi+1−xi

, x ∈ (xi, xi+1]

0, sonst

, i = 1, . . . , N.

Das Gitter soll hier als äquidistant gewählt werden, d.h. xi = ih, i = 0, . . . , N + 1 mit h = 1
N+1 .

a) Berechnen Sie die Einträge der Steifigkeitsmatrix zunächst auf dem Papier.

b) Berechnen Sie dann ebenfalls zunächst auf dem Papier die Komponenten der rechten Seite (Lastvektor)
b des linearen Gleichungssystems mittels Quadratur. Verwenden Sie hierzu

i) die Mittelpunktsregel und

ii) die Trapezregel.

Hinweis:
Wenden Sie bei der Berechnung der i-ten Komponente bi die jeweilige Quadraturformel auf das Intervall
[xi−1, xi] und das Intervall [xi, xi+1] getrennt an. Die Komponenten bi hängen von f ab.

c) Berechnen Sie in Ihrem Matlab-Programm den Lastvektor b mit der Mittelpunktsregel aus Teil b), mit
der Trapezregel aus Teil b) und mit der Matlab-Funktion quad.

d) Testen Sie Ihr Programm für die verschiedenen f aus Aufgabe 23 und zeichnen Sie die Lösung jeweils
für verschiedene N .

e) Plotten Sie jeweils den Fehler.

Lösungsvorschlag:

−u′′(x) = f(x), x ∈ Ω = (0, 1)

u(0) = u(1) = 0

Herleitung der schwachen Formulierung (Multiplikation mit Testfunktion v und Integration über Gebiet Ω):

−
∫ 1

0
u′′(x)v(x)dx =

∫ 1

0
f(x)v(x)dx ∀ v ∈ X



Partielle Integration der linken Seite (beachte: v(0) = v(1) = 0):∫ 1

0
u′(x)v′(x)dx =

∫ 1

0
f(x)v(x)dx ∀ v ∈ X (8)

Diskretes Problem:
Hutfunktionen als Basis:

ϕi(x) =


x−xi−1

xi−xi−1
, x ∈ [xi−1, xi]

xi+1−x
xi+1−xi

, x ∈ (xi, xi+1]

0, sonst

, i = 1, . . . , N

wobei xi = i · h, i = 0, . . . , N, h = 1
N+1

Ansatz für die diskrete Näherungs-Lösung:

uh(x) =
N∑
j=1

ujϕj(x)

Nach Übergang zum diskreten Teilraum Xh ⊂ X lautet die Gleichung (9)∫ 1

0
u′h(x)v′h(x)dx =

∫ 1

0
f(x)vh(x)dx ∀ vh ∈ Xh (9)

Einsetzen von uh(x) =
∑N

j=1 ujϕj(x) liefert mit u′h(x) =
∑N

j=1 ujϕ
′
j(x)∫ 1

0

N∑
j=1

ujϕ
′
j(x)v′h(x)dx =

∫ 1

0
f(x)vh(x)dx ∀ vh ∈ Xh

und mit Vertauschung von Integration und Summation

N∑
j=1

uj

∫ 1

0
ϕ′j(x)v′h(x)dx =

∫ 1

0
f(x)vh(x)dx ∀ vh ∈ Xh

Statt mit allen Funktionen vh ∈ Xh die Gleichung zu testen, genügt es, die Gleichung nur mit allen Basis-
funktionen zu testen:

N∑
j=1

uj

∫ 1

0
ϕ′j(x)ϕ′i(x)dx =

∫ 1

0
f(x)ϕi(x)dx i = 1, . . . , N (10)

Dies ergibt ein lineares Gleichungssystem A · u = b:

A = (aij)1≤i,j≤N mit aij =

∫ 1

0
ϕ′j(x)ϕ′i(x)dx

u = (u1, . . . , uN )T

b = (b1, . . . , bN )T mit bi =

∫ 1

0
f(x)ϕi(x)dx.

a) Berechnung der Einträge von A:

ϕ′i(x) =


1

xi−xi−1
, x ∈ [xi−1, xi]

−1
xi+1−xi

, x ∈ (xi, xi+1]

0, sonst

, i = 1, . . . , N

=


1
h , x ∈ [xi−1, xi]

− 1
h , x ∈ (xi, xi+1]

0, sonst

, i = 1, . . . , N



ai,i−1 =

∫ 1

0
ϕ′i−1(x)ϕ′i(x)︸ ︷︷ ︸
6=0 nur in [xi−1,xi]

dx i = 2, . . . , N

=

∫ xi

xi−1

−1

h
· 1

h
dx = − 1

h2

∫ xi

xi−1

1dx = − 1

h2
· [xi − xi−1] = − 1

h2
· h

= −1

h

ai,i+1 =

∫ 1

0
ϕ′i+1(x)ϕ′i(x)dx i = 1, . . . , N − 1

=

∫ xi+1

xi

1

h
· −1

h
dx = − 1

h2

∫ xi+1

xi

1dx = − 1

h2
[xi+1 − xi] = − 1

h2
· h

= −1

h

aii =

∫ 1

0
ϕ′i(x)ϕ′i(x)dx i = 1, . . . , N

=

∫ xi

xi−1

1

h
· 1

h
dx+

∫ xi+1

xi

−1

h
· −1

h
dx

=
1

h2

(∫ xi

xi−1

1dx+

∫ xi+1

xi

1dx

)
=

1

h2
([xi − xi−1] + [xi+1 − xi]) =

1

h2
· 2h

=
2

h
aij = 0 sonst (da Träger von ϕi und ϕj disjunkt)

b) Berechnung der Rechten Seite:

bi =

∫ 1

0
f(x)ϕi(x)dx i = 1, . . . , N

=

∫ xi

xi−1

f(x)ϕi(x)dx+

∫ xi+1

xi

f(x)ϕi(x)dx

i) Mittelpunktsregel:
∫ b
a g(x)dx ≈ g

(
a+b
2

)
· (b− a)

Anwendung auf jedes der beiden Integrale. Auswertepunkte:

xl =
xi−1 + xi

2
= xi−1 +

h

2
(linkes Integral)

xr =
xi + xi+1

2
= xi +

h

2
(rechtes Integral)

⇒ ϕi(xl) =
1

2
, ϕ(xr) =

1

2

⇒
∫ xi

xi−1

f(x)ϕi(x)dx ≈ f(xl) · ϕi(xl) · (xi − xi−1) =
h

2
· f(xl) =

h

2
f

(
xi−1 +

h

2

)
∫ xi+1

xi

f(x)ϕi(x)dx ≈ f(xr) · ϕi(xr) · (xi+1 − xi) =
h

2
· f(xr) =

h

2
f

(
xi +

h

2

)
⇒ bi ≈

h

2

(
f

(
xi−1 +

h

2

)
+ f

(
xi +

h

2

))

ii) Trapezregel:
∫ b
a g(x)dx ≈ g(a)+g(b)

2 (b− a)



Anwendung auf jedes der beiden Integrale.

bi =

∫ xi

xi−1

f(x)ϕi(x)dx+

∫ xi+1

xi

f(x)ϕi(x)dx

≈ f(xi−1)

=0︷ ︸︸ ︷
ϕi(xi−1) +f(xi)ϕi(xi)

2

=h︷ ︸︸ ︷
(xi − xi−1) +

f(xi)ϕi(xi) + f(xi+1)

=0︷ ︸︸ ︷
ϕi(xi+1)

2

=h︷ ︸︸ ︷
(xi+1 − xi)

=
h

2

f(xi)ϕi(xi)︸ ︷︷ ︸
=1

+f(xi)ϕi(xi)︸ ︷︷ ︸
=1


= h · f(xi)

c) Matlab-Programm

1 % % Angewandte Numerik 2 , WS 2013/2014
2 % Bla t t 10 , Aufgabe 24: FEM in 1D, Hut funkt ionen
3 %
4 % Loesungsvorsch lag
5 %
6 % Hauptprogramm : Fin i te−Elemente−Methode
7
8 clear a l l ;
9 close a l l ;
10
11 Ns = [10 5 0 ] ; % FEM fuer mehrere N t e s t e n
12
13 %% Sc h l e i f e zum Testen fue r a l l e im Vektor Ns angegebenen N
14
15 for n = 1 : length (Ns)
16 N = Ns(n ) ;
17 h = 1 / (N+1);
18 x i = linspace (0 , 1 , N+2);
19
20 %% S t e i f i g k e i t sm a t r i x A a u f s t e l l e n
21
22 e = ones (N, 1 ) ;
23 A = 1/h ∗ spdiags ([− e 2∗ e −e ] , −1:1 , N, N) ; % ohne x_0 und x_N+1
24
25 %% rech t e S e i t e b berechnen
26
27 biMpr = zeros (N, 1 ) ; % fuer M i t t e l p un k t s r e g e l
28 biTr = zeros (N, 1 ) ; % fuer Trapezrege l
29 biQuad = zeros (N, 1 ) ; % fuer Matlab−Funktion quad
30
31 for func = 1 :3 % FEM f¸r d i e 3 versch iedenen f t e s t e n
32 u = zeros (N+2, 1 ) ; % u i s t d i e exak t e Loesung
33 i f func == 1
34 funcName = ’ f ( x ) ␣=␣1 , ␣Aufgabe␣23␣ Te i l ␣a ’ ;
35 f = @(x ) 1 ;
36 u = (−1/2 ∗ x i .∗ ( xi −1)) ’ ;
37 e l s e i f func == 2
38 funcName = ’ f ( x ) ␣=␣ s i n ( p i ∗x ) , ␣Aufgabe␣23␣ Te i l ␣b ’ ;
39 f = @(x ) sin (pi∗x ) ;
40 u = (1/( pi∗pi ) ∗ sin (pi∗ x i ) ) ’ ;
41 e l s e i f func == 3



42 funcName = ’ Sprungfunktion , ␣Aufgabe␣23␣ Te i l ␣c ’ ;
43 f = @(x ) f3 ( x ) ;
44 for i = 1 : length ( x i )
45 x = x i ( i ) ;
46 i f (x<= 0 . 5 )
47 u( i ) = −x^2 + 7/8∗x ;
48 else
49 u( i ) = −0.5∗x^2 + 3/8∗x + 1/8 ;
50 end
51 end
52 end % end Fa l l un t e r s che i dung func
53
54 % Quadratur fue r r e ch t e S e i t e
55 for i = 1 :N
56 x = x i ( i +1);
57 biMpr ( i ) = h/2 ∗ ( f (x−h/2) + f (x+h / 2 ) ) ; % Mi t t e l p un k t s r e g e l
58 biTr ( i ) = h ∗ f ( x ) ; % Trapezrege l
59
60 phiLinks = @(x ) (x− x i ( i ) ) . / ( x i ( i+1)−x i ( i ) ) ;
61 phiRechts = @(x ) ( x i ( i+2)−x ) . / ( x i ( i+2)−x i ( i +1)) ;
62 biQuad ( i ) = quad(@(x ) phiLinks (x ) . ∗ f ( x ) , x i ( i ) , x i ( i +1)) . . .
63 + quad(@(x ) phiRechts ( x ) . ∗ f ( x ) , x i ( i +1) , x i ( i +2)) ;
64 end
65
66 %% Loesen des FEM−Gle ichungssys tems und Feh ler berechnen
67
68 uhMpr = zeros (N+2, 1 ) ; % Naeherungs l . b e i M i t t e l p un k t s r e g e l
69 uhTr = zeros (N+2, 1 ) ; % Naeherungs l . b e i M i t t e l p un k t s r e g e l
70 uhQuad = zeros (N+2, 1 ) ; % Naeherungs l . b e i Matlab−Funktion quad
71
72 uhMpr ( 2 :N+1) = A\biMpr ;
73 uhTr ( 2 :N+1) = A\biTr ;
74 uhQuad ( 2 :N+1)= A\biQuad ;
75
76 errMpr = abs (u − uhMpr ) ; % Fehler gegenueber der ana l y t i s c h en Loesung
77 errTr = abs (u − uhTr ) ;
78 errQuad = abs (u − uhQuad ) ;
79
80 %% Loesung und Feh ler in ve r s ch i edene Graf iken p l o t t e n :
81 % fuer j e d e s N und fue r j ede Funktion e ine e i gene Graf ik
82 % j ew e i l s f u e r d i e Loesung und den Feh ler
83
84 % Loesung p l o t t e n
85 f igure ( ( ( ( n−1)∗3)+( func−1))∗2+1 ) ;
86 plot ( xi , uhMpr , ’+− ’ , xi , uhTr , ’ o− ’ , xi , uhQuad , ’∗− ’ , xi , u )
87 legend ( ’ M i t t e l punk t s r eg e l ’ , ’ Trapezrege l ’ , . . .
88 ’Matlab−Funktion␣quad ’ , ’ exakte ␣Lˆsung ’ )
89 t i t l e ( [ ’ Lˆsung␣ f ¸ r ␣ ’ funcName ’ ; ␣N␣=␣ ’ num2str(N) ] )
90 xlabel ( ’ x ’ )
91 ylabel ( ’u ’ )
92
93 % Fehler P lo t t en
94 f igure ( ( ( ( n−1)∗3)+( func−1))∗2+2 ) ;
95 plot ( xi , errMpr , ’+− ’ , xi , errTr , ’ o− ’ , xi , errQuad , ’∗− ’ )



96 legend ( ’ M i t t e l punk t s r eg e l ’ , ’ Trapezrege l ’ , ’Matlab−Funktion␣quad ’ )
97 t i t l e ( [ ’ Feh ler ␣ f ¸ r ␣ ’ funcName ’ ; ␣N␣=␣ ’ num2str(N) ] )
98 xlabel ( ’ x ’ )
99 ylabel ( ’ e r r ’ )
100
101 end % 3 ver sch i edene f
102 end % Verschiedene N

1 % % Angewandte Numerik 2 , WS 2013/2014
2 % Bla t t 10 , Aufgabe 24: FEM in 1D, Hut funkt ionen
3 %
4 % Loesungsvorsch lag
5 %
6 % Sprungfunkt ion f von Aufgabe 23 c )
7
8 function [ y ] = f3 ( x )
9
10 i f ( x < 0 . 5 )
11 y = 2 ;
12 e l s e i f ( x > 0 . 5 )
13 y = 1 ;
14 else
15 y = 1 . 5 ;
16
17 end
18 end

d) Näherungslösungen
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Abbildung 1: Lösungen zur konstanten Funktion aus Aufgabe 23 a für N = 10 und N = 50
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Abbildung 2: Lösungen zur Sinus-Funktion aus Aufgabe 23 b für N = 10 und N = 50
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Abbildung 3: Lösungen zur Sprung-Funktion aus Aufgabe 23 c für N = 10 und N = 50

e) Fehler
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Abbildung 4: Fehler zur konstanten Funktion aus Aufgabe 23 a für N = 10 und N = 50
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Abbildung 5: Fehler zur Sinus-Funktion aus Aufgabe 23 b für N = 10 und N = 50
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Abbildung 6: Fehler zur Sprung-Funktion aus Aufgabe 23 c für N = 10 und N = 50

Aufgabe 25 (Zusatz-Programmieraufgabe, FEM in 1D mit Trigonometrischen Funktionen) (8* Punkte)

Wir betrachten wieder das Problem

−u′′(x) = f(x), x ∈ Ω = (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.

Jetzt verwenden wir als Basis für den Raum Xh die Funktionen ϕk(x) = sin(kπx), k = 1, . . . , N .

a) Berechnen Sie wie in Aufgabe 24 die Einträge der Steifigkeitsmatrix zunächst auf dem Papier.

b) Testen Sie Ihr Programm wieder für die verschiedenen f aus Aufgabe 23 und zeichnen Sie die Lösung
jeweils für verschiedene N . Sie dürfen zur Berechnung des Lastvektors b die Matlab-Funktion quad
verwenden.

c) Plotten Sie jeweils den Fehler.



Lösungsvorschlag:
Basisfunktionen

ϕk(x) = sin(kπx), k = 1, . . . , N

⇒ ϕ′k(x) = kπ cos(kπx)

Es gilt:

cos(x) · cos(y) =
1

2
(cos(x− y) + cos(x+ y)) und

cos2(x) =
1

2
(1 + cos(2x))

a) Berechnung der Einträge der Steifigkeitsmatrix:

akk =

∫ 1

0
ϕ′k(x) · ϕ′k(x)dx k = 1, . . . , N

=

∫ 1

0
kπ cos(kπx) · kπ cos(kπx)dx

= k2π2
∫ 1

0
cos2(kπx)dx

= k2π2
∫ 1

0

1

2
(1 + cos(2kπx))dx

=
k2π2

2

[
x+

1

2kπ
sin(2kπx)

]1
0

=
k2π2

2

1 +
1

2kπ
sin(2kπ)︸ ︷︷ ︸

=0

−0− 1

2kπ
sin(2kπ0)︸ ︷︷ ︸

=0


=
k2π2

2

akj =

∫ 1

0
ϕ′k(x)ϕ′j(x)dx k, j = 1, . . . , N, k 6= j

=

∫ 1

0
kπ cos(kπx) · jπ cos(jπx)dx

= kjπ2
∫ 1

0
cos(kπx) · cos(jπx)dx

= kjπ2
∫ 1

0

1

2
(cos((k − j)πx) + cos((k + j)πx)) dx

=
kjπ2

2

[
1

(k − j)π
sin((k − j)πx) +

1

(k + j)π
sin((k + j)πx)

]1
0

=
kjπ2

2π

 1

k − j
sin((k − j)π)︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

k + j
sin((k + j)π)︸ ︷︷ ︸

=0

− 1

k − j
sin(0)︸ ︷︷ ︸

=0

− 1

k + j
sin(0)︸ ︷︷ ︸

=0


= 0

Also hat die Steifigkeitsmatrix die Form:

A =
π2

2


1 0

4
9

. . .
0 N2





b) Matlab-Programm

1 % % Angewandte Numerik 2 , WS 2013/2014
2 % Bla t t 10 , Aufgabe 25: FEM in 1D, Fourier−Basis−Funktionen
3 %
4 % Loesungsvorsch lag
5 %
6 % Hauptprogramm : Fin i te−Elemente−Methode
7
8 clear a l l ;
9 close a l l ;
10
11 Ns = [10 1 0 0 ] ; % FEM fuer mehrere N t e s t e n
12 x i = linspace (0 , 1 , 1000 ) ; % Auf loesung zur Berechnung der Naeherung
13
14 %% Sc h l e i f e zum Testen fue r a l l e im Vektor Ns angegebenen N
15
16 for n = 1 : length (Ns)
17 N = Ns(n ) ;
18 indBasisFunc = ( 1 :N) ’ ; % Ind i z e s der Bas i s funk t ionen
19
20 %% S t e i f i g k e i t sm a t r i x A a u f s t e l l e n
21
22 A = (pi∗pi /2) ∗ spdiags ( indBasisFunc .^2 , 0 , N, N) ;
23
24 %% rech t e S e i t e b berechnen
25
26 for func = 1 :3 % FEM f¸r d i e 3 versch iedenen f t e s t e n
27 u = zeros ( length ( x i ) , 1 ) ; % u i s t d i e exak t e Loesung
28 i f func == 1
29 funcName = ’ f ( x ) ␣=␣1 , ␣Aufgabe␣23␣ Te i l ␣a ’ ;
30 f = @(x ) 1 ;
31 u = (−1/2 ∗ x i .∗ ( xi −1)) ’ ;
32 e l s e i f func == 2
33 funcName = ’ f ( x ) ␣=␣ s i n ( p i ∗x ) , ␣Aufgabe␣23␣ Te i l ␣b ’ ;
34 f = @(x ) sin (pi∗x ) ;
35 u = (1/( pi∗pi ) ∗ sin (pi∗ x i ) ) ’ ;
36 e l s e i f func == 3
37 funcName = ’ Sprungfunktion , ␣Aufgabe␣23␣ Te i l ␣c ’ ;
38 f = @(x ) f3 ( x ) ;
39 for i = 1 : length ( x i )
40 x = x i ( i ) ;
41 i f (x<= 0 . 5 )
42 u( i ) = −x^2 + 7/8∗x ;
43 else
44 u( i ) = −0.5∗x^2 + 3/8∗x + 1/8 ;
45 end
46 end
47 end % end Fa l l un t e r s che i dung func
48
49 % Quadratur fue r r e ch t e S e i t e
50 b i = zeros (N, 1 ) ;
51 for i = 1 :N
52 bi ( i ) = quad(@(x ) ( f ( x ) . ∗ sin ( i ∗pi∗x ) ) , 0 , 1 ) ;
53 end



54
55 %% Loesen des FEM−Gle ichungssys tems und Feh ler berechnen
56
57 % Koe f f i z i e n t en der Linearkombinat ion der Bas i s funk t ionen berechnen
58 u i = A\ bi ;
59
60 uh = zeros ( length ( x i ) , 1 ) ;
61 for i =1:N
62 uh = uh + ui ( i ) . ∗ sin ( i .∗ pi .∗ x i ) ’ ;
63 end
64
65 e r r = abs (u − uh ) ; % Fehler gegenueber der ana l y t i s c h en Loesung
66
67 %% Loesung und Feh ler in ve r s ch i edene Graf iken p l o t t e n :
68 % fuer j e d e s N und fue r j ede Funktion e ine e i gene Graf ik
69 % j ew e i l s f u e r d i e Loesung und den Feh ler
70
71 % Loesung p l o t t e n
72 f igure ( ( ( ( n−1)∗3)+( func−1))∗2+1 ) ;
73 plot ( xi , uh , ’− ’ , xi , u , ’− ’ )
74 legend ( ’N%�herungslˆsung ’ , ’ exakte ␣Lˆsung ’ )
75 t i t l e ( [ ’ Lˆsung␣ f ¸ r ␣ ’ funcName ’ ; ␣N␣=␣ ’ num2str(N) ] )
76 xlabel ( ’ x ’ )
77 ylabel ( ’u ’ )
78
79 % Fehler p l o t t e n
80 f igure ( ( ( ( n−1)∗3)+( func−1))∗2+2 ) ;
81 plot ( xi , e r r )
82 legend ( ’ Feh ler ’ )
83 t i t l e ( [ ’ Feh ler ␣ f ¸ r ␣ ’ funcName ’ ; ␣N␣=␣ ’ num2str(N) ] )
84 xlabel ( ’ x ’ )
85 ylabel ( ’ e r r ’ )
86 %
87 end % 3 ver sch i edene f
88 end % Verschiedene N

1 % % Angewandte Numerik 2 , WS 2013/2014
2 % Bla t t 10 , Aufgabe 24: FEM in 1D, Hut funkt ionen
3 %
4 % Loesungsvorsch lag
5 %
6 % Sprungfunkt ion f von Aufgabe 23 c )
7
8 function [ y ] = f3 ( x )
9
10 i f ( x < 0 . 5 )
11 y = 2 ;
12 e l s e i f ( x > 0 . 5 )
13 y = 1 ;
14 else
15 y = 1 . 5 ;
16
17 end
18 end



c) Näherungslösungen

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

x

u

Lösung für f(x) = 1, Aufgabe 23 Teil a; N = 10

 

 

Näherungslösung

exakte Lösung

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

x

u

Lösung für f(x) = 1, Aufgabe 23 Teil a; N = 100

 

 

Näherungslösung

exakte Lösung

Abbildung 7: Lösungen zur konstanten Funktion aus Aufgabe 23 a für N = 10 und N = 100
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Abbildung 8: Lösungen zur Sinus-Funktion aus Aufgabe 23 b für N = 10 und N = 100
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Abbildung 9: Lösungen zur Sprung-Funktion aus Aufgabe 23 c für N = 10 und N = 100



d) Fehler
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Abbildung 10: Fehler zur konstanten Funktion aus Aufgabe 23 a für N = 10 und N = 100
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Abbildung 11: Fehler zur Sinus-Funktion aus Aufgabe 23 b für N = 10 und N = 100
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Abbildung 12: Fehler zur Sprung-Funktion aus Aufgabe 23 c für N = 10 und N = 100


