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Rauminderung (Vorankiindigung):
Am 07. Februar 2014 finden wegen der Promotionsfeier der Fakultéit fiir Ingenieurwissenschaften und
Informatik die Ubungen zu Angewandte Numerik 2 im Raum 43.2.103 statt.

Aufgabe 26 (Programmieraufgabe, Finite-Elemente-Methode in 1D mit Hut-Funktionen) (16 Punkte)

Programmieren Sie die Finite Elemente Methode fiir
- (a(a:)u'(a:))/ +b(z)u (z) + e(x)u(z) = f € Q=(0,1). (1)
a) Leiten Sie die schwache Formulierung der Differentialgleichung her.

b) Stellen Sie fiir die Hut-Basis ein Gleichungssystem der Form (A + B 4+ C)u = f auf.

c¢) Berechnen Sie die Eintriage der drei Matrizen A, B und C auf dem Papier. Auf einem Element sollen
die Koeffizienten a(x),b(x) und c¢(z) als konstant (angendhert durch den Wert des Mittelpunkts des
jeweiligen Elements) angenommen werden.

d) Betrachten Sie nun die gegebene Funktion solve_ldfem.m und die vorhandenen Gitterdaten
coordinates.dat, elements.dat und dirichlet.dat. Sie finden die entsprechenden Dateien im zip-
Archiv femid.zip auf der Homepage. Versuchen Sie zu verstehen, was im Code gemacht wird!

e) Vervollstandigen Sie die Routine femld.m, welche die Finite-Elemente-Losung von (1) berechnet. Sie
diirfen dabei annehmen, dass die Koeffizienten a(z),b(x) und ¢(z) in 2 = (0,1) konstant sind. Achten
Sie darauf, dass das Gitter nicht notwendigerweise dquidistante Gitterabstéinde haben muss.

f) Testen Sie das Programm mit folgenden Daten:
ea=1,06=0,c=0, f=1und u(0) =u
ea=1,b=0,c=0, f=1und u(0) =0,u
ea=1,b=0,¢=0, f=2und u0) =u(l) =0,
ea=1,b=0,¢=1/100, f =1 und u(0) = u(1) =0,
e a=1,b=1/10,¢=0, f =1 und u(0) = u(1) = 0.

Losung:

a) Wir betrachten die Diffusions-Konvektions-Reaktions-Gleichung mit Dirichlet-Rand, wobei die
Dirichlet-Daten im Hinblick auf Aufgabenteil f) allgemein gehalten sind und sowohl homogen als auch
inhomogen seien konnen:

—(a(z)u'(x)) + b(x)u' (z) + c(z)u(x) = f(z), =€ Q=1(0,1)



Die Idee ist es, ein Problem mit inhomogenen Dirchlet-Daten in ein solches mit homogenen Randbe-
dingungen zu tiberfihren.

Erginzung: Etwas allgemeiner formuliert kann man die vorstehende Diffusions-Konvektions-Reaktions-
Gleichung mit einem Differentialoperator L formulieren. Wir setzen hierzu:

Lu = —(au') + bu’ + cu.

Das Diffusions-Konvektions-Reaktions-Problem mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen lautet
dann, gesucht ist u € H*() mit

Lu=f, inQ=(0,1),
u=up, aufdQ={0,1}.

Nehmen wir an, dass eine zuldssige Funktion %p bekannt ist, die die Dirichlet-Daten up erfillt, dann
kann man eine Funktion ug = u — 4p einfithren und erhéllt das homogene Randwertproblem in wg

LUO = f — Lﬂ,D, in Q= (O, 1),
ug = 0, auf 0Q = {0,1}.

Homogenisierung: Definiere hierzu zuniichst u := uo + ip, ug € H} (), ip € H'(Q). D.h. als Summe
einer Losungsfunktion ug, die auf dem Rand verschwindet (homogene Dirichlet-Daten) und einer Funk-
tion @ p, die nicht auf dem Rand verschwindet und gegebenen Falls inhomegene Dirichlet-Bedingungen
berticksichtigt.

Wie iiblich testen wir mit einer geeigneten Testfunktion v € HJ(2) und integrieren die Gleichung.
Partielle Integration (P.I.) liefert dann

1 1 1 1 1 1
- / awv” dx + / bu'vdz + / cuv dx = / au'v' dx — [u'v]§ + / bu'vdx + / cuv dx
0 0 0 0 0 0

1 1 1
:/ au'v'dr — W'()v(l) +  4'(0)v(0) +/ bu'vdx—i—/ cuv dx

=0, da v€H} () =0, da veH}(Q)
1
:/ fudz.
0

Die Schwache Formulierung lautet dann: Finde u € H'(2) mit

1 1 1 1
—/ au’v'daz—F/ bu’vdm—i—/ cuvdz:/ fode Yve H(Q)
0 0 0 0

Mit u = ug + up ist dies dquivalent zu: Finde ug € H&(Q) mit

1 1 1 1 1 1 1
/ augv’ dx + / bugv dz + / cupv dx = / fu'dx — [/ atpv' dx + / bi'pv dr + / clipv dm} .
0 0 0 0 0 0 0

=:a(uo,v) =:(f,v) =:a(tp,v)

(2)



b) Diskretes Problem in Matriz-Vektor Form

Wir betrachten eine Diskretisierung des abgeschlossenen Intervalls Q = [0, 1] in N + 1 nicht notwendi-
gerweise dquidistante Teilintervalle T; = [x;—1,2;],4 =1,..., N 4+ 1 der Lénge h; := x; — x;_1. Es seien
©0, - - -, pN+1 die Hutfunktionen zu den N + 2 Knoten zg, ..., ZN41-

Weiter sei X}, der von allen Hutfunktionen aufgespannte Vektorraum, d.h.
Xy = span{go, ..., pny1} C H'(Q)

und X} o der von den Hutfunktionen zu den inneren Knoten aufgespannte Raum:
Xno = span{p1,...,on} C Hy(Q)

Wenn wir ug , € Xp0 C H}(Q) und ug, € X5 C H(2) wie zuvor withlen, dann lautet die diskretisierte
schwache Formulierung zu (2):

Finde ug p € Xj,0 mit

a(uo,n,vn) = (f,vn) —alupp,vn), Vv € Xpo.

Jede Approximation ugp € Xjp0 von ug und upj, € Xp von @p lésst sich als Linearkombination der
Basisfunktionen des entsprechenden Raumes darstellen, d.h.

N+1
ug p(z Zuongoj und  upp = Y up ;).
j=0
Hierbei entsprechen die Koeffizienten ugj,j = 1,...,N und upj,j7 =0,..., N 4+ 1 den Werten von u

und %p an den Knoten. Einsetzen der Darstellung bzgl. der Basisvektoren ergibt.

N+1

a(z uuo,j(pja ’Uh) = (f: ’Uh) - G(Z uuD,j(pja vh)a vUh c Xh,[)
- =0

Da a(-,-) eine Bilinearform ist, d.h. linear in jedem Argument, und die Koeffizienten Konstanten bzgl.
der Integration sind, kann man diese herausziehen und es ergibt sich.

N+1
Z qu’ja(SO]ﬁ Uh f Uh Z UuD (p]7 Uh) V’Uh S Xh,O <3>

Gleichung (3) soll fiir alle diskreten Testfunktionen vy, € X} o gelten, welche sich wiederum als Line-
arkombination der Basisvektoren darstellen lassen. Wahlen wir nun speziell v, = ¢; fiir ein beliebig
festes i € {1,..., N}, so muss die Gleichung natiirlich auch gelten. Damit ist (3) gleichbedeutend da-
mit, dass die Gleichung fiir jede Basisfunktion vy, = ¢;,¢ = 1,..., N gilt. Wir erhalten die folgenden N
Gleichungen

N+1
Zquyja(gpj,cpl = (f,¢i) — Zu“ga a(ej i), i=1,...,N. (4)

Mit anderen Worten, wir erhalten ein System von N Gleichungen. Bekanntermafsen 1asst sich ein solches
in Matrix-Vektor-Form darstellen. Betrachten wir hierzu noch mal die Bilinearform und setzen

1 1 1
a(@j,wi)—/ a<p§¢§dw+/ b@}soz-daer/ cpjp; do
0 0 0

-~

=i04,j ::bi,j =iCij
als Eintrage der folgenden Matrizen:

A= (CLZ‘J’), B= (bi,j)a C= (Ci,j)a i,j = 1, .. .,N,
A=(a;;), B=(bij), C=(cij), i=1,...,N, j=0,...,N+1.



Definieren wir weiter wg; := (u071,...,u0,N)T € RY den Vektor der inneren Knotenwerte,
Upp = (upy,-- .,uD7N+1)T e RN*2 als den Vektor der Knotenwerte der Funktion @#p und setzen

= (f1, .., /)N mit f; := (f, ), so ist (4) dquivalent zu dem folgenden Gleichungssystem
(A+ B+ C)iigp = f — (A+ B+ C)iip,

¢) Zur konkreten Berechnung der Eintrége der drei Matrizen A, B und C betrachten wir zunédchst die
Hut-Funktionen zu den inneren Knoten und ihre Ableitungen

A el . .
(fﬂi—l'i—l’ x € [wi—1, ;)
; = Lit1—Z . . A
pi(z) = m, x €z, a1 1=1,...,N
0, sonst,
Ti—zi1 Ry T e [:L‘Zflaxl)
@i(w) = Tii—m = R x € [z, xi41] t=1,...,N
0, sonst,

Die Eintrage der Matrizen /Nl, B und C ergeben sich bis auf a1 9 und ay n41 analog. Zur Berechnung
dieser Eintrage betrachten wir die folgenden Ansatzfunktionen auf dem Randintervall

— Tr—X
polw) = { e CEloml gy et T el
0, sonst 0, sonst
und ihre Ableitungen
-1 1
= T € [z0, 7] o T E[TN, TN
/ ) = xr1—20’ ’ / ) = TN41—TN
#o(®) 0, sonst ’ P41 () 0, sonst

Mit Hilfe dieser Hutfunktionen wollen wir nun die in b) definierten Matrixeintrage gerechnen. Da der
Tréager der Hutfunktionen jeweils lokal ist, erhalten wir nur Nichtnulleintrige fiir gleich bzw. benach-
barte Indizes.

Nach Annahme sind die Koeffizienten als stiickweise konstant und entsprechen auf jedem Element dem
Koeffizienten ausgewertet an dem jeweiligen Mittelpunkt. Es sei m; der Mittelpunkt des i-ten Elementes
T; = w1, zi).

Berechnung der Eintrdge der Matrix A bzw. A:

! T 1 -1 ~1 —a(m;

i1 = /0 a(x)pi(x)pi_q (z) de = /mi1 a(ml)hjhiz dz = a(m’)hif(:rz — o) = af(L:n )
1 Tit1 -1 1 —a(m;

it = [ @@l e = [ atmp) = )

0 i hiv1 hita hit1
/1<>/<>'<>d [ atmys e+ [ atmin)
i = a(z);(z)p;(x) de = a(m;)——dx a(mip1)—— T
7 0 vy zio1 hi h; i M hist hist

_a(m;) | a(mig)
h; hiv1

a;j =0, sonst




Berechnung der Eintrige der Matriz B bzw. B:

Tor—xiq —1

1
bii—1 = /0 b(x)pi(z)pi_1(z) doz = b(mi)/ " h h dx

i—1 hi
b(m:) | b(my) [22
= — (r —mj—q1)dx = — — -z
h/% Ti—1 h22 2 Ti—1
_ b(ml) ZT; Ti—1 . b(mz) (.%'z — .TUZ'_l)Q . b(mz)
TR ((5 = o) it =5t ) = - 02 2 2

Tl g —x 1

dzx

1
biit1 = / b(x)pi() @)y do = b(mm)/ T
0 xi 141 141

_ b(miy1) /m"“ Tiot — de = b(mi1) hiyy _ b(mis)

hz2+1 i hi+1 2 2

1 x; — T 1 Tit1 ; B 1
bii = / b(z)pi(x)p;(x) de = b(mi)/ Lo 2 ey b(mm)/ Tipp—x =1
| ’ s Pl z; hit1 hiya
b 7 i b i Tit1

= (}:’; ) / (:U - l‘ifl) dx + (Z; +1) / Tiy1 — xdx

i Ti—1 1+1 T;
— b(mi-i-l) . b(mi+1)

2 2

bi; =0, sonst

Berechnung der Eintrige der Matriz C bzw. C': Das jeweilige Element wird zur Berechnung des Integrals
auf das Referenzelement 7" = [0, 1] transformiert.

Ti p—mi 13—

I, P dx

i1 = | (@) i) i () dz = clmy) /

Ti-1
c(mz)hz
6

0
1
= C(mi)hi/o (1-Qd¢=

Titl g1 —x T — X5

1
i = [ c)la)pin @) do = clminr) | &

hiyi hita

! . .
= C(mm)hm/o C(1—¢)d¢ = C(Wé)hm

1
- /0 ()i () pil) da

T—TT— T Tit1 — T Tigy1 — T
= c(my) / - - dx + c(mH_l)/ - 3 dz
ziog i i i1 i1

! 1 . . .
— C(mi)hi/o ¢2d¢ + c(miﬂ)hiﬂ/o (1—0)%d¢ = C(n;l)hz N C(m?:+1)

cij =0, sonst
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function u=femldkomplett(coordinates ,elements , dirichlet ,a,b,c,f u_d)

N=size (elements ,1);
A=sparse (N+1,N+1);
B=sparse (N+1,N+1);
C-sparse (N+1,N+1);
rhs=zeros (N+1,1);
u=zeros (N+1,1);

% Aufstellen der Steifigkeitsmatriz
for j=1:N
x=coordinates (elements(j,:));
A(elements(j,:),elements(j,:))=A(elements(j,:),elements(j,:))+...
a/(x(2)—x(1))%[1 —1;—1 1];
B(elements(j,:),elements(j,:))=B(elements(j,:),elements(j,:))+...
b/2x[—-1 1;—1 1];
C(elements(j,:),elements(j,:))=C(elements(j,:),elements(j,:))+...
cx(x(2)—x(1))/6x%[2 1;1 2];

end
% Rechte Seite
for j=1:N

x=coordinates (elements (j ,:));

rhs ([ elements(j,1);elements(j,2)])=rhs (|[elements(j,1);elements(j,2)])+...

(x(2)=x (1)) /2% £ ((x(1) +x(2))/2);

end

% Dirichlet Bedingungen
u(dirichlet)=u_d;

% Berechnung der Loesung

%C=diag (sum(C’));

M=ABC;

freenodes=setdiff (1:size(elements,1)+1,dirichlet);
rhs=rhs—Msxu;

u(freenodes)=M(freenodes ,freenodes)\rhs(freenodes);
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function solve 1ldfem komplett

% Matlab Programm fuer 1D— Problem
% —au’’+bu’+cu=f in (0,1)

% a,b,c konstant

clear all;
close all;

% Netz laden

load coordinates.dat
load elements.dat
load dirichlet .dat

teil = "f7,

switch teil

case ’a
a=1;b=0;c=0; u d=[0;0]; f =@Q(x) 1;
u_exact = Q(x) 1/2%x(—x"2+x);
case ’'b’
a=1;b=0;c=0; u d=[0;1]; f = @Q(x) 1,
u_exact = @Q(x) —1/2%xx"2+3/2x%x;
case ’'c’
a=1;b=0;c=0; u d=[0;0]; f = Q(x) x;
u_exact = @Q(x) 1/6xx*x(—x"2+1);
case ’'d’

a=1;b=0;c=1/100; u_d=[0;0]; f = @Q(x) 1;
u_exact = @Q(x) —100%(exp(—x/10+1/10)—exp(1/10)
texp(x/10)—1)/(1+exp(1/10));
case ‘e’
a=1;b=1/10;¢=0; u_d=[0;0]; f = @(x) 1;
u_exact = Q(x) 10%(—exp(x/10)+x*xexp(1/10)—x+1)/(exp(1/10)—1);
case ’'f’
a=1;b=0;c=100; u d=[0;0]; f = @(x) 1,
u_exact = @Q(x) —0.01x(exp(—10*x+10)—exp(10)...
+exp (10xx)—1)/(1+exp (10));
end

% Erxakte Loesung plotten
fplot (u_exact,[0,1], ’r—"),hold on

% berechne FEM
for k=0:3
u=femldkomplett (coordinates ,elements , dirichlet ;a,b,c,f ,u _d);
% FEM Loesung plotten
plot (coordinates (elements)’ u(elements)’, ’k—");
hold on;
pause;
% Verfeinere Gitter
coordinates=|coordinates ;sum(coordinates (elements) ,2)/2];
n=size (elements ,1);




53 elements =|[elements (:,1),(n+2:2xn+1)"];[(n+2:2xn+1)", elements (: ,2)]];
54 |end

55
56 |%berechne letztes Mal FEM

57 |u=femldkomplett (coordinates ,elements , dirichlet ,a,b,c,f u d);
58
59 |% Plot of the FE-solution

60 | plot(coordinates(elements)’ u(elements)’, ’k—") hold on

Abbildung 1: Teil a) In rot die exakte Losung, in schwarz die numerische Losung mit Finiten-Elementen.
Man sieht, dass sich die numerische Losung der exakten Losung mit zunehmender verweinerung des Gitters
annahert.
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Abbildung 2: Teil b) In rot die exakte Losung, in schwarz die numerische Losung mit Finiten-Elementen.
Man sieht, dass sich die numerische Losung der exakten Losung mit zunehmender verweinerung des Gitters
annahert.
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Abbildung 3: Teil ¢) In rot die exakte Losung, in schwarz die numerische Losung mit Finiten-Elementen.
Man sieht, dass sich die numerische Losung der exakten Losung mit zunehmender verweinerung des Gitters
annahert.
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Abbildung 4: Teil d) In rot die exakte Losung, in schwarz die numerische Losung mit Finiten-Elementen.
Man sieht, dass sich die numerische Losung der exakten Losung mit zunehmender verweinerung des Gitters
annahert.
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Abbildung 5: Teil e) In rot die exakte Losung, in schwarz die numerische Losung mit Finiten-Elementen.
Man sieht, dass sich die numerische Losung der exakten Losung mit zunehmender verweinerung des Gitters
annahert.
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Abbildung 6: Teil f) In rot die exakte Losung, in schwarz die numerische Losung mit Finiten-Elementen.
Man sieht, dass sich die numerische Losung der exakten Losung mit zunehmender verweinerung des Gitters
annahert.



