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Rauménderung (Vorankiindigung):
Am 07. Februar 2014 finden wegen der Promotionsfeier der Fakultdt fiir Ingenieurwissenschaften und
Informatik die Ubungen zu Angewandte Numerik 2 im Raum 43.2.103 statt.

Aufgabe 27 (Programmieraufgabe, Finite-Differenzen-Methode in 2D) (8 Punkte)
Fiir das Gebiet 2 in Abbildung 1 sei die Randwertaufgabe

—Au(z,y) =1 inQ
u(z,y) =0 auf 00

gegeben.

0,5

15

Abbildung 1: Trapezgebiet 2

Lésen Sie diese Randwertaufgabe ndherungsweise mit der Finite-Differenzen-Methode unter Verwendung des

5-Punkte-Sterns fiir die Netzweiten h = i, h = % und h = %.

Losungsvorschlag

Matlab-Programm

% % Angewandte Numerik 2, WS 2013/2014

% Blatt 12, Aufgabe 27: FDM in 2D, Trapezgebiet
%

% Loesungsvorschlag

%
% Hauptprogramm : Finite—Differenzen—Methode

clear all;
close all;

%% Initialisierungen
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hs = [1/4 1/6 1/8]; % FDM fuer mehrere Netzweiten h testen
%% Schleife zum Testen fuer alle im Vektor hs angegebenen Netzweiten h

for hind = 1:length(hs)

h = hs(hInd); % eine Netzweite waehlen
N=1.0/h - 1; % N: Anzahl innere Netzpunkte in y—Richtung
M= 1.5/h — 2; % M: Anzahl innere Netzpunkte in z—Richtung

% Beachte: Trapezgebiet hat bei unterster
% Reihe bereits einen Netzpunkt weniger

1 = M«N — (N—1)xN/2; % Anzahl inmerer Netzpunkte im Trapezgebiet
e = ones(M, 1);
T = spdiags([—e, 4xe, —e], [-1, 0, 1], M, M); % Tri—Diagonalblock

%% Steifigkeitsmatriz A aufstellen

A = sparse(l, 1); % Steifigkeitsmatriz

offset = 0; % zuerst links oben in A anfangen

MTrapez = M; % und zwar mit einer vollen Zeile

for j = 1:N % fuer jede Zeile einen Tri—Diagonalblock
A(offset +[1:MTrapez|, offset+[1:MTrapez|) = T;
offset = offset + MTrapez; % naechster Tridiagonalblock
MTrapez = MTrapez—1; % der ist aber 1 kleiner

T = T(1:MTrapez, 1:MTrapez);

if (j 7=N) % Die Nebendiagonalbloecke eintragen
I = eye(MTrapez); % Einheitsmatriz ist bereits 1 kleiner
A(offset —-MTrapez—1+[1:MTrapez|, offset +[1:MTrapez|) = —1I;
A(offset +[1:MTrapez|, offset —MTrapez—1+[1:MTrapez|) = —1I;
end

end

%% rechte Seite b berechnen

b = h~2xomnes(l, 1);

%% Loesen des FDM-Gleichungssystems

z = A\b;

%% Graphische Darstellung

x = linspace (0, 1.5, M+3);
y = linspace(0, 1.0, N+2);
[xx, yy| = meshgrid(x, y);
zz = zeros(size(xx));

zIndex = 1;




67 for j = 1:N % Trapezgebiet hat N Zeilen wvon inneren Punkten

68 % alle inneren Punkte der jewiligen Zeile

69 zz (j+1, 2:M-j+2) = z(zIndex:zIndexM-j);

70 zIndex = zIndex-tM-j+1;

71 end

72 for j = 2:N+1 % Trapezgebiet "ausschneiden”

73 zz (j+1, M=j+5:M+3) = NalN;

74 end

75

76 figure (2«xhInd —1);

7 surf(xx, yy, zz);

78 title (| 'FDM-L sung_f ,r _Netzweite_h=1/" num2str(1/h)|, ’Fontsize’, 14);

79 xlabel(’x’, 'Fontsize’, 14);

80 ylabel(’'y’, ’Fontsize’, 14);

81 zlabel (’'u(x,y)’, 'Fontsize’, 14);

82 colorbar ('vert’);

83

84 figure (2«xhInd );

85 spy (A);

86 title (| ’Steifigkeitsmatrix _der FDM-L sung_f r_Netzweite_h=1/’

87 num?2str(1/h)|, ’'Fontsize’, 14);

88 |end % Verschiedene Netzweiten h
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Abbildung 2: Losungen fiir die Netzweite h = i
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Abbildung 4: Losungen fiir die Netzweite h = %

Steifigkeitsmatrix der FDM-Ldsung fiir Netzweite h=1/4
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Abbildung 5: Struktur der Steifigkeitsmatrix
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Steifigkeitsmatrix der FDM-L&sung fiir Netzweite h=1/8
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Aufgabe 28 (Programmieraufgabe, Finite-Differenzen-Methode in 2D) (8 Punkte)

Losen Sie

_Au(x7y) + S(.I',y) u<$7y) =1 inQ
u(z,y) =0 auf 0

Qo=

analog zu Aufgabe 27 mit s(z,y) = 1 bzw. s(z,y) = 1+ 2x. fiir die Netzweiten h =}, h = ¢ und h =

Loésungsvorschlag

Matlab-Programm

% % Angewandte Numerik 2, WS 2013/2014

% Blatt 12, Aufgabe 28: FDM in 2D, Trapezgebiet
%

% Loesungsvorschlag

%

% Hauptprogramm : Finite—Differenzen—Methode

clear all;
close all;

%% Initialisierungen

hs = [1/4 1/6 1/8]; % FDM fuer mehrere Netzweiten h testen

%% Schleife zum Testen fuer alle im Vektor hs angegebenen Netzweiten h

for hind = 1:length (hs)

h = hs(hlnd); % eine Netzweite waehlen
N=1.0/h - 1; % N: Anzahl innere Netzpunkte in y—Richtung
M= 1.5/h — 2; % M: Anzahl innere Netzpunkte in z—Richtung

% Beachte: Trapezgebiet hat bei unterster
% Reihe bereits einen Netzpunkt weniger

1 = M«N — (N—1)«N/2; % Anzahl innerer Netzpunkte im Trapezgebiet
e = ones (M, 1);
T = spdiags([—e, 4xe, —e], [-1, 0, 1], M, M); % Tri—Diagonalblock

%% Steifigkeitsmatriz A aufstellen

A = sparse(l, 1); % Steifigkeitsmatriz

offset = 0; % zuerst links oben in A anfangen

MTrapez = M; % und zwar mit einer wvollen Zeile

for j = 1:N % fuer jede Zeile einen Tri—Diagonalblock
A(offset +[1:MTrapez|, offset +[1:MTrapez|) = T;
offset = offset + MTrapez; % naechster Tridiagonalblock
MTrapez = MTrapez—1; % der ist aber 1 kleiner

= T(1:MTrapez, 1:MTrapez);

if (j "= N) % Die Nebendiagonalbloecke eintragen
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I = eye(MTrapez); % FEinheitsmatriz ist bereits 1 kleiner

A(offset —MTrapez—1+[1:MTrapez|, offset +[1:MTrapez|) = —1;

A(offset +[1:MTrapez|, offset —MTrapez—1+|1:MTrapez|) = —1I;
end

end

%% rechte Seite b berechnen

b = h~2xomnes(l, 1);

%% zwei verschiedene Funktionen s betrachten

for func = 1:2
switch func
case 1
funcName = ’Funktion_s(x,y).=_.1";
s = @Q(x,y) ones(length(x)xlength(y),1);
case 2
funcName = ’Funktion_s(x,y).=_1_+_2x";
s = Q(x,y) (1 + 2.xx)xlength(y);
otherwise

error ( 'Es_gibt_diesen_Wert_fuer_func_nicht.’);
end

%% Aufstellen der aus s(z,y)xu(x,y) resultierenden Matriz

c = zeros(l,1);

offset = 0; % zuerst links oben in S anfangen
MTrapez = M; % und zwar mit einer wvollen Zeile

for j = 1:N % alle Zeilen des Gebiets durchlaufen

for i = 1:MTrapez
c(offset+i) = s(ixh, jxh);
end
offset = offset + MTrapez; % naechste Zeile
MTrapez = MTrapez—1;
end
C = spdiags(c, 0, 1, 1);

%% Loesen des FDM-Gleichungssystems

z = (A+C)\b;

%% Graphische Darstellung

x = linspace (0, 1.5, M+3);
y = linspace (0, 1.0, N+2);
[xx, yy| = meshgrid(x, y);
zz = zeros(size(xx));




97 zlndex = 1;
98 for j = 1:N % Trapezgebiet hat N Zeilen wvon inneren Punkten
99 % alle inneren Punkte der jewiligen Zeile
100 zz (j+1, 2:M-j+2) = z(zIndex:zIndex+M-j );
101 zIndex = zIndex+M-j+1;
102 end
103 for j = 2:N+1 % Trapezgebiet "ausschneiden”
104 zz. (j+1, M=j+5:M+3) = NalN;
105 end
106
107 figure (((hInd —1)%3)+func);
108 surf(xx, yy, zz);
109 title ([ FDM-L sung_f r_Netzweite_h=1/" num2str(1/h) ’_und_’ funcName],
110 "Fontsize’, 14);
111 xlabel(’'x’, 'Fontsize’ , 14);
112 ylabel(’y’, ’Fontsize’, 14);
113 zlabel (’u(x,y)’, 'Fontsize’, 14);
114 colorbar(’vert’);
115 end % zwei Funktionen s
116
117 figure (((hInd —1)%3)+3);
118 spy (A):
119 title (| ’Steifigkeitsmatrix_der .FDM-L sung_f r_Netzweite_h=1/’
120 num?2str(1/h)], 'Fontsize’, 14);
121 |end % Verschiedene Netzweiten h
N&herungslésungen
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Abbildung 6: Losungen fiir die Netzweite h = i und s(z,y) =1




FDM-L&sung fiir Netzweite h=1/4 und Funktion s(x,y) = 1 + 2x FDM-L&sung fiir Netzweite h=1/4 und Funktion s(x,y) = 1 + 2x
1

0.9
0.02
0.025 08
0.02 0.7
r 10.015
0.015
=
=
S 0.01
r 0.01
0.005
0
1 0.005
0
0 0.5 1 15
X
Abbildung 7: Losungen fiir die Netzweite h = } und s(z,y) = 1+ 2z
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Abbildung 8: Losungen fiir die Netzweite h = % und s(z,y) =1
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Abbildung 9: Losungen fiir die Netzweite h = % und s(z,y) =1+ 2z
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Abbildung 11: Lésungen fiir die Netzweite h = § und s(z,y) = 1+ 2z
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Abbildung 12: Struktur der Steifigkeitsmatrix

Steifigkeitsmatrix der FDM-L6sung fiir Netzweite h=1/8




Aufgabe 29 (Finite-Differenzen-Methode in 2D, 9-Punkte-Stern) (8 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir hinreichend glattes u mit —Au = f

20u(x,y) — 4 (u(x — hyy) + u(x + h,y) + u(z,y + h) + u(z,y — h))

— (u(x —h,y—h) +u(x+h,y+h)+u(lx—h,y+h)+ulz+hy—~h))
4
FO12 () + 5 (Af () = 0

gilt.
Beachten Sie: Uzzzr + 2Ugayy + Uyyyy = —Af.

Losungsvorschlag

Fir u(z + h,y), u(z — h,y), u(x,y + h) und u(z,y — h) gelten die Taylorentwicklungen

h? h3 ht h’
U(x + h, y) = U($, y) + hug + Y —Ugz + 31 —Uggr + Al —Uggrr T 51 —Uggzrrr T O(h6)
2 h3 h4 h5
u(x — h,y) = u(x,y) — hug + of Yaz — Jrlare + = Ay Yawze = FyUzszas +O(h°)
h? h3 h4 hd
u(z,y +h) = u(z,y) + huy + or Yy g Yyyy Ty tyyyy T gy Uyyyyy T O(h%)
2 h3 h4 h5
u(z,y —h) = u(z,y) — huy + 91 Yy T gy Yy + 41 tyvyy — 1 Yyyyyy +O(h°).
Damit erhalten wir die beiden Gleichungen
h2 4
u(z + h,y) +u(x — h,y) = 2u(z,y)+2; ol Uggy +2— A1 Ugggr + O(hG) (1)
2 4
w(z,y +h)+ulx,y—h) = 2u(z,y)+2— o7 Uy + 2— a7 Loy T O(h°). (2)

Fiir u(z + h,y + h) lautet die Taylorentwicklung

2
w(@ + h,y + h) = u(z,y) + hug + huy +
h3

+ 37 3l (Ugze + Uszy + Usye + Uzyy + Uyaw + Uyay T Uyye + Uyyy)

i(um + Uy + Uy + Uyy)

h4

+ — Al (uxzzx + Uggay + Uzzyz T Uzayy + Uzyzzr + Uzyzy T Uzyyz T Uzyyy

+ Uyear + Uyoay + Uyaye T Uyeyy + Uyyes + Uyyay + Uyyye T Uyyyy)
5
+ g(ux:crmc + Uzzzzy + Uzzzyr T Uszryy T Uzzyzz T Uzzyzy T Uszyyr T Uzzyyy

+ Ugyzzzr + Uzyzay + Uzyzyz T Uzyzyy + Uzyyza + Uzyyzy + Uzyyyz + Uzyyyy
+ Uyzzzr + Uyzzay + Uyzzyr T Uyzazyy T Uyzyzz + Uyzyzy T Uyzyyzr T Uyzyyy
+ Uyyzaa + Uyyaay + Uyyaye + Uyyayy + Uyyyae + Uyyyay + Uyyyye + Uyyyyy)
+ 0 (h6)
2 h3
= u(z,y) + huy + huy, + g(uxz‘ + 2ugy + Uyy) + a7
h4
+ = A1 (Ugzzz + Quggry + OUgryy + dugyyy + Uyyyy)
5

(ux:c:r; + 3ux:cy + 3U1‘yy + uyyy)

+ Ugzzze T DUzzzey + 10Uzzryy + 10Uzzyyy + SUayyyy + Suyyyyy) + O(h6) (3)

51



Analog erhélt man

2 3
w(x+h,y—h) =u(z,y)+ hug — huy + %(um — Uy + Uyy) + %(umz — BUgay + BUgyy — Uyyy)
h4
+ ﬁ(“mm — Qaggay + OUgayy — ayyy + Uyyyy)
5
+ %(ummx:px - 5uxx:vmy + 10umx:pyy - 10umxyyy + 5uxyyyy - 5uyyyyy) + O(hG) (4)
h? h3
wx —h,y+h) =u(x,y)— hug + huy, + j(uch — 2Ugy + Uyy) + g(—uxm + BUpgy — SUgyy + Uyyy)
h4
+ E(uzx:px - 4u:r:pa:y + 6Umcyy - 4u:ryyy + Uyyyy)
5
* %(_umm”" + 5Uasazy — 10Usayy + 10Usayyy — Stayyyy + Sttyyyyy) + O(R) ()
h? h3
uw(lx—h,y—h) =u(z,y) — hugy — huy + a(um + 2ugy + Uyy) + g(—ugCm — BUgay — 3Uzyy — Uyyy)
h4
+ j(umm + Alzay + OUazyy + Alayyy + Uyyyy)
5
* %(_uﬂcwxrx ~ BUgszay — 10Uzzayy — 10Usayyy — Stayyyy — Btiyyyyy) + O(R°).  (6)

Setzen wir (3) bis (6) zusammen, so ergibt sich

2 3
= u(z,y) + hug + huy + %(um + 2Ugy + Uyy) + %(uzmm + BUgzy + SUgyy + Uyyy)
1 ! !
+ ar (Uezae + Wazay + Ollawyy + ayyy + tyyyy)
h5
+ a(u:r:pxmc + 5u:vxwxy =+ 10u:m:xyy + 10uxa:yyy + 5uazyyyy + 5uyyyyy)
h? h?
+u(z,y) + hugy — huy + g(um — gy + Uyy) + g(umx — BUgay + 3Uzyy — Uyyy)
4 ! !
+ E(uazxazx - 4uxmcy + 6uxzyy - 4uxyyy + uyyyy)
h5
+ g(uzmmxx - 5uxmxmy + loummmyy - louzajyyy + 5uzyyyy - 5uyyyyy)
h? h3
+u(z,y) — huy + huy, + a(um — Uy + Uyy) + y(—umx + BUgzy — SUgyy + Uyyy)
4 ! !
+ E(ux:r:m: - 4ummy + 6Urmyy - 4u:pyyy + uyyyy)
h5
+ BT (—Uawoae + Sllaveay — 10Uazayy + 10Usayyy — Stayyyy + Stiyyyyy)
‘ 2 h3
+ u(z,y) — huy — huy, + a(uzx + 2Ugy + Uyy) + g(—ugmD — BUgzy — BUgyy — Uyyy)
4 ! !
+ ar (Uoawe + 4tgaay + Ollaayy + Ltiayyy + tyyyy)
5
+ %(7UI$III — Uggzay — 10Uzzayy — 10Uzzyyy — DUgyyyy — 5Uyyyyy) + O(h6)
2 4
= du(x,y) + §(4um + duy,y) + %(4umm + 24Ugpqyy + Ayyyy) + (’)(hﬁ)
4
= du(z,y) + 2h* (g + Uyy) + ﬂ(“mm + Bugayy + Uyyyy) + O(h%) (7)

4]



Aus (1), (2) und (7) folgt insgesamt

20u(x,y) — 4 (u(x — hyy) + u(x + h,y) + u(z,y + h) + u(z,y — h))
— (u(x —h,y—h)+u(lx+h,y+h)+ulx—hy+h)+ulz+hy—h))

h4
- 6h2f(x,y) - ? (Af(l‘,y))
2h* 2h*
= 20u — 4(2u + h2uy, + —yp Uaaae + 2u + h2uyy + Iuyyyy)
2 4n* 6
— | 4u + 20 (ugy + Uyy) + I(umm + OUgzyy + Uyyyy) | + O(R°)
2 ht
) 12h* p
= — 60" (ugs + Uyy) — T(Umm + 2Ugayy + Uyyyy) + O(R7)
2 ht
h4
= —6h° (Ugz + uyy) — ?(u:r:xmc + 2Ugayy + Uyyyy) + O(h6)
2 ht
—6h f(x7y) - ? (Af(l‘,y))

Berticksichtigen wir jetzt noch —f(z,y) = Au(z,y) = gz + uyy und —Af(z,y) = A(Au(z,y)) = Upgas +
2Ugryy + Uyyyy, SO erhalten wir

20u(x,y) — 4 (u(x — hyy) +u(x + hyy) + u(z,y + h) + u(z,y — h))
— (u(x —h,y —h)+ulx+h,y+h)+ulx—hy+h)+ulz+hy—h))

h4
—6h2f(z,y) — - (Af(z,y))
) h* 6
= — 6h"(Ugz + Uyy) — ?(umm + 2Uggyy + Uyyyy) + O(R)
2 ht
= 6h*f(2,y) — 5 (Af(x,))
) h* 6
= — 60" (ugs + uyy) — ?(Umm + 2Uaayy + Uyyyy) + O(R7)
4
+ 6h> (Ugy + uyy) + ?(Ul‘xmc + 2Uggyy + “yyyy)
= O(h%)



