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Angewandte Numerik 2

Aufgabe 31 (2-D Finite Elemente: Programmieraufgabe, Elementsteifigkeitsmatriz, Poisson-Problem)
(3+3+46+6 Punkte)

2)

Gegeben sei Q C R?, die Bilinearform

a(u,v) = /Q Vu(e, y)TVo(z, y) d(z, y)

sowie die Ansatzfunktionen {p;}" ;. Zeigen Sie mit der Substitutionsformel fiir affine Transformationen,
dass gilt

T
g (Pia, Piy) = det Bi/T (BZTV(c,g)W(Caf)) <Bi_TV(<,5)<Pa(C,§)> (¢, §)
= det BZ' /T V(Cé)@ﬁ(c, f)TBi_lBi_Tv(C,g)(pa(Ca g) d(C, §)

— det B; /T Vieoes(COT (BTB) ™ VicopalC,€) d(C, €)

Satz 1 (Substitutionsformel fiir affine Transformationen). Sei Q C RY messbar und die affine
Transformation F : R — R? definiert durch

F(z)=Bx+b

wobei B € R¥? eine invertierbare quadratische Matriz und b € R sei. Dann gilt fiir jede integrierbare
Funktion f : T (Q) — [—o0, 0]

1
/Qf(Bx—l-b)dx: |det(B)\/F(Q)f(y)dy'

Hinweis zur Notation: Hierbei sei Fr) (¢, €) := Bi((,€)T +b = (x,y)T die affine Transformation
vom Referenzgebiet T = conv ((0,0), (1,0), (0,1)) auf das jeweilige Element 7. i ist also der Index des
Dreiecks, das gerade transformiert werden soll. @ und § sind die Indizes der lokalen Ansatzfunktionen,
(also z.B. a, B € {1, 2, 3} fur lineare Ansatzfunktionen). (¢, ) bezeichnet die Koordinaten im Referenz-
gebiet 7', dies entspricht also (z,y) auf dem Element 7). ©a,3 bezeichnet die Ansatzfunktionen im
Referenzgebiet T, Pi, 5 seien die Ansatzfunktionen auf dem Element T’ (@),

Sei d = 2. Schreiben Sie eine Matlab-Funktion M=stima3(knoten), die fiir Dreickselemente T mit
Knoten (xgl), y%l))T, (l’g)7 yél))T und (xz(f),yéz))T fiir lineare Formfunktionen die Elementsteifigkeitsma-
trizen berechnet. Assemblieren Sie moglichst geschickt die Elementsteifigkeitsmatrizen zu einer globalen

Matrix. Auf der Vorlesungshomepage steht ein Programmrumpf zur Verfiigung.

Hinweis: Verwenden Sie hierbei die Formel aus Aufgabenteil a), auch wenn Sie diese nicht gezeigt
haben.

siehe Riickseite



c¢) Gegeben sei das Poisson-Problem auf [0, 1]2:
—Au=1 auf Q=10,1]?

u=0 auf 9N
Gegeben Sei aufierdem die folgende Triangulierung
Koordinaten Elemente
globale Knotennr. | = gy
Elementnr.
1 0.0 0.0
1 1 2 3
2 1.0 0.0
2 2 5 3
3 0.5 0.5
3 3 5 4
4 0.0 1.0 4 1 3 4
5 1.0 1.0

Stellen Sie die Steifigkeitsmatrix auf und berechnen Sie die lineare FEM-Approximation.

Hinweis: Stellen Sie zunéchst die Transformation aus Aufgabenteil a) auf und berechnen Sie dann
die notwendigen Eintridge der Elementsteifigkeitsmatrizen mit der Formel aus a) und aus diesen die
Steifigkeitsmatrix. Beachten Sie hierbei, dass Sie durch die Randbedingungen nur einen Freiheitsgrad
in u haben. Die linearen Formfunktionen auf dem Referenzgebiet T lauten:

01(6, ) =1-C—=& 92,8 =¢ »3((,§) =¢
d) Priifen Sie Thre Implementierung aus Aufgabenteil b) an dem Beispiel aus Aufgabenteil c):
Berechnen Sie den Lastvektor f approximativ durch

Tro —T1 I3 — 1

1
cdxr ~ = det
>pr 6 <y2y1 Y3 — Y1

) f(zs,ys)

T
hierbei bezeichne (xg,ys) den Schwerpunkt des Dreiecks T,
Losung:
a) Auf dem Dreieck T gilt
ap) (Pigs Dig) = o Vi (@,9) " Vpiy(x,y) d(z,y)
=, VP (Fry (2,9) Vpis (Fry (2, y) d(z, y)
= /F ey ¥ @0 (P Fp) Fron (G 8V iy (95 0 Py ) Fireo (€ )] det(Fpeo (G, €)
= det(F! 5Ty Ty d
= det(Fp) - (Fra) VicewalS,8)) ((Fra) Vicges(C,€)) d(C,€)
T

— det(Fp) /T (B7"Vico#alc:8) (BT Vio9s(6.9) dc.€)
— det(Fpoo) [ Vicereal6. OB BTV coalC.d(6,6)

— det B, /T Vico@s( T (BTB) " VicopalC, ). d(G, )

b)

1 |function M = stima3(vertices)

2

3 |d = size(vertices ,2);

4 |G = |ones(1,d+1);vertices ’| \ [zeros(l,d);eye(d)];

5 |M = det([ones(1,d+1);vertices’]) * G * G’ / prod(1:d);




c) Mit den linearen Formfunktionen

@1((75) :1_<_§7 ()02(C7§) :<7 903(C7§):€

wollen wir die Transformationen F)

X bill bi12) (C) <b21)
- + =: F i s
<y> (bi21 biQQ 5 big T( )(C 6)
vom Referenzgebiet T auf das Element T bestimmen, d.h. die Matrizen B; und Vektoren b;,i =
1,...,4.

Wir haben (¢,€)7 € {(0,0)T,(1,0)7,(0,1)”}. Einsetzen der Knoten des Referenzelementes liefert all-

gemein fiir den ersten Knoten Pl(i) = (azgi), ygi))T des i-ten Elements

(@) (4)
Ty bin bi12> (O> (bil) (bh) Ty

. = + p— fd . s
<y§1)> <bi21 bi22 0 bi2 bz‘g yY)

fiir den zweiten Knoten PQ(i) = (azg), yg))T

xg) _ biu bi12 1 + ‘rgl) — bin _ wg) - xg”
) T by b)) \0) T L0 b ) = 0
5 i21  Via2 2 21 Y2 L4}

und fiir den dritten Knoten Péi) = (xéi), yéi))T

$§i) _ biu bi12 0 + xgi) PR bi21 _ xgi) - xgi)
@ ] = \p, b, 1 (4) b - (@ _ 0|
Y3 P21 122 Ty 122 Ys3 Y

Somit lautet die affine Transformation allgemein

() (- ) (9)- ()
y ) =l ) =)\ g

Damit ergibt sich fiir das erste Element

(1 05 /0 o (1 -1 e (2 -2
Bl_(o 0.5)’ bl_(o)’ B, _<o 2>’ BBy _<—2 4)'

Fiir das zweite Element folgt

(0 05 (1 (11 o (2 =2
BQ_(l 0.5)’ b2_<o>’ By _<—2 0)’ By By _<—2 4>
fir das dritte Element
(-1 —05 1 (-1 1 e [2 =2
B3_<0 —0.5)’ b3_<1>’ By _(o —2)’ By By _(—2 4)
und fiir das vierte Element
(05 0 (0 1 (2 0 AT [ 4 2
B4_<0.5 1)’ b4_(1>’ B _<—1 1> Bi B _<—2 2)‘
Auflerdem gilt

|det B;| =1-05—0-0.5=0.5, |detBy|=0.5, |detBs|=0.5, |detBy|=0.5.

und

cnica— (). woico-(Y). smica- ()



Da wir am kompletten Rand homogene Dirichlet-Bedingungen haben, haben wir nur einen Freiheitsgrad
am globalen Knoten Ps. Somit hat die Steifigkeitsmatrix nur einen Eintrag korrespondierend zu dem
Konten Pj:

a(ps, p3) Zam P3,p3)

Fiir die einzelnen Beitrage ergibt sich

ara)(p3,p3) = 0.5 /T Vs B By 'Vps d(¢,€)

20.5/T(0,1) <22 _42> (?) ,d(C,€)
05 [0 1)( ) (¢, €)
o [

_05/0 Qe

=05[-21-¢?%, =1,

4 (Do, pa) = 0.5 /T Vs By By Vs d(C.€)

:0.5/#0,1) <_22 _42> <(1)> ,d(¢,€)
:0.5/(0 1)( ) d(¢,§)
20.5/0 /01 e dc

1
= 0.5/0 A(1 - ¢)de
=05[-21-¢?%, =1,

are) (p3,p3) = 0.5 /T V3B "By TVips d(¢,€)

:0.5/T(0,1) <_22 _42> <[D ,d(C,€)
:0.5/(0 1)< > d(¢,€)
20.5/0 /01 “adedc

1
= 0.5/0 A(1 - ¢) de
=0.5[-2(1-¢)?%, =1,
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O© 00 O T = W N~

I R R e T e T e T e T o S ey
N = O O 00 0O Ui W= O

arp@ (ps,p3) = 0.5 /T Vo By By TV d(¢,€)

:0.5/T(1,0) <_42 _22> <(1)> ,d(¢,€)
:0.5/T(1,0) (;) ,d(C,6)
20.5/01/01_C4d5d<

1

= 0.5/0 A1 - ¢)de

=05[-21-¢?%, =1,

Somit a(ps,p3) = Z?:l are) (p3,p3) = 4. Fiir die rechte Seite gilt mit f =1

g/ﬂfpi Aey) = g/:m) pid(z,y) =3 <0'5/01 /01_C 3 dde> + /01 /01_C P2 dE d¢

P S b
_0.5[ - g)]o 3+0.5/0 C(1—¢)dc
1 1

- LogrostobLzly
12 237 4 12 3

Das Gleichungssystem lautet somit

1
4U3 == §
d.h., uz = 1/12.

% 2 D-FEM for Laplace—operator
clear all;
close all;

% Initialisation

addpath Square

load coordinates.dat; coordinates=coordinates (:,2:end);
load elements.dat; elements=elements (:,2:end);

load dirichlet.dat; dirichlet=dirichlet (:,2:end);

% display the grid
figure (1)

trisurf (elements, coordinates (:,1), coordinates(:,2), Oxcoordinates (:,2) ,...

)

"facecolor’,’interp’, 'Marker’, . );

grid off; axis equal; view(2)

BdryNodes = unique(dirichlet );
FreeNodes=setdiff (1:size (coordinates ,1),BdryNodes);
A = sparse(size(coordinates ,1),size(coordinates ,1));
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b = sparse(size(coordinates ,1),1);

% Assembly
for j = 1:size(elements, 1)
A(elements(j,:),elements(j,:)) = A(elements(j,:),elements(j,:))
+ stima3 (coordinates (elements(j,:) ,:));
end

% Volume Forces
for j = 1l:size(elements,1)

b(elements(j,:)) = b(elements(j,:)) -+
det ([1,1,1; coordinates(elements(j,:) ,:)"]) =
f (sum(coordinates (elements(j,:),:))/3)/6;
end
% Dirichlet conditions

u — sparse(size(coordinates ,1),1);
u(unique (dirichlet)) = u d(coordinates (unique(dirichlet ) ,:));

b=>b-—A x u;
% Computation of the solution

u(FreeNodes) = A(FreeNodes, FreeNodes) \ b(FreeNodes);

% graphic representation
figure (2);

trisurf(elements,coordinates (:,1),coordinates(:,2),u’, facecolor’

view (10,40);
title ('Solution_of_the_Problem’)

, "interp )

Solution of the Problem
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Abbildung 1: Links: Finite-Elemente Gitter, rechts: Numerische Losung




