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Symbolverzeichnis

Bemerkung. Mathematische Symbole sind auch (sofern moglich) alpiedteim Stichwortver-
zeichnis aufgefuhrt.

N naturliche Zahlen (ohn@)
No naturliche Zahlen vereinigt mit
R4 Euklidischer Raum von (Spalten-) VektorendiKomponenten

Bemerkung: Diese Seite andert sich noch wahrend der Vorlesung, cefieke, den Studenten
unbekannte Notationen, werden laufend erganzt.






GEWOHNLICHE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Viele Anwendungen in Natur- und Ingenieurwissenschafigmen auf Differentialgleichungen
oder Differentialgleichungssysteme, welche die zeididhderung einer oder mehrerer Zustands-
grofRen beschreiben. Exemplarisch seien hier die Bereghder Flugbahn eines Raumfahrzeugs
beim Wiedereintritt in die Erdatmosphare, Rauber-Bévtelelle oder chemische Reaktionen ge-
nannt, deren Modellierungen im Anhang hergeleitet werden.

Wir betrachten im Folgenden das System yYogewohnlichen Differentialgleichungen erster Ord-
nung

y(t)=fty®t)  (t€la,b]) (1.1)

fur die gesuchte Losungsfunktignunter der Anfangsbedingung
y(a) =yo € RY (1.2)

mit einem gegebenen endlichen Interjallb] und einer Funktion
fila, b xRY - RV, (1.3)

Das Problem (1.1), (1.2) bezeichnen wir als Anfangswebigra.
Die Notationy’ = f(t,y) verwenden wir als Kurzform; dabei bedeute Differenziekbarhier
komponentenweise Differenzierbarkeit und esggi) = (v;(t), ...,y (t)T.

Definition 1 (Ldsung einer gevbhnlichen Differentialgleichung) SeiD c R? eine offene Teil-
menge und : [a,b] x D — R?. Eine Funktion; € C'([a,b], D), heilt Lésung der gewdhnlichen
Differentialgleichung(1.1), falls

y(t) = y(t,y(t))  (t € [a,b)).

Beispiel 2 (Richtungsfeld und Losungskurven) Die Differentialgleichung (1.1) gestattet im
eindimensionalen eine einfache geometrische InterjwataGeht die Integralkurve(¢) durch
den Punkt(to,yo) € [a,b] x D, so betragt die Steigung an dieser Stéll&)) = f(to,yo). Diese
Betrachtung laRt sich fur jeden Punkt aush] x D anstellen. Sie fuhrt auf den Begriff Richtungs-
feld.

Betrachten wir als Beispiel die Ricatti-Differentialgtbiung,

y(t) =y(t)* (d=1,D=R").

welches eine autonome Differentialgleichung ist. Als aotoe Differentialgleichung oder auto-
nomes System bezeichnet man einen Typ von gewdhnlichéer&itialgleichungen, deren rechte
Seite nicht explizit von der unabhangigen Variable algihdbas Richtungsfeld und Losungskur-
ven zu verschiedenen Startwerten ist in Abbildung 1.1 daedje

Bemerkung 3 (Translationsinvarianz von Losungen autonomer Differentialgleichungen)
Mit y(t) ist auchy(t + ) eine Lésung einer autonomen Differentialgleichungen.
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Abb. 1.1: Richtungsfeld und Losungskurven

Bemerkung 4 (Autonomisierung) Setze

0-(")-( L)

i=glu) mit g(u) = ( fvaem) ) .

Bemerkung 5 (Transformation einer Differentialgleichungen n-ter Ordnung)
Differentialgleichungem-ter Ordnung in der expliziten Gestalt

lassen sich in ein System vom Differentialgleichungen erster Ordnung fiir Funktionen
y1(t), ..., yn(t) umschreiben, namlich

Dann folgt

y1(t) ya(t)
d : _ :
N TR Yn(t)
yn(t) f(7tay1(t)7"'7yn(t)

Bemerkung 6 (Symbolisches Rechnenfymbolisches Rechnen liefert allgemeine Lésung einer
gewobhnlichen Differentialgleichung als parameteratgfige Funktionenschar, z.B. fir eine auto-
nome Differentialgleichung erhéalt man formal (mit Kettegel)

d

y=1fy) = ZGy) =1=Gly) =t+C=ylt) =G (t+C) (1.4)
mit
G = [ = de
O SG)

wobei f(y) # 0 anzunehmen ist. (Man beachte hierldgiin G(n) = 1/f(n) und somit
d/dt G(y(t)) = 1)

Allerdings ist eine symbolische Darstellung véh geschweige denn voG~—' meist nicht
verfugbar. Daher sind Darstellungsformen in der Fdtrmd) nur von beschranktem Nutzen und
man ist angewiesen auf eine numerische Losung. Eine skéiie aber nur eine Approximation
einer konkreten Funktion sein, so dass sich numerische@wgtmgen auf Probleme konzentrie-
ren, fur die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen gkugistet ist. Dies ist nur der Fall, wenn
die gewohnliche Differentialgleichung noch durch Anfangrte komplettiert wird.

Angewandte Numerik IT, 5. November 2013



Abschnitt 1.1: Beispiele

Definition 7 (L dsung eines Anfangswertproblems)Eine Lésungy : [a,b] — D, ty € [a,}],
von (1.1), diey(to) = yo erfillt, heisst Losung des Anfangswertproblems

y(t) = f(t,y(t), wy(to) =yo flrein(to,yo) € [a,b] x D. (1.5)

1.1 BEISPIELE

Anfangswertprobleme (1.5) beschreiben haufig detertisolse Evolutionen.

Beispiel 8 (Bewlkerungswachstum) Seip(t) die GroRe der Bevolkerung zur Zeiund g(¢, p)
ihre Geburtsrate sowig(t, p) ihre Sterberate. Die Grof3e der Bevolkerung zum Teitpuplsei
mit py bezeichnet. Die Funktiop l6st die Anfangswertaufgabe

p(t) = (9(t.p) — s(t,p)) p(t), p(to) = po.
Beispiel 9 Okologie, ) Autonome logistische Differentialgleichungl & 1, D = R*, I = R)
y(t) = (a— By(t)) y(t) logistisches Wachstum

dabei isty die Populationsdichte und — gy der Wachstumskoeffizient. Durch Separation der
Variablen ergibt sich als Losung des AWP mi{b) = y, > 0 die Losung

y(t) o (t€R).

~ Byo + (@ — Byo) exp(—at)

151

Abb. 1.2: Richtungsfeld und Losungskurven£ 5, 3 = 5)

(Attraktiver Fixpunkty = «/3, repulsiver Fixpunky = 0)

Beispiel 10 (Mathematisches PendellEin mathematisches Pendel ist die Idealisierung eines rea-
len Pendels. Hierbei herrscht keinerlei Reibung und diemés Masse des Pendels (inklusive
Faden) ist in einem Punkt konzentriert. Die Bewegungshleig fur den Auslenkungswinkel
(bezuglich der Ruhelage) des Pendels lautet

G(t) + %sin(gp(t)) —0, (1.6)
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Kapitel 1: Gewohnliche Differentialgleichungen

wobeig die Erdbeschleunigung uriddie Fadenlange ist. Die gewdhnliche Differentialgleioh
2. Ordnungj = f(t,y,y) wird durch den Ansatz

Y=y, y:yQ

in das System einer gewohnlichen Differentialgleichun@ddnung tberfuhrt, namlich

dt \y2) ~ \f(ty1,m2))
L)t

Im Falle des mathematischen Pendels ergibt sich also dgsnidé System einer gewohnlichen
Differentialgleichung 1. Ordnung,

7 ()= (o )

Der Ort des Pendels zum Zeitpurtkist dann(¢sin (t), £ cos ¢(t)), wobei diey — Achse nach
unten zeigt.

Abb. 1.3: Mathematisches Pendel

Definition 11 (Invariante) Ein Funktionall : D — R heisst erstes Integral/lnvariante der Diffe-
rentialgleichung(1.1), wenn

I(y(t)) = const
fur jede Losung y = y(t) vor{1.1) gilt.

Fur die Summe aus kinetischer und potentieller Energiebgilm mathematischen Pendel das
Gesetz der Energieerhaltung, d.h.

1

E(t) = 5mt®ps(t)* — mgl cos(p1(t))
= SE) = (mPeat)ealt) + molen (1) sin(p (1))

= %E(t) = (mlPps(t)(—g/lsin(p1(t))) + mgles(t)sin(p(t))) =0 = E(t) = const.

Somit ist die Energie eine Invariante der Differentialgheing (1.6).

Bemerkung 12 Eine notwendige und hinreichende Bedingung fir ein céffeferbares erstes In-
tegral ist

I erstes Integral vofl.1) < VI(y)- f(t,y) =0 V(t,y) € [a,b] x D.
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Abschnitt 1.1: Beispiele

Beispiel 13 (Doppelpendel)Hangt man an den Arm eines Pendels ein weiteres Pendelrisbtsp

man vom Doppelpendel. Dies ist ein beliebtes Modell zur Destration chaotischer Prozesse.
Die Bewegungsgleichungen flr die Auslenkungswinkelund s, welche die Faden mit der

Lange/; und/, mit der Vertikalen einschlie3en, lautet

(m1 4+ ma)l1$1 + mala@a cos(py — p2) + mala@?sin(pr — 2) + g(ma + ma) sin(p) =
maloPa + maolipy cos(pr — w2) — m2€1<,b% sin(g1 — @2) + gmeosin(ps) =

Abb. 1.4: Konfiguration des Doppelpendels

Die kartesischen Koordinatefx, y2) des zweiten Massepunktes kann man mitiglsund ¢,
ausdriicken, namlich

To = l18in g + Lo sinws, Yo = {1 cos 1 + focos s .

Hierbei liegt der Aufhangungspunkt im Ursprung und gié\chse zeigt nach unten. Mit dem
Ansatz

up = p1,u = P1,uz = P2 UNduy = Py

erhalt man wie im Beispiel zuvor ein System einer gewdan Differentialgleichung 1. Ord-
nung. Nun jedoch von der Dimension vier.

25

T ,
e __ 0,0

-05F

Abb. 1.5: Auslenkungswinkep; (t) und ¢ (t) und Doppelpendel zu verschiedenen Zeitpunkten.
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Beispiel 14 (Zeemans Herzschlagmodelllsesuchte Grolien sind die Lange der Herzmuskelfa-
ser/(t) und das elektrochemische Potenfigt). Das dimensionslose phanomenologische Zee-
mansche Herzschlagmodell wird beschrieben durch dasrByste

% (i((?)) _ <—(f(t)3 —ﬁ?é()t) +p(t))>

mit den beiden Parametemn(Vorspannung der Muskelfaser) upgdphanomenologischer Rick-
kopplungsparameter).

Phase flow for Zeeman model (a = 3,=1.000000e-01)

25— e — — — — 3

heartbeat according to Zeeman model (a = 3,3=1.000000e-01)
T T T T T T T

— 0
0]

Abb. 1.6: Vektorfeld und numerische Losung £ 3, 5 = 0.1)

1.2 EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZE

Wir wollen hier kurz auf die Existenz und Eindeutigkeit daydung bei Anfangswertproblemen
fur gewodhnliche Differentialgleichungen eingehen, lauenn wir spater stillschweigend voraus-
setzen, daf die betreffenden Voraussetzungen erfidlisid das Anfangswertproblem (1.1), (1.2)
jeweils eine eindeutig bestimmte Losung besitzt.

Bei der Eindeutigkeit einer Losung spielt die folgendedapitzbedingung fiir Funktionefivon
der Form (1.3) eine wesentliche Rolle,

1f(t,w) = f(t.0)| < Lllw =l (t € [a,b], u,v € RY), (1.7)

mit einer Konstanterd > 0 und einer beliebigen Vektornorf- ||.
Da Stetigkeit der Funktiorf die Existenz einer Losung liefert, erhalt man aus dem

Satz 15 (Existenzsatz von Peandlst f(z, y) in einem GebieD stetig, so geht durch jeden Punkt
(&£,m) € D mindestens einedsung der Differentialgleichung (1.1). Jedédung &Rt sich bis zum
Rand vonD fortsetzen.

Beispiel 16 (Glatte rechte Seitef) Das Anfangswertproblem

d
ay=1+y2, y(0) =0

hat die Losungy = tan(x). Als stetig differenzierbare Funktion existiert diese fiur|z| < m,
obwohl f(x,y) = 1 + y? in C>°(R?) ist. Wie vertragt sich das mit dem Satz von Peano?
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Abschnitt 1.2: Existenz- und Eindeutigkeitssatze

Beispiel 17 (Anfangswertproblem mit unendlich vielen losungen.) Durch die rein formale
Trennung der Veranderlichen und formales Integrierealezh wir zu der Differentialgleichung

y' = Vyl. (1.8)

sofern wir nichtnegative Losungen unterstellegyy = ¢ + ¢ mit einer frei wahlbaren Integrati-
onskonstanten. Dies motiviert die mit dem ParameteE R behaftete Funktion

(t+c)?
4

y= (1.9)

als mogliche Losung von (1.8) zu testen. Tatsachlici(1isQ) differenzierbar und es gilf =
(t +¢)/2 = /|y|. Untersuchen wir nun z. B. die Anfangsbedingung

y(0) =0, (1.10)

so erhalten wiry(t) = 0 als offensichtliche Losung des Anfangswertproblems)(tr&l (1.10).
Es konnen jedoch Uberall weitere Funktionen der Form) (&l2weigen. Betrachten wir dazu
folgende Funktiony(-,d) mitd > 0,

0 fir 0<t<d,
y(t,d) = {(t—d)2 (111)

D fur d<t.

Diese Funktion ist offensichtlich Uberall stetig und ditfnzierbar mit stetiger Ableitung. Sowohl
fur ¢t < d also auch fut > d erfullt (1.11) die Differentialgleichung (1.8) und (1) 1®@ay(d) =

0 = ¢/(d) ist, gilt (1.8) fur allet und (1.11) ist somit Lésung des Anfangswertproblems (@)
(1.10). Es liegen also unendlich viele Losungen vor.

Neben der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung furakgswertprobleme (1.1), (1.2) liefert
der folgende Satz auch ein wichtiges Resultat zur stetiddraAgigkeit von den Anfangswerten.

Satz 18 (Picard-Lindebf) Es bezeichnd - |2 die euklidische Norm. Die Funktiofi(z,y) sei
stetig auf dem kompakten Rechteck

D=A{(z,y)llr—al <o lly—wll2< B8} (,8>0)
und geriige dort einer Lipschitzbedingung (1.7) biglich y mit der Lipschitzkonstanteh.

a) Dann besitzt das Anfangswertproblem (1.1), (1.2) gemael lédsung auf einem Intervall
I':=[a—v,a+~] mity = min(a, 8/ max yep f(2,y))

b) Fur differenzierbare Funktionen, 7 : [a,b] — R mit

y(t)=f(ty)  (telabd]), yla)=uy
vt =f(ty)  (telab]), ¥a) =7,

gilt die Absclatzung

ly(®) =) ll2 < " llyo —Toll2 (€ ).
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1.3 THEORIE DEREINSCHRITTVERFAHREN

Das explizite Euler-Verfahren und die Methode der Taylorrehe

Beschranken wir uns zuerst auf die Situativh= 1. Aus geometrischen Anschauungen laft
sich recht einfach das explizite Euler-Verfahren motiierda die Differentialgleichung (1.1) im
Punkt (g, yo) mit dem Werty'(to) = f(to,yo) die Steigung der gesuchten Funktion festlegt, d.h.
es ergibt sich zu der Schrittweitefolgende Approximation

y(to +h) = y(to) + hf(to,yo)- (1.12)

Definieren wir nun Punkte
tp=to+kh (k=0,1,2,...)

so ergibt sich durch sukzessives Anwenden von (1.12) das

explizite Euler-Verfahren

Yk+1 :yk+hf(tkayk) (k2071727"')7

wobeiy, eine Approximation ay(tx) (k = 0,1,2,...) bezeichne. Man erhalt somit eine stiick-
weise lineare Approximation der gesuchten Funkgét), weswegen man dieses Verfahren auch
Polygonzugverfahren nennt.

Es treten nun folgende Fragen auf, mit denen wir uns im waitbeschaftigen werden:

e Wird die Approximation,besser‘, wenn man die Schrittweheverkleinert?
e Wenn ja, in welchem Sinne und von welcher Gro3enordnurgjast

e In jedem Schritt des expliziten Euler-Verfahrens wird imigaimeinen ein Fehler
y(ty) — yr (E = 0,1,2,...) gemacht. Wie setzen sich solche Fehler in weiteren Schrit-
ten fort?

Beispiel 19 (zum expliziten Euler-Verfahren) Betrachten wir die Anfangswertaufgabe

(1) = ~tsin(ry(1)), 9(0) = . (1.15)

Die exakte Losung lautef(t) = %arctar{e"”2/ 2). Mit dem expliziten Euler-Verfahren erhalten
wir die in Tabelle 19 aufgelisteten Naherungswerte finsehieden Schrittweiteh an gleichen
Stellent;, und die zugehorigen Fehlej, = y(t;) — yx. Man beachte, dal3 bei Zehntelung der
Schrittweite sich auch der entsprechende Fehler zehiteitFehler nimmt somit proportional
zur Schrittweite ab.

Die numerischen Ergebnisse wurden mit dem folgenden Mdttalgramm erstellt.

% explizites Euler-Verfahren mit glm. Schrittweite
function expl_Euler(T,N,a,y0)
y=zeros(length(y0),N+1);
y(;,1)=y0();

h = (T-a)/N;
for k=1:N
y(,k+1)=y(;,k) + h *flat(k-1)  *h,y(:,Kk));
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Abschnitt 1.3: Theorie der Einschrittverfahren

Tab. 1.1: Numerische Ergebnisse des expl. Euler-Verfahfiégndas Anfangswertproblem (1.15)
zu verschiedenen Schrittweitén

Schrittweiteh = 0.1 | Schrittweiteh = 0.01 | Schrittweiteh = 0.001
t y(tx) Yk €k Yk €k Yk €k
0.2 | 0.4800131| 0.470009 0.010003 0.479013 0.000999 0.479913 0.000099
0.4 | 0.4208291| 0.400848 0.019981 0.418841 0.001987 0.420630 0.000198
0.6 | 0.3288910| 0.299518 0.029372 0.325998 0.002892 0.328602 0.000288
0.8 | 0.2233239| 0.187647 0.03567¢ 0.219843 0.003480 0.222976 0.000347
1.0 | 0.1304818|| 0.095713 0.034768 0.127063 0.003418 0.130140 0.000341
1.2 | 0.0660642| 0.039488 0.02657% 0.063348 0.002715 0.065792 0.000272
1.4] 0.0292742|| 0.013118 0.01615% 0.027501 0.001772 0.029095 0.000178
1.6 0.0114138|| 0.003451 0.007962 0.010444 0.000969 0.011315 0.000098
1.8 | 0.0039226|| 0.000698 0.003223 0.003473 0.000449 0.003876 0.000046
2.0 | 0.0011888|| 0.000104 0.001084 0.001010 0.000178 0.001170 0.000018
end

plot(linspace(a,T,N+1) ,y,’0-");

titteC Approximation mit explizitem Euler-Verfahren’);

% problemabhaengige Funktion f
function wert = f(t,y)

wert

Furh = 0.1 undt € [0, 2] ist die mit dem expliziten Eulerverfahren bestimmte Nahegslosung

= -t

* Sin(pi

*Y),

zum Anfangswertproblem in Abbildung (1.15) graphisch éatglit.

Eine bedeutend bessere Approximation der gesuchten Bank) in der Umgebung des Start-

Approximation mit explizitem Euler-Verfahren
T T T T

—b—y — approximiert
—y — exakt

e

L L L
0.4 0.6 0.8 1 12

14 16 18

2

Abb. 1.7: Approximation und exakte Losung im Vergleich.

punktes(to, yo) kann man mit der Taylorreihe mit Restglied,

y(t) = y(to) +

erhalten.
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Bemerkung 20 (verschiedene RestgliederBesitzty auf dem kompakten Intervall := [to, t]
o
eine stetige Ableitung-ter Ordnung, wahreng®t1) wenigstens im Innerd von I vorhanden
o
sei. Dann gibt es nach dem Satz von Taylor mindestens eirle Zalh, so dal3

(t—to)"™ i)

b+ 1) (&) (Lagrangesches-Restglied)
D !

Rp+1 =

gelte. Es sej € N. Dann gibt es eint € (0,1) mit

_ o\l _ 9)ptl—gq
(t ;?) a ﬁq) YD (10 + 9(t — 1)) (Schiémilches-Restglied)

Rp+1 =

Fiirq = 1 geht das Schlémilche Restglied in das Cauchysche-Redtgber. Ist) ™) aufI auch

noch stetig, so gilt

t
Rovi =0 [ (¢ =57 *0(s)ds.
p

to

Durch Vernachlassigen des Restgligéls,; erhalt man mit der Schrittweite = t — ¢, die Re-
chenvorschrift fir das

explizite Euler-Verfahren hoherer Ordnung

2

LY S
Yk+1 = Yk I!yk Q!Z/k T

Das Vorgehen erfordert hohere Ableitungen yenvelche sich durch sukzessives Differenzieren
vony’ nacht gewinnen lassen. Die Terme werden dabei jedoch so komp)idi&? diese Methode
nur in sehr einfachen Fallen angewendet wird. Ein weiténenkt ist die vorausgesetzte hohe
Regularitat, die im allgemeinen nicht gewahrleistet deer kann.

Beispiel 21 (zum expliziten Euler-Verfahren toherer Ordnung) Untersuchen wir das explizi-
te Euler-Verfahren hoherer Ordnung exemplarisch anhanédfangswertaufgabe (1.15). Aus

y'(t) = —tsin(my(t))
2
ergibt sich y"'(t) = —sin(ry(t)) + % sin(27y(t))
" 3t . B3r2 .
und y"'(t) = - sin(2my(t)) + T(sm(ﬂy(t)) — sin(3my(t)))

Numerische Ergebnisse zu verschiedenen Schrittweitehisiabelle 21 wiedergegeben. Eine
Matlab-Realisierung zur Berechnung einer Approximatioih aiem expliziten Euler-Verfahren
hoherer Ordnung sieht etwa folgendermal3en aus.

% Verfahren mit Taylorreihe und glm. Schrittweite
function taylor(T,N,a,y0)
y=zeros(length(y0),N+1);
y(:,1)=y0()’;
h = (T-a)/N;
for k=1:N
diff = f(a+(k-1) *h,y(:;,k));
coeff = (h."[1:size(diff,2)])./cumprod(1:size(diff,2) );
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Abschnitt 1.3: Theorie der Einschrittverfahren 11

Tab. 1.2: Numerische Ergebnisse des expliziten Eulera¥iegins hoherer Ordnung fur das An-
fangswertproblem (1.15) zu verschiedenen Schrittweiten

Schrittweiteh = 0.1 Schrittweiteh = 0.01 Schrittweiteh = 0.001
t y(tr) Yk €k Yk €k Yk €k
0.2 | 0.48001314649| 0.480008428 4.718e-560.48001313 7.805e-90.48001314 8.130e-1
0.4 | 0.42082914591)| 0.420781391 4.775e-560.42082908 5.769e-80.42082914 5.869e-1
0.6 | 0.32889107439| 0.328769138 1.219e-40.32889094 1.260e-7 0.32889107 1.264e-1
0.8 | 0.22332394257| 0.223223946  9.999e-50.22332385 8.689e-80.22332394 8.576e-1
1.0| 0.13048188642| 0.130506211 -2.432e-50.13048191 -2.630e-80.13048188 -2.634e-1
1.2 | 0.06606421178 0.066142854 -7.864e-50.06606427 -6.357e-80.06606421 -6.223e-1
1.4| 0.02927420018| 0.029323183 -4.898e-50.02927423 -3.550e-80.02927420 -3.440e-1
1.6 | 0.01141384191| 0.011422517 -8.675e-60.01141384 -4.277e-90.01141384 -3.960e-1
1.8 | 0.00392269853 0.003912129 1.056e-50.00392268 8.922e-90.00392269 8.751e-1
2.0| 0.00118884958| 0.001176472 1.237e-50.00118884 9.227e-90.00118884 8.952e-1

NI IO PP O I

y(;,k+1)=y(;,k) + diff * coeff’;
end
plot(linspace(a,T,N+1) ,y,’-");
title(CApproximation mit explizitem Euler-Verfahren’);

% problemabhaengige Funktion f=y’ und hoehere Ableitungen
function wert = f(t,y)
wert(:,1) = -t *sin(pi - *y);
wert(:,2) = -sin(pi *Y)+pi *t.72.  *sin(2 *pi *y)/2;
wert(:,3) = 3 * piox t . x sin2 *xpixy) /[ 2 ..
-pit2 o+ t73 . x (sin(@ =*pi*y) - sin(pi *y) ) [ 2 ;

Sowohl bei dem klassischen expliziten Euler-Verfahren alsh bei dem expliziten Euler-
Verfahren hoherer Ordnung haben wir eine ApproximatioregjDifferentialoperators® vorge-
nommen, der beschreibt, wie sich eine Funktion unter deelmmwen Datenfortsetzen” laft.

Betrachten wir zum Vergleich nun eine Methode, in der dieigete Funktion approximiert wird.

Bemerkung 22 Die Idee, zum einen den Differentialoperator zu approxierieoder die Funkti-
on anzunéahern, wird uns bei den partiellen Differentg&iflfiungen z.B. in der Form der Finite-
Differenzen-Methode (FDM) im Vergleich zur Finite-ElemerMethode (FEM) wieder begegnen.

Verfahren mit polynomialem Ansatz
In einem allgemeinen Naherungsputikt, y.) lautet der gewahlte Ansatz

y(t) = yp +cr(t —tp) +ealt —tp)* + ...+ cpt — t1)P. (1.17)

Dieser wird in die Differentialgleichung’(t) = f(t, y(t)) eingesetzt. Ein Koeffizientenver
gleich beziiglich der Potenzen von— t;,) =: h liefertcy, ..., cp.
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Beispiel 23 Betrachten wir wieder die Anfangswertaufgabe

Y (t) = —tsin(my(t), y(0) =

| =

Die zu erfillende Identitat lautet figr = 3, wobei wirsin(z) = = — & + 2 F ..., cos(z) =
1— “’5—? + ﬁ—? F ... berucksichtigen.
c1 4 2coh + 3c3h? = —(ty, + h) sin(w(yg + c1h + coh® 4 c3h?))
= —(t) + h)[sin(myx) cos(m(crh + cah? + c3h®) + cos(myy) sin(m(c1h + cah® + c3h?))]
= —(tgp + h)sin(myp)[1 — 72(cIh? + 2c1c0h® + (3 + 2c1e3)h* + 2c9¢3h° + ARS) + O(hY))]
— ty, cos(myp) [m(crh 4 coah? + c3h®) + O(h3)]
22

= —tpsin(myy) — h(crtem cos(myx) + sin(my)) + h2(—tk(clT7T sin(myx) + wea cos(myy))

— mey cos(myg)) + O(h3).
(1.18)

Daraus folgt:
Cl1 = (C (tk,yk) = —tk sin(ﬂyk)

o = ca(tk, yr) = —%tk cos(myy)

c3 = cs(te, yp) = %[C%ﬂ'z sin(myg) — c2 cos(myg).
Die aufwendige Rechnung der rechten Seite in (1.18) l&Rtreit Maple durch den Befehl
taylor(-(t+h) *sin(Pi  * (y+C1 » h+C2x h"2+C3 * h"3)),h=0,3);

leicht, verifizieren®.
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Die numerischen Ergebnisse zu verschiedenen Schrittweaited der oben genannten Methode

finden sich in der folgenden Tabelle:

Tab. 1.3: Numerische Ergebnisse zum Verfahren mit polyatemi Ansatz (1.17) fur das Anfangs-

wertproblem (1.15) zu verschiedenen Schrittwefien

Schrittweiteh = 0.1 Schrittweiteh = 0.01 Schrittweiteh = 0.001

t y(tr) Yk €k Yk €k Yk ek
0.2| 0.4800131464| 0.48000842 4.718e-60.480013138 7.805e-p0.480013146  8.130e-1Pp
0.4 | 0.4208291459| 0.42078139 4.775e-50.420829088 5.769e-80.420829145 5.869e-11
0.6 | 0.3288910743| 0.32876913 1.219e-40.328890948 1.260e-[0.328891074 1.264e-1D
0.8 | 0.2233239425| 0.22322394  9.999e-50.223323855 8.689e-80.223323942  8.576e-11
1.0 | 0.1304818864| 0.13050621 -2.432e-50.130481912 -2.630e-80.130481886 -2.634e-11l
1.2 | 0.0660642117| 0.06614285 -7.864e-50.066064275 -6.357e-80.066064211 -6.223e-1{1
1.4 | 0.0292742001| 0.02932318 -4.898e-50.029274235 -3.550e-80.029274200 -3.440e-11
1.6 | 0.0114138419| 0.01142251 -8.675e-60.011413846 -4.277e-p0.011413841 -3.960e-1pP
1.8 | 0.0039226985| 0.00391212  1.056e-50.003922689 8.922e-90.003922698 8.75le-1pP
2.0 | 0.0011888495| 0.00117647 1.237e-50.001188840 9.227e-p0.001188849 8.952e-1P

Diskussion der Ergebnisse! Wie sieht man Konvergenz der Fon O(h?) ~ Fehler
Eine Matlab-Realisierung zur Berechnung einer Approxiomamit polynomialem Ansatz sieht
etwa folgendermal3en aus.

Vor- und Nachteile der letzten beiden Verfahren, welchedanfEntwicklung in eine Taylorreihe
basieren, sind offensichtlich:

@ Anzahl der Glieder der Taylorreihe laf3t sich im Prinzipiélelg erhdhen
(Regularitat der gesuchten Funktion beachten!)

© groler analytischer Aufwand um hohere Ableitungen ingLatler Koeffizientem, . . .
zu erstellen.

»Cp

Um letzt genannten Nachteil zu vermeiden, werden wir spagitere Methoden motivieren und
analysieren, welche direkt auf die Differentialgleichiamgvendbar sind.

1.4 DISKRETISIERUNGSFEHLER FEHLERORDNUNG

Die bisher betrachteten Verfahren zur numerischen LosongAnfangswertproblemen bezeich-
net man als Einschrittverfahren, da vorherige Schrittendeserischen Verfahrens unbertcksich-
tigt bleiben. Fur eine Analyse solcher Einschrittverahstellen wir einige Aussagen in verallge-
meinerter Form Uber Fehlerabschatzungen zusammeradB&tn wir dazu die Rechenvorschrift

Yk+1 = Yk + ho(ti, yr, h) (K =0,1,2,...). (1.19)

Dabei beschreibd(tx, yi, k) die zugrundeliegende Methode, z.B. im Falle des expliziater-
Verfahrens

(e, yr, h) = £t yx)
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oder in der Situation des Euler-Verfahrens hoherer Orgnun

W1 op

1 h O
&tk Yk, h) = T (tr, yr) + igf(%yk) +...+ p %f(tkayk)-

Eine natlrliche Voraussetzung an die Funktipist sicherlich

lim Yk+1 — Yk _

h—0 y'(tk) = ¢(tr, Yk, 0).

Definition 24 Ein Einschrittverfahrerf1.19) hei3t mit einer Differentialgleichung (t) = f(t,y)
konsistent, falls

¢(t7 Y, O) = f(t7 y)
gilt.

Aufgabe 1 Man zeige, dal3 die Konsistenzbedingung sowohl fur dasziteoEuler-Verfahren als
auch fur die auf der Taylorreihe basierenden Ansatzesjluad (1.17) erfullt ist.

Fur die weitere Analyse setzen wir
e eine konstante Schrittweité, = a + kh,k =0,1,2,...) und
e exakte Arithmetik (keine Rundungsfehler!)

voraus.
Neben der Konsistenz ist eine wichtige GroRe der Diskegtingsfehler, der lokale wie der glo-
bale (totale).

Definition 25 Unter dem lokalen Diskretisierungsfehtér, , an der Stelle;. ., versteht man den
Wert

dgt1 = y(tk—i-l) - y(tk) - h‘b(tk? y(tk)7 h)’

wobei man beachte, dal3 auf der rechten Seite die exaktere Wegd undy(t;.1) verwendet
werden.

Der lokale Diskretisierungsfehler beschreibt den Fehden die verwendete Rechenvorschrift
in einem einzelnen Schritt macht. Da man im allgemeinen ereh&chritte eines Verfahrens

durchfuhrt, um eine Anfangswertaufgabe zu losen, istlié Rechenpraxis der globale Fehler von
Interesse. Sprich der Fehler, den die Naherung nach neghirtegrationsschritten gegentber der
exakten Losung aufweist.

Definition 26 Als globalen Diskretisierungsfehley, an der Stelle, bezeichnet man die Diffe-
renz

e 1= y(tk) — Yk-

Fur weitere Analysen setzen wir voraus, daf die Funkbidmeinem geeignet gewahlten Bereich
B bzgl. der Variableny eine Lipschitz-Bedingung

erfullt mit 0 < L < oco. Desweiteren setzen wir voraus, daf3 man eine Schrankegeben kann
mit
ml?x\dk\ <D. (1.21)

Nach all diesen Definitionen, Voraussetzungen und Annahsirehwir nun in der Lage, einen
Satz Uber den globalen Diskretisierungsfehler zu forenah.
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Satz 27 Fur den globalen Diskretisierungsfehley, an der festen Stelle, = ty + nh gilt die
Absclatzung

nhL 1 nhlL

len] <

- <
hL© =Lt

Bemerkung 28 Fir das explizite Euler-Verfahren lal3t sich

h
< " L(tn—to) )
lenl < 57 Jax ly"(€)le (1.22)

zeigen. Bei konstantelft,, — ty) konvergiert folglich der Wert,, an der festgehaltenen Stelle
proportional zth — 0.

Bevor wir obigen Satz 27 zeigen, beweisen wir folgendes Lamm

Lemma 29 Erfillen die Wertes;, die Ungleichung

leps1] < (1 +Ch)lex| + D (k=0,1,2,...), (1.23)
so gilt
1+Cy)"—1
enl < %D + 1+ C)"leol (1.24)
1
2 nCiy nCh
< (e 1) + e el (1.25)
Ch

Beweis. Sukzessive Anwendung von (1.23) liefert Ungleichung (1.24

1+Cy
1+Cy

( len1] + D
(

1+C
(

(14 C1)lep—z| + ((1+Cy)+1)D

Jlen—s| + (1+C1)*+(1+C1)+1)D
(1+C)" -1
(1+C1)—1

|en]

IN N IA

IN

1+ C1)"eo] + D

Aus der Konvexitat vor! unde’ = 1 + ¢ fur t = 0 folgt
1+t<e

Mit dieser Ungleichung zusammen mit (1.24) ergibt sich §),.2vomit das Lemma bewiesen
ware. ]

Beweis von Satz 27Aus der Definition des lokalen Diskretisierungsfehlerstgrgich nach Sub-
traktion der allgemeinen Rechenvorschrift (1.19)

ert1 = ek + Motk y(tr), h) — ¢t Yk, b)) + diy1.
Ausnutzen der Lipschitzbedingung (1.20) und der oberemgbkle (1.21) liefert

lexs1] < lex| + hlo(tr, y(te), h) — d(tr, yr, h)| + |dri1]
< lex| + hLly(tr) — yi| + |dr+41]
< (1 + hL)|ex| + D.
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Da der globale Diskretisierungsfehler an der Stgjlgleich null(ey = y(to) — yo = 0) ist, ergibt
sich unmittelbar mit Lemma 29 (setZé= hl)

D

‘en‘ < E(enhL _ 1) _’_enhL’eO‘
D
_ E(enhL _ 1)

O

Definition 30 Ein Einschrittverfahrer{1.19) zur Lésung des Anfangswertproblenjis= f(t,y),
y(to) = yo besitzt die Konvergenzordnung > 1, falls sich der globale Diskretisierungsfehler
abschatzen a3t in der Form

Jmax ly(te) — vill2 < Ch”

IEREE)

mit einer von der Schrittweite unabhangigen Konstantén> 0.

Aus Satz 27 erhalt man nun leicht

Lemma 31 Gilt fur die lokalen Diskretisierungsfehlef;, eines Einschrittverfahrerfl.19) die
Absclatzung
max |di| < D = ChP* = O(WH) (p > 1),

1<k<n

so besitzt es die Konvergenzordnung p.

Zusammenfassungim letzten Kapitel wurden einfache Einschrittverfahremgestellt. Die Un-
terschiede der Verfahren wurden durch die Art und Weise vppréximationen motiviert. Ele-
mentare Resultate zur Fehlerakkumulation wurden vortifastel numerische Beispiele haben die
theoretischen Aussagen illustriert. Der Studierendéesdle Ideen hinter den Verfahren nachvoll-
ziehen kdonnen und den Inhalt der Fehleranalyse verstamaiem.
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1.5 VERBESSERTEPOLYGONZUGMETHODE, IMPLIZITES

EULER-VERFAHREN, PRADIKTOR-KORREKTORVERFAHREN

Nehmen wir an, mit der expliziten Euler-Methode seien zwéedrationsschritte von einer ge-
gebenen Stellé aus gemacht worden. Zum einen mit der Schrittweéiteum andern mit der
Schrittweite%, dann gilt naherungsweise

yp = y(t)+ Cih+ O(h?) (1.26)
yr = y(t)+ Clg + O(h?) (1.27)
Bemerkung 32 Motivation ergibt sich au$l.22)
Durch Linearkombination von (1.26) und (1.27) ergibt siaghextrapolierter Wert
Y =2yn —yn R y(t+h) + O(h?),

dessen Fehler gegentber der exakten Losung von zweiteiu@g ist, was wir spater auch noch
genauer beweisen werden.

Wie wird diese verbesserte Polygonzugmethode nun nurheésdisiert? Ein Schritt mit der ex-
pliziten Methode von Euler mit vont;, nacht 4 liefert

u ) =y + St ) (1.28)

und ein Doppelschritt mi% liefert mit dem Zwischenschritt bejﬁ% =t + %

h

vls = vt 5 () (1.29)
h

wh o= y,i?%+§f(tk+%,yf+)%) (1.30)

und die gesuchte Approximation lautet nun

Ve =200 — i, (1.31)

Zur Berechnung vomy; , bendtigen wir somit 2 Auswertungen vgi 4 Multiplikationen und 5
Additionen (=Subtraktionen). Setzen wir jedoch (1.28).30) geschickt in (1.31) ein, so erhalten
wir

o (2) 1) _ o, (2 2
Yert = Wper ~ Va1 = 21 HRF (G 1y ls) — e — R (b )
h
= 2y + hf (b i) + Bf (b 19+ 5 F (i) =y = hf (b )

h h
=yr+hf(ts+ <,y + Ef(tkayk))'

2
Dies laf3t sich algorithmisch schreiben in der Form
k1= f(tr yk)
h h
ke = f(ti+ 5+ 5k)

Yk+1 = Yk + hksa.
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Nun benotigen wir 2 Funktionsauswertungen von4 Multiplikationen und 4 Additionen, des-
weiteren ist diese Formulierung stabiler.

Dieses Verfahren nennt man verbessertes Polygonzugrenfabn Euler. Man beachte, dal3 auch
dieses Verfahren, trotz des Zwischenschrittes, als Eritsahfahren bezeichnet wird.

Um die lokale Konvergenzordnung bestimmen zu kdnnen jteerair einige Aussagen vor, wel-
che sich durch Differentiation der gegebenen Differegteathung ergeben.

y' = f(t,y)
y//:ft+fyy/:ft+ffy::G
y/// — (ft)/ + (fyy/)/
= fie 4+ fuy' + fy(fe + FF) + f(fry + fuu f)
= (fu+ 2fuf + 2 Fyy) +(fe + F 1)1y
=H
=H+Gfy,

Damit erhalten wir fur den lokalen Diskretisierungsfatdes verbesserten Polygonzugverfahrens
nach einer Entwicklung in Taylorreihen

G = yltia) — y(te) — T (0 5, y(t6) + 5 £tk y(86)

B2 B3
= y(te) +hy' (t) + 50" (t) + o (1) + O(h*)
—y(tr)

B (b (86)) + (00 1 (86)) Fy e 0 (00)

2 2 2
+ % (g) fue + (g) ffy +% (g) fzfyy + 0(h3)}

= S{GH + GRS+ 00
1 3
= (L (H 4+ GE) + a1 o)

Somit gilt
1,1 3
il < G (F1y" 1+ Z!y”ny!)h?’ +O(h").

Bemerkung 33 Sind nuny”,y" und f,, beschrankt, so gilt
|dye+1] = O(R?).
und damit ist die Fehlerordnung der verbesserten Polygpnethode 2.

Durch naherungsweise Integration der Differentialdiaing v = f(¢,y) bezuglich der Varia-
blent Uber das Intervallty, tx+1](k = 0,1,2,...) erhalten wir nun weitere Einschrittmethoden.
Betrachten wir dazu
t41
i) =wt) = [ Fu)ar
k
Verwenden wir zur Integration der rechten Seite die Traphode, so erhalten wir

W(tier) — (t6) ~ St (t0) + F b u(tia))
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Dies motiviert das implizite Trapez-Verfahren, welchesnneahalt, indem mamy(t;) durchyy,
ersetzt. Das implizite Trapez-Verfahren lautet somit

Yk1 = Yk + g(f(tk, Yk) + (kg1 Yks1))- (1.32)

Da fur eine allgemeine nichtlineare Differentialgleicigu(1.32) nur eine implizite Gleichung fur
den approximierten Funktionswaeyt ., ; darstellt, spricht man hier von einer impliziten Integrati
onsmethode.

Aufgabe 2 Man zeige, dal’ im Spezialfall einer linearen Differentigilthung erster Ordnung

y' () = a(z)y(z) + b(z)

mit gegebenen Funktioneriz) undb(x) das implizite Verfahren (1.32)auf eine lineare Gleichung
fur yi41 fUhrt, aus der sich eine explizite Rekursionsformeldjir; (k = 0, 1,2, ...) ergibt.

Erfullt f(x,y) die Ubliche Lipschitzbedingung bzgl.mit der Konstanter, und gilt%hL <1,s0
sind die Voraussetzungen fur den lokalen FixpunktsatzBamach fir die Fixpunktiteration

n h n
v = vt 3 w) + F e y))) (n=0,1,2,..0), (1.33)

y,(ﬁzl =y, erfullt und diese ist somit konvergent.

Untersuchen wir nun den lokalen Diskretisierungsfehlgrdiés implizite Trapez-Verfahren, dann
folgt aus Lemma 31 sofort auch eine Abschatzung fur debayém Diskretisierungsfehler.

|di+1| = |y(te+1) — Yr+1]

= Jyltks1) — ult) — 5 (F (B (t8)) + F(trsrs i)

< lylticrn) — ylt) — 5 /() + 8/ ()| + 5 y(tesn) — v

h? h3
< Jy(t) +hy' (1) + 59" (0) + o™ (0) + O(h?)
2
(1) — 5900 — o/ () + (1) + () + O]

Lh
+ T‘y(tk—i-l) — Yt 1]

h3 Lh
< ’Eym(tk) +O(hY)| + 7’dk+1\-
Somit gilt

Lh h3
(1- T)Idkﬂf < ’Eym(tk) +O(hY)].

Somit ist der lokale Diskretisierungsfehler von der Ordmp@nund der globale Diskretisierungs-
fehler von der Ordnung 2.

Wenn das implizite Trapez-Verfahren jedoch die gleichevwogenzordnung wie das verbesser-
te Polygonzugverfahren hat, welches eine explizite Methigtl was spricht dann fir das auf-
wendigere Verfahren, d.h. das implizite Trapez-Verfahi2er entscheidende Begriff ist hier die
Stabilitat, auf welche wir aber erst spater eingehen wrerd
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Ein weiteres Einschrittverfahren erhalt man, indem mamn Eikpunktiteration (1.33) nach der
zweiten lteration beendet. Man erhalt dann das VerfahmmHReun, welches mit modifizierter
Notation wie folgt lautet.

Verfahren von Heun

y,(szl = Yk + hf(te, Yk)

(1.34)

h
Ykt1 = Yk + §(f(tk7 yr) + f(trg1, y,ﬁ’i’l))

Man bezeichnet diese Methode als Pradiktor-Korrektothidede, da zuerst ein Wert in einem
Pradiktor-Schritt,grob* vorhergesagt wird und dieser dann in einem folgendeméktor-Schritt
nachkorrigiert wird.

Aufgabe 3 Man zeige, daf3 die Fehlerordnung des Verfahrens von Heiaghdléast.

Hinweis: Beweis ahnlich wie im Fall der verbesserten Polygonzugou.

Algorithmisch schreiben wir das Verfahren von Heun

kv = f(tr, yr)
ky = f(tr + h,yx + hky)

1
Yk+1 = Yk + §h(k‘1 + ko)

Bemerkung 34 Hangt f (t,y) nicht vony ab, so ist die Lésung des Anfangswertprobleyhs=
f(t,y),y(to) = yo durch das Integraj(t) = yo + ftf) f(7) dr gegeben. Das Verfahren von Heun
entspricht dann der Approximation vafit) mittels Trapezsummen, die verbesserte Polygonzug-
methode der Mittelpunktsregel.

Bemerkung 35 Sowohl die verbesserte Polygonzugmethode als auch dieoklketron Heun sind
Beispiele von expliziten zweistufigen Runge-Kutta-Veréahmit der Fehlerordnung 2, welche wir
in verallgemeinerter Form im nachsten Kapitel vorstellerden.

1.6 RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

Wir wollen nun die Herleitung von Einschrittverfahren ledér Ordnung beschreiben, welche kei-
ne Ableitungen von,’ bendtigen (d.h. keine Methoden ahnlich zum expliziteteBugrfahren
hoherer Ordnung oder zur Methode der Taylorreihe). (Daddigeitung recht schnell kompliziert
wird, beschranken wir uns hier zuerst auf dreistufige Ruggea-Verfahren.)

Das Prinzip der Runge-Kutta-Verfahren ist das folgende:

Die zur Differentialgleichung aquivalente Integralgleing lautet

y(tk+1)—y(tk):/tkﬂf(t,y(t))dt.

Analog zur Gau3-Quadratur approximieren wir das Integuathl eine allgemeine Quadraturfor-
mel

Q) = S wif (&)
i=1
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mit Stutzstellert, < & < ... <, < tx11 und Gewichtenwy, . . ., w, S0, dal’ wir eine moglichst
hohe Konvergenzordnung erhalten.
Furn = 3 gelangen wir zu dem allgemeinen Ansatz

Yrt1 = Yk + h{c1 f(€1,9(61)) + caf(§2,9(&2)) + caf(€3,y(€3)) }- (1.35)

Desweiteren schranken wir die Wahl der Stitzstellenragdilurch die Zielsetzung eines einfa-
chen und expliziten Verfahrens ein auf

§1 = tg, & =ty +azh,§3 =t + azh, (0 < az,a3 < 1). (1.36)

Um nun ein explizites Verfahren herzuleiten, verwendendigrPradiktor-Methode und ersetzen
y(&1),y(&2),y(&3) durch,gute”, explizit berechenbare Naherungen.
Fur die erste Stutzstelle gilt

y(&1) = vk (1.37)

und fur die verbleibenden Stiitzstellen erhalten wir HuEinsetzen von Pradiktorwerten die all-
gemeinen Gleichungen

y®) (&) Yk + hbar f (tk, Yk, (1.38)
yP)(€3) = i+ hbsi f(tr, yk) + hbsa f(t + azh, y®(&2)). (1.39)

In algorithmischer Form schreibt sich das Verfahren (1:38)39)

k1= f(tr yr)

ko = f(ty + azh, yr + hba1k1)

ks = f(tx + agh,yr + h(b31k1 + b32ks))
Ykt1 = Yk + h(cikr + coka + c3k3).

(1.40)

Da die Funktionf pro Integrationsschritt hier dreimal ausgewertet werdei® nspricht man hier
von einem dreistufigen Runge-Kutta-Verfahren.

Bemerkung 36 (Butcher-Tableau) Haufig findet man eine kirzere Schreibweise, bei der fir

mehrstufige Einschrittverfahren die Koeffizienten as, bo1, bs1,bss und ey, co, c3 in Tabellen-
form festgehalten werden, d.h. z.B. fir Verfah(@mo)

0

az | boy

az | b31 bz
T

Wir fordern von unserem gesuchten dreistufigen Runge-Kigtéahren, dal3 es die spezielle Dif-
ferentialgleichung,’ = 1 exakt lost. Damit folgt fur die Parameter

as = byy und as = b3y + b3s .
Der lokale Diskretisierungsfehler des Verfahrens (1.40yegeben durch

dk—i—l = y(tkH) — y(tk) — h(01E1 + CQEQ + Cg%g), (1.41)
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wobei k; sich ausk; dadurch ergeben, daf durchy(t,) ersetzt wird. Sukzessives Entwickeln
der Termék, ko, k3 an der Stellg,, liefert

ki = f(tey(te)) (1.42)
ky = f(tk+a2h,y(tk)+a2hf(tk> (tx))) (1.43)

— f+ahfi+ a2hffy + a2h2fﬁ +a3h? f foy + = a2h2f fuy +O(1?)
= f+aghF + a 3h2G + O(h?)

ks = f(tx+ ash, y(tk) + h(bs1k1 + bsakz)) (1.44)
= fH4ashfi+ h(bglEl + ngEQ)fy

+%a§h2fﬁ + ag(bg1 k1 + baoka)h? iy + %(b31E1 + byaka)2h? fyy + O(RP)
= [+ h{azfi + (b31 + b32) f fy}
+h*{agbsa F fy + %aéftt + az(bs1 + bs2) f fry + %(531 +b32) 2 fyy} + O(B?)
= f+ashF + h*{asbss Ff, + %G}+Om%
Einsetzen von (1.42) - (1.44) in (1.41) liefert nun
dgr1 =hf(l1—c1 —cog—c3)+ h2F{% — agcy — azcs}

1 1 1 1
+ h?’{ny[é — agcsbsa] + G[E - 5&%02 - 5&%63]} + O(hY)

Damit das Verfahren mindestens die Konvergenzordnung, 3rissen die Faktoren vér k2, h3
verschwinden. D.h. die sechs Paramefeks, cs, as, ag und bgs missen Losung des folgenden
nichtlinearen Gleichungssystem sein:

crt+c+tez=1

1

a9Co + azcy = 5
1

ascgbzs = 6

1

a262 + a303 =3

Unter der Einschrankung, # a3 undas # % ergibt sich die zweiparametrige Losungsmenge

6asasz + 2 — 3(&2 + ag)

Cc1 =
6&2&3

o — 3a3 -2

2 6(12(&3 — CL2)
o — 2 — 3&2

3 60,3(&3 — CL2)
b — az(az — as)

32 = T /5 a0 1\

a2(2 — 3&2)

Kriterien fur die Festlegung der Parameter konnen sein:

e einfache bzw. einpragsame Zahlwerte, die bei Handreahaunh bzgl. der Rundung giins-
tig sind,
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o fur spezielle Klassen von Differentialgleichungen sdt élauptteil vordy,, 1 klein sein,

e simple Methoden der Schrittweitensteuerung sollen dahaukeitbar sein (siehe Kapitel
1.6)

Ein erstes Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung erhién nun durch die Wahl, = % und
as = % Das resultierende Verfahren von Heun dritter Ordnunggo@hmischer bzw. tabellari-
scher Form lautet:

k1= f(tr, yx)
1 1

ky = f(t + §h7yk + ghkl)
2 2

ks = f(ty + §h>ykz + ghk?)

h
Yk+1 = Yk + Z(kl + 3k3)

wio wi= O

2
3
3
0 3
Eine weitere Methode erhalt man nun durch die ebenso aeisherte Wahl der Konstanten zu
ag = % undagz = 1. Dies liefert die Methode von Kutta dritter Ordnung

= O wi

kv = f(te, yr)
1 1
ky = f(ty + ihayk + §hk1)
(1.45)
ks = f(ti + h,yr — hEKy + 2hky)

h
Yk+1 = Yk + g(k‘l + 4ko + k3)

0

111

2 | 2

11-1 2
12 1
6 3 6

Ubungsaufgabe:In welchem Zusammenhang steht die Simpsonregel zur Mei(iods)?

1.7 SCHRITTWEITENSTEUERUNG

Da zur Zahldarstellung in einem Rechner nur endlich vieliferti verwendet werden kdnnen,
ist es offensichtlich, daR wegen der auftretenden Rundungsfehler nicht beliebig ldemacht
werden kann; andererseits aber auch eine beliebige Engtdher Konvergenzordnung da dann
der Rechenaufwand stark ansteigt. In vielen Fallen istes auch gar nicht notwendig, fur alle
Schritte ein kleineg bzw. ein groBep zu verwenden, da die Losungt) fur verschiedene un-
terschiedliches Verhalten zeigt. Das Ziel der adaptivemriweitensteuerung ist es, die Schritt-
weite der Eigenschaft der Losung anzupassen. Das Priigdip dabei wie folgt aus. Es wird

versucht, den lokalen Diskretisierungsfehler zu schataed dementsprechend die Schrittweite
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fur den nachsten Schritt so zu wahlen, daf3 er in einenmdsdteiloleranzbereich bleibt. Somit er-
gibt sich bei geschatzten gro3en lokalen Diskretisiestefgern eine kleine Schrittweite und vice
versa. Wie erhalt man aber nun die wichtige Informatioariden lokalen Diskretisierungsfehler?
Man verwendet dazu zwei Verfahren unterschiedlicher OngnWm den Mehraufwand zu mini-
mieren, ist man daran interessiert, Paare von Einschiitveen zu finden, bei denen keine oder
nur wenige zusatzliche Auswertungen der Funktfonotwendig sind, diggrobe” Information
zur Schrittweitensteuerung mit geringem Aufwand als Nebeadukt des gewahlten Verfahrens
anfallt.

Die verbesserte Polygonzugmethode und das Verfahren via Erfillen diese Forderung. Die
Naherung des lokalen Diskretisierungsfehler ergibt anih

d5) = yti) =yl =0 =tk = o) + O(h)

Zu
d](€+1) = yl(f—i—)l ylE:-i—l) O(h4)

und somit ; ;

Ay ~ 5 (k1 4ky k) — Wby = 2 (k= 2kz + ).
Mit einer zusatzlichen Funktionsauswertung fgriefert der Term%(kl — 2ko + k3) eine Nahe-
rung an den lokalen Diskretisierungsfehler, welche um émenung grol3er ist als der lokale
Diskretisierungsfehler selbst.
Ein Algorithmus mit Schrittweitensteuerung basierenddmrfApproximation des lokalen Diskre-
tisierungsfehlers konnte wie folgt aussehen.

function adaptiv_np(tn,t0,y0,h,tol)
%
% adaptiv_vp(6.1,0,[1.2;0;0;-1.049357509830350],0.1, 0.001)
% adaptiv_vp(17.1,0,[0.994;0;0;-2.0015851],0.1,0.001 )
%
y(:1)=y0();
t=t0;
T=t;
H=[];
while t<tn
flag = 1;
while flag
ki = f(t,y(;,end));
k2 = f(t+h/2,y(:,end)+h/2 * Kk1);
k3 = f(t+h,y(:,end)+h * (-k1+2 *k2));
dk = norm(h *(k1-2 =*k2+k3)/6);
% [k1,k2,k3,dk],pause
if dk > 1.2 * tol

h =09 =* h;

elseif dk < 0.8 * tol
h =11 * h;

else
flag = O;

end

end

Angewandte Numerik IT, 5. November 2013



Abschnitt 1.7: Schrittweitensteuerung

25

y = [y,y(.,end)+h * k2],

t=t+h;

T=[T,1];

H=[H,h];
end
semilogy([T(1:end-1);T(2:end)],[H;H],’g-");
title("Schrittweite’);
print -depsc2 adaptiv_vp_fig01

plot(y(1,:),y(3,:),r-);
titte(Phasendiagramm’);
print -depsc2 adaptiv_vp_fig02

% problemabhaengige Funktion f

function wert = f(t,y)

mu = 1/82.45;

z1 = ((y(1)+mu)"2+y(3)"2)"(3/2);

z2 = ((y(1)-1+mu)"2+y(3)"2)"(3/2);

wert = [y(2); y(1)+2 *y(4)-(1-mu)  *(y(1)+mu)/zl-mu = (y(1)-1+mu)/z2;
y(4); ¥y(3)-2  *y(2)-(I-mu)  *y(3)/z1-mu *y(3)/z2];

Beispiel 37 (R. D. Grigorieff) An einem Beispiel aus der Ingenieur-Wissenschaft wollerden
obigen Algorithmus anwenden, namlich der periodischaelBanbahn im Erde-Mond-System.
Die Erde (relative Massé— 1) und der Mond (relative Masge bewegen sich um ihren gemein-
samen Schwerpunkt auf (fast) kreisformigen Bahnen. Irstédd andert sich dabei nicht und sei
hier aufl normiert. Das restringierte (eingeschrankte) Dreif&irProblem beschaftigt sich mit
der Frage, wie sich ein Satellit unter dem Einfluss des Sdfeleles von Erde und Mond bewegt,
ohne seinerseits die Bewegung von Erde und Mond aufgrunérsegrnachlassigbaren Masse zu
storen. Dabei ist folgende Differentialgleichung zudids

i= 2-0/0,Veut+2— (-t o, umlom
[(u+p)?+02z [(u—1+p)*+0?]2
b o= —20-9/0,V =v—2i—(1—p) v v

3
2

—
(w2 +027 (= 1+ p)*+07)
wobei die Potentialfunktio” gegeben ist durch

1 1-—
V(u,v) = —§(u2 +0?) — a - o

Vu+p)2+o2 lu—1+p)? 02

mit der relativen Mondmasge = (82.45)!. Als Anfangswerte wahle man

<
—~
=
S~—

Il
—

2 u'(0) =0
v'(0) = —1.049357509830350

[
—~
(=)
=

Il
[a)

Mit dem Aufruf
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Schrittweite
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Abb. 1.8: Adaptive Schrittweitensteuerung und Phasemdimag zum Erd-Mond-System.

adaptiv_vp(6.1,0,[1.2;0;0;-1.049357509830350],0.1,0 .001)

erhalt man die folgende graphische Ausgabe in AbbilduBg 1.
Alternativ erhalt man fur die relative Mondmasse= 0.012277471 und den Startwerten

u'(0) =0
'(0) = —2.0015851

u(0) = 0.994
v(0) =0

das in Abbildung 1.9 dargestellte Ergebnis.

o
10 T T T T T T T T 15

107

05 1 15

10 . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Abb. 1.9: Adaptive Schrittweitensteuerung und Phasemdiam zum Erd-Mond-System zum
zweiten Satz an Startwerten.

Die historisch alteste, und deshalb oft als klassischegRifutta-Methode vierter Ordnung be-
zeichnet, lautet

P == O
O O

1
1 2 2 1

Das Verfahren hat simple Parameterwerte und hat die Eigaefisclald fur die sukzessive Be-
stimmung der Werté; (¢ > 2) nur die unmittelbar vorangehenden Wekte ; benotigt wer-

den, und der Algorithmus somit auRerst Speicherplatzesphist. Neben diesem Runge-Kutta-
Verfahren vierter Ordnung existieren zahlreiche Variantet verschiedenen Zielsetzungen. Eine

O N=
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zu oben analoge Schrittweitensteuerung durch Kombinatoomdrei- und vierstufigen Runge-
Kutta-Methoden ist nicht moglich, weil die betreffendetei@hungssysteme keine Losungen zu-
lassen, so daR;, ks und ks in beiden Verfahren identisch sind.

Die erreichbare Fehlerordnungeiner expliziten m-stufigen Runge-Kutta-Methode istpi 9
gemal der folgenden Tabelle gegeben.

Tab. 1.4: Maximale Fehlerordnung von expliziten Runget&Merfahren
m 1 2 3 45 6 7 8 9
p=11 2 3 4 4 5 6 6 7

Von Fehlberg stammt ein eingebttetes Runge-Kutta-Vegfaldr und 4. Ordnung, in welcher eine
Funktionauswertung doppelt verwendet wird.

0
1 1
1 1
4 4 32
9 31 81
6 57 _ 432 1053
7 08 343 686
1 27 49
1 6 0 % T
(3) 1 27 49
Yit1 G 0 5 s O
(4) 43 0 243 343 1
Y41 288 116 1872 12
~ | .5 27 245 1
A1 = 288 0 116 1872 12

Ebenso von Fehlberg stammt eine geschickte KombinatiorRwomge-Kutta-Verfahren 4. und 5.
Ordnung, in welcher die Runge-Kutta-Methode 4. Ordnung élier ohnehin sechs der erforderli-
chen Auswertungen verwendet.
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0
1 1
1 1
3 3 9
8 32 32
12 1932 _ 7200 7296
13 2197 2197 2197
1 8341 _ 32832 29440 _ 845
4104 4104 4104 4104
1 _ 6080 41040 _ 28352 9295 _ 5643
2 20520 20520 20520 20520 20520
2375 11264 10985 _ 4104 0
Yk+1 20520 20520 20520 20520
d ~ 1045 _ 11264 _ 10985 7524 13680
k+1 7~ | 376200 376200 376200 376200 376200
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