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zu oben analoge Schrittweitensteuerung durch Kombinatoomdrei- und vierstufigen Runge-
Kutta-Methoden ist nicht moglich, weil die betreffendetei@hungssysteme keine Losungen zu-
lassen, so daR;, ks und ks in beiden Verfahren identisch sind.

Die erreichbare Fehlerordnungeiner expliziten m-stufigen Runge-Kutta-Methode istpi 9
gemal der folgenden Tabelle gegeben.

Tab. 1.4: Maximale Fehlerordnung von expliziten Runget&Merfahren
m 1 2 3 45 6 7 8 9
p=11 2 3 4 4 5 6 6 7

Von Fehlberg stammt ein eingebttetes Runge-Kutta-Vegfaldr und 4. Ordnung, in welcher eine
Funktionauswertung doppelt verwendet wird.

0
1 1
1 1
4 4 32
9 31 81
6 57 _ 432 1053
7 08 343 686
1 27 49
1 6 0 % T
(3) 1 27 49
Yit1 G 0 5 1 O
(4) 43 0 243 343 1
Y41 288 116 1872 12
~ | .5 27 245 1
A1 = 288 0 116 1872 12

Ebenso von Fehlberg stammt eine geschickte KombinatiorRwomge-Kutta-Verfahren 4. und 5.
Ordnung, in welcher die Runge-Kutta-Methode 4. Ordnung élier ohnehin sechs der erforderli-
chen Auswertungen verwendet.
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0
1 1
1 1
3 3 9
8 32 32
12 1932 _ 7200 7296
13 2197 2197 2197
1 8341 _ 32832 29440 _ 845
4104 4104 4104 4104
1 _ 6080 41040 _ 28352 9295 _ 5643
2 20520 20520 20520 20520 20520
2375 11264 10985 _ 4104 0
Yk+1 20520 20520 20520 20520
d ~ 1045 _ 11264 _ 10985 7524 13680
k+1 7~ | 376200 376200 376200 376200 376200
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1.8 IMPLIZITE RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

Zur numerischen Losung von steifen Differentialgleichen (siehe spateres Kapitel) sind spe-
zielle Methoden erforderlich. Zu diesen gehoren die imh Runge-Kutta-Verfahren, welche
dadurch charakterisiert sind, dal® die Steigunggrks, ... durch ein implizites Gleichungssys-
tem definiert werden. Da die Herleitung von mehrstufigen imteh Runge-Kutta-Methoden sehr
aufwendig ist, wollen wir solche Verfahren hier nur defieier

Das Butcher-Diagramm solcher impliziten Runge-Kuttafslerenm-ter Stufe hat die Form

ar | b1t b2 - bim

az | bar b2 - bopy

Qm, bml bm2 T bmm
Cl C2 PEErY Cm

wobei mindestens eiby; # 0, (i < j) gilt. Alternativ schreibt man auch
k; = f(tk—l—ar,yk—kh(bﬂkrl —|——|—b2mk’m)> (’L = 1,...,m) (146)
Yk+1 = yk+h<01k1 +"'+kam> .

Bei der Wahl dew € R™, b € R™*™ undc € R™ gibt es verschiedene Ansatze:

1. Gaul3-Form: Die a, b, ¢ seien beliebig wahlbar. Zielsetzung ist die Maximierureg kon-
sistenzordnung. Man kann zeigen, dass somitggNullstellen der auf das Interval, 1]
transformierten Legendre-Polynoni, (2t — 1) := L 4 (¢™(t — 1)™) sind.

m! dt™

2. Radau | - Form: Es gilta; = 0 und dieas, .. . a,, sind Nullstellen vonge— (#™(t—1)™1)

3. Radau Il - Form: Es gilta,, = 1unda; . .. a,,,—; sind Nullstellen vonde— (7~ (t—1)™)

4. Lobatto Ill - Form : Es gilta; = 0, ¢, = 1 undas...a,—1 sind Nullstellen von
d7rL72

L= (= 1))

Einige implizite Runge-Kutta-Verfahrem-ter Stufe undp-ter Ordnung in tabellarischer Form:

Gaul-Form
m=1,p=2
111
2 |2
1
m=2,p=4
3—V3 1 3—-2V3
6 ] 12
343 | 34+2v3 1
6 12 1

DN
D=

Angewandte Numerik IT, 12. November 2013



30 Kapitel 1: Gewohnliche Differentialgleichungen

Radau | - Form

m=2,p=3
1 1
013 -3
21 5
3| 4 12
m=3,p=2>5
0 1 —1-V6 —14+v6
9 18 18
6-v6 | 1  88+7V6  88—43v6
10 9 360 360
6+v6 | 1 88+43v6  88—7V6
10 9 360 360
1 5 5
9 18 18

Radau Il - Form

m = 1,p = 1 (implizites Euler-Verfahren)

1)1
1
m=2,p=3
115 _1
3| 12 12
3 1
L 3
3 1
1 1
m=3,p=2>5
4—/6 88—7v6 296—169v6  —2+3v6
10 360 1800 225
4—/6 | 296+169v6 88+7v/6 —2-3v6
10 360 1800 225
1 16—/6 16+6 1
36 36 9
1 5 5
9 18 18
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Lobatto Ill A - Form (b;; = 0)

m=3p=4
0] 0 O 0
115 1 _1
2 24 3 24
1 2 1
Lig 5 %
1 2 1
6 3 6
Lobatto Il B - Form (b, = 0)
m=3p=4
1 1
o[ -1 0
1 1 1
215 35 O
1 5
1jd 2 0
1 2 1
6 3 6

Allgemein gilt, daf? einm-stufiges implizites Runge-Kutta-Verfahren von der Gaodurch
geeignete Wahl dern.(m+1) freien Parameter die maximal erreichbare Fehlerordrzundesitzt.
Ahnliches gilt auch fur die Radau-Formé2m — 1) und Lobatto-Formeri2m — 2).
Die Fixpunktiteration zum Losen von (1.46) ist konvergfimtalle Schrittweiterh,, die der Bedin-
gung
hBL <1 mitB := mlaxz |y
J

geniigen und. die Lipschitz-Konstante der Funktiof{z, y) darstellt.

Bemerkung 38 Die impliziten Runge-Kutta-Verfahren besitzen eine Sititseigenschaft, die
bei der Integration von steifen Differentialgleichungsteynen entscheidend ist. Fir allgemei-
ne Differentialgleichungssysteme sind die impliziten BewKutta-Methoden trotz ihrer hohen
Fehlerordnung wenig attraktiv, weil in jedem Integratigetwitt ein im allgemeinen nichtlineares
Gleichungssystem fiir die. Unbekannterk; (1 < i < m) zu l6sen ist.

1.9 MEHRSCHRITTVERFAHREN

Ein Nachteil der Einschrittverfahren ist die hohe Anzahl Benktionsauswertungen, die fur eine
hohe Konsistenzordnung und somit fir eine hohe Konvergeimzing notig sind. Dieser Nach-
teil tritt bei den folgenden Mehrschrittverfahren nichf.ads bleibt im allgemeinen jedoch nur
ein deutlicher Vorteil, solange die Schrittweite fest gilt'wird. Fur Einschrittverfahren haben
wir schon in Kapitel 1.6 gesehen, daf adaptive Schrittwsieaierung dort recht einfach durch-
zufuhren ist. Dies laR3t sich fur Mehrschrittverfahréoht so einfach realisieren.

Esseit; =ty +jh (j =0,1,2,...).
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Ein k-Schrittverfahren zur Losung des AWR(t) = f(t, y(t)), y(to) = yo ist ein Verfahren zur

Berechnung von Naherungswertgn ,, zuy(t;1) ausy;, . . ., y;+k—1 durch Losen der Gleichung
Zaﬂy]-l-f h¢ tjvy]> . >yj+k7h7 f) (147)
fur 5 = 0,1,2,... mit geeigneten Startwerteyb, ..., Yp—1. Dabei ist% Z’;ZO agyj+e als eine

Naherung an d|e Ableitung/ (blsher (Yj+1 —y;))undé(ty, yj, - .., yjvk, b, f) als Naherung an
f(t,y(t)) aufzufassen.
Ein linearesk-Schrittverfahren ist von der Form

k k
Z QplYj4+0 = h Z 5Zf(tj+év yj-l—f) (] = 07 17 27 .. ) (148)
=0 =0

mit geeigneten Startwerten, . . ., yx_1. Gilt 3 = 0 so spricht man von einem expliziten Verfah-

ren, ansonsten von einem impliziten.

Die im allgemeinen nichtlineare Gleichungyn, ;. im impliziten linearenk-Schrittverfahren kann
aus (1.48) iterativ berechnet werden. Esfskipschitz-stetig iny mit einer Lipschitz-Konstanten
L. Dann gilt fur die Iteration nach dem Banachschen Fixpseuizt

k—1

r 6/6 —
y§+4,;1) = akf(tg+k7yj(+)k) - —k (h E Bef (tjve,Yjre) — E QpYjve)
=0

¢(y]+k)

daR diese konvergent ist, fallg: 1L < 1 gilt.
Untersuchen wir nun zuerst, ob die Diskretisierung derddéhtialgleichung lokal verninftig ist.

Definition 39 Der lokale Diskretisierungsfehler des Mehrschrittveréais (1.47)ist

djvk(ts b, f) Zaey (tj+e) = hd(ty, y(t;), - y(tirn—1)s Vi, by f)-

Das Mehrschrittverfahren heif3t mit einer Differentiaigheingy’ = f(t,y) konsistent, falls

lim djk(tj, h, f)

h—0 h =0

gilt. Es heil3t konsistent von der Ordnupgfalls
djpk(ty, b, f) = O(hPT)
gilt.

Beispiel 40 (eines Mehrschrittverfahrens)Man betrachte die Taylor-Entwicklungen

2
7?//(15) +O(n?)
2

Py + o)

y(t +h) =y(t) + hy'(t) +

y(t —h) =y(t) — hy'(t) +
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Subtraktion beider Gleichungen liefert
y(t+h) —y(t — k) = 2hy' (t) + O(h*) = 20 f (t,y(1)) + O(R?).
Dies motiviert das lineare 2-Schrittverfahren

yk+1:2hf(tkayk)+yk—la k= 172737"'7

welches als Quadratur der Mittelpunktsregel entspricid.Hdnsistenzordnung ist 2, was sich aus
der Herleitung sofort ergibt.

Im Gegensatz zu Einschrittverfahren impliziert Konsigtaicht immer Konvergenz, welches wir
spater untersuchen werden.

Betrachten wir nun zuerst die Entwicklung der wichtigsteehvkchrittverfahren, die man tber
numerische Integration herleiten kann, ahnlich wie Ruldgta-Verfahren.

Es gilt

itk

Wty ~ylter) = [ F(o) (L.49)
tiyr—e

Dabei seiy(t;4+) der Wert, welcher approximiert werden soll. Es ist nun eiaketiegende Idee,

den Integranderf durch ein Interpolationspolynorﬁm( ) = Ps(s|tj,... tj4r) vom Grader zu

ersetzen, welches an den Stelign . . , ¢, interpoliert.

Dabei betrachtet man das Integral ubgqr_g, tj+k), wahrend nur auft;, ¢;1,] interpoliert wird.

Dieses Vorgehen ist graphisch in Abbildung 1.10 dargestell

Integrationsintervall

Interpolationsintervall

tj titr—t  tjgr itk

Abb. 1.10: Exemplarische Darstellung von Interpolatiamsd Integrationsintervall

Die Lagrangesche Darstellungsform fir das InterpolapafynomPF, ;(s) sieht folgendermafien
aus:

Zf tivis Yjti H tS__tﬁ-p

J+i tj +p
p#l

_Zf (t+i- 0541 Hf T
psﬁl
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Also erhalten wir, fallsP,. ;(s) in (1.49) fur f eingesetzt wird:

d rl
Uitk = Yjsr—e = h Y f(tj, Y80, (1.50)
i=0

wobei

+h L
hﬁM /J H 2_]+pds

tjtr— £ p=0
pFi

_h/k Tﬁr_p+s
p#l

ist. Dabei erhalt man den letzten Schritt durch Substituti= ¢; + (r + 5)h.
Die Rechenvorschrift lautet somit

s
Y.
Uik = Ujgr—g + 1Y B0 F(tisi yis).

i=0
Ubliche Wahlen fiir- und ¢:
r ¢ | Name Art
k —1 | 0 | Adams-Bashforth Extrapolation, explizites Verfahren
k—1| 1| Nystrom Extrapolation, explizites Verfahren
k 1 | Adams-Moulton | Interpolation, implizites Verfahrer
k 2 | Milne-Simpson | Interpolation, implizites Verfahrer
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