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Aufgabe 8.1 (Hopf Bifurkationen: Uberginge von Gleichgewichten zu Grenzzyklen)
Betrachte das System
&= —y + px + zy’

. (1)
§=x+py—

a) Zeige, dass eine Hopf-Bifurkation am Fixpunkt (z*,y*) = (0,0) mit sich &nderndem p auftritt. Fiir
welches p tritt diese ein?

b) Visualisiere die Hopf-Bifurkation numerisch.
¢) Bestimme die Eigenschaft der Hopf-Bifurkation analytisch: Ist diese super- oder subkritisch?
Hinweis: Schreibe (1) zuerst in der Form

& =—wy+ f(z,y)
¥ =wz+g(z,9),
wobei f and g nichtlineare Terme enthalten. Bestimme hierauf

1

1
a = E (fzzz + f:ﬂyy + Gzazy + Gyyy + ;{fry(fzz + fyy) - gzy(gzz + gyy) - fzzgzz + fyygyy}) )

wobei die partiellen Ableitungen an (z*,y*) ausgewertet werden. Dann gilt fiir die Hopf-Bifurkation:

a < 0 superkritisch (stabiler Grenzzyklus)
a > 0 subkritisch (instabiler Grenzzyklus).

Aufgabe 8.2 (Oszillierende chemische Reaktionen)
Ein einfaches dimensionsloses chemisches System stellt der Brusselator dar:

i=1-(b+1)z+az’y
y = bx — az’y,
mit a,b > 0 und , Konzentrationen“, x,y > 0.
a) Bestimme alle Fixpunkte und klassifiziere sie.
) Visualisere die Hauptisoklinen und finde die trapping-Region des Flusses.
c) Zeige, dass eine Hopf-Bifurkation auftritt und bestimme den kritischen Wert b = beyit -
)

Argumentiere mit dem Satz von Poincaré-Bendizson, ob es Grenzzyklen fir b < beix oder b > beyit
gibt.

e) Was ist die ungefahre Periode des Grenzzyklus fiir b & beyit?

f) Erstelle numerisch Phasenportraits fiir sich &ndernde Parameter (halte beispielsweise a konstant
und variiere b). Zeichne auch die Hauptisoklinen aus b) ein.
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