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Aufgabe 13 (Spezielle Matrizstrukturen) (54+5=10 Punkte)
Sei n € N gerade und eine Matrix A € R™*" mit Schachbrett-Muster
a1 0 a3 0 - arna 0
0 a2 0 az 4 e 0 azn
as,1 0 az,3 0 - agnp-1 0
A=
an-11 0 ap—13 0 -+ ap_1p-1 O
0 G2 0 Gna - 0 Gnon

gegeben. Um beim Losen des Gleichungssystems Ax = b sowohl Speicher als auch Rechenaufwand zu sparen, kann wie
folgt verfahren werden:

1. Spalte die Matrix auf in zwei Teilmatrizen:

1,1 a1,3 ce a1,n—1 22 Q24 -+ A2p
as,1 as,3 te a3,n—1 aq2 Q44 - G4n

A = . . . und Ay =
an-1,1 Gn-13 *°° 0apn—-1n—1 ap2 An4 - Gpn

2. Lose die Gleichungssysteme
Ay(z1, 23, 1)’ = (b1, b3, bp1)T und Ag(w2, 24, 20)" = (b2, ba, - by)T.

Bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben:

(a) Berechnen Sie den Rechenaufwand fiir obige Methode zur Losung eines Gleichungssystems mit Schachbrett-Matrix
und vergleichen Sie ihn mit dem Aufwand zum Losen des vollen Systems fiir n = 2,4, 6, 20. Als Losungsmethode
wird jeweils Vorwirts-/Riickwértseinsetzen mit einer einfachen LR-Zerlegung gew#hlt. Um welchen Faktor ist die
angepasste Methode asymptotisch schneller als die Standard-LR-Zerlegung mit Vorwérts-/Riickwértseinsetzen?

(b) Losen Sie das Gleichungssystem Az = b mit

10 2 0 1
0 3 01 2
A= 2.0 3 0})° b= 3
01 0 1 1
mit dem oben beschriebenen Algorithmus.
Aufgabe 14 (Symmetrisch positiv definite Matrizen) (54+5=10 Punkte)
Sei A = (a;5) € R™™ symmetrisch positiv definit. Zeigen Sie:
1
a) |aij| < \/Giiaj5 < 5((1“'4*(1”') Vlgz,jgnnntz;é]

b) m£x|a”| < 1I£1a<x Qi



Aufgabe 15 (Cholesky-Zerlegung I) (10 Punkte)
Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung (siehe Skript, S. 49) von

1 -1 1 0
-1 2 0 1
1 0 6 -3
0 1 -3 30

A=

indem Sie eine untere Dreiecksmatrix L mit ¢;; > 0 derart bestimmen, dass A = LLT.

Aufgabe 16 (Cholesky-Zerlegung I, BTEX-Aufgabe) (343+4=10 Punkte)
Sein € N\ {1},a € R""! mit ||a||2 < 1 sowie b € R und ¢ € R"~!. Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem

U 1 ah\ (u b
A0)=6 ) 6)-0 g
mit der Einheitsmatrix I € R"~1*n=1 Unser Ziel ist die Berechnung von u € R und v € R"~! mit Hilfe der

Choleksy-Zerlegung.

111

B h Sie fir a7 = ( =, -, -
a) Berechnen Sie fiir a 211

) die Cholesky-Zerlegung von A und geben Sie dabei alle Zwischenergebnisse (in
Bruchdarstellung) an.

b) Betrachten Sie das geéinderte lineare Gleichungssystem

~ (v I a\ (v c
)=l D) =6) @
Zeigen Sie, dass die Cholesky-Zerlegung von A=LLT gegeben ist mit
i 1 0
“\a’ V1-aTa)"

c¢) Welches der linearen Gleichungssysteme (1) oder (2) ist fiir ein allgemeines a € R™~! mit ||al|]z < 1 effizienter 16sbar
mittels Cholesky-Zerlegung fiir n > 17 Begriinden Sie ihre Antwort.

Mehr Informationen zur Vorlesung und den Ubungen finden Sie auf

http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-numerik/lehre/wintersemester-20132014/numla.html




