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Aufgabe 25 (Gauß-Seidel Verfahren) (10+2=12 Punkte)

a) Sei A ∈ R
n×n symmetrisch und positiv definit. Zeigen Sie, dass das Gauß-Seidel Verfahren zur Lösung eines linearen

Gleichungssystems Ax = b mit b ∈ R
n konvergiert.

b) Führen Sie von Hand zwei Schritte des Gauß-Seidel Verfahrens für das lineare Gleichungssystem





3 1 0
2 4 1
1 0 2



x =





7
10
6





aus und verwenden Sie als Startwert x0 = (0, 1, 1)T ∈ R
3. Vermeiden Sie die Berechnung von Inversen.

Aufgabe 26 (Satz von Stein und Rosenberg ) (6+3=9 Punkte)

Seien die Matrizen A1, A2 ∈ R
3×3 gegeben mit

A1 =





1 −2 2
−1 1 −1
−2 −2 1



 und A2 =





2 1 1
−2 2 −2
−1 1 2





a) Berechnen Sie jeweils die Iterationsmatrizen CGS und CJ , sowie deren Spektralradien.

b) Was lässt sich über die Konvergenz der beiden Verfahren mit den jeweiligen Matrizen Ai mit i = 1, 2 sagen?
Widerspricht dies dem Satz von Stein und Rosenberg?

Aufgabe 27 (Relaxiertes Richardson Verfahren) (5+5+2=12 Punkte)

Sei A ∈ R
n×n symmetrisch und b ∈ R

n. Das relaxierte Richardson-Verfahren wird durch

xk+1 = xk − ω(Axk − b)

beschrieben.

a) Zeigen Sie, dass folgende Fehlerabschätzung gilt

||xk − x∗||
2
≤ ρ(I − ωA)k ||x0 − x∗||

2

wobei ρ(·) der Spektralradius bezeichnet und x∗ die Lösung des linearen Gleichungssystems Ax = b ist.

b) Sei 0 < c ≤ λ ≤ C für alle λ ∈ σ(A). Wie muss man ω wählen, damit die Richardson-Iteration möglichst schnell
im Sinne der euklidischen Norm gegen die Lösung x∗ konvergiert? Beweisen Sie Ihre Behauptung.

c) Führen Sie zwei Schritte des relaxierten Richardson-Verfahrens mit optimalem Parameter ω für folgende Daten
aus:

A =





5 −2 0
2 −1 1
2 −4 4



 , b =





3
2
2



 und x0 =





0
0
0



 .



Aufgabe 28 (Gradienten Verfahren) (7 Punkte)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

(

5 5
5 10

)

x =

(

4
7

)

.

Führen Sie vier Schritte des Gradienten Verfahrens für den Startwert

x0 =

(

1
1

)

aus und zeichnen Sie x0, ..., x4 in ein zweidimensionales Koordinatensystem. Was fällt auf?

Mehr Informationen zur Vorlesung und den Übungen finden Sie auf

http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-numerik/lehre/wintersemester-20132014/numla.html


