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Aufgabe 7 (Polarkoordinaten)
Die Polarkoordinaten sind gegeben durch (z,y) := r(cos p,sin ¢) mit r > 0 und ¢ € (—7, 7.
(i) Zeigen Sie: Der Gradient beziiglich Polarkoordinaten ist gegeben durch

cos ¢ %u — % sin ¢ aiu
Vu = . F) 1 5
SN Y 7 U+ 5 COS Y 5 U
(ii) Zeigen Sie: Der Laplace-Operator beziiglich Polarkoordinaten ist gegeben durch
A 0? L 10 . 1 02
U=—Su+—- —u+— —u.
or? r Or r2 Qp?

(iii) Berechnen Sie Vu und Aw fiir in Polarkoordinaten gegebene Funktion

2
u(r, ) := r?/3sin (3(,0) )

Aufgabe 8 (Finite Elemente Methode: MATLAB )

Wir betrachten die folgende Variationsformulierung:
Sei @ C R? mit Rand I':=Tp UTy, f € L*(Q), g € L*(T'y) und up € H' (). Suche u € H(Q) :={ve H}(Q) :v =
0 auf I'p}, so dass:

/VUTVv dm:/fv der/ guv dsf/VulT)Vv dz Yo € HY(Q). (1)
Q Q T'n Q

Fiir die Implementierung definieren wir eine Triangulierung 7, auf dem Gebiet Q2 und den diskreten Ansatz-Raum
S(Tr) mit Basis-Funktionen ¢;, i = 1,.., N. Fir die gesuchte Losung wihlen wir den Ansatz

N
’U,h(l', y) = Z ak(pk($7 y)
k=1

und testen (1) mit allen Basis-Funktionen ¢;, j =1,..., N. Wir erhalten dadurch das LGS
Ax=Db

mit dem Koeflizientenvektor x = (ag)g=1,.. ~, der Steifigkeitsmatrix

A =(aij)jr=1,..N, Qjr= / V@%Vgpj dx
Q
und der rechten Seite

b = (bj)j=1,..N, bj:/fgaj d:z:+/
Q

gp; ds 7/ VugV¢j dz.
I'n Q
(i) Laden Sie sich die Datei fem2d von der Homepage herunter und entpacken Sie die zip-Datei.

(ii) Stellen Sie den Vektor b fiir die rechte Seite auf. Verwenden Sie dabei folgende Néherungen

1 To — T mg—x1>
cdr ~ f(xg, cdr = f(xg, — det
/Tf% f(sys)/T% f(sys)6 <y2—y1 Vs — 1

und

E
/ gpjds = Ll g(xar, ym),
© 2

wobei (zg,ys) den Schwerpunkt des Dreiecks T € T, und (xp7,ya) der Mittelpunkt der Kante E auf dem
Neumann-Rand bezeichnet. Testen Sie ihre Funktion am Beispiel Lshape.



(iii) Erweitern Sie das Skript fem2d.m, sodass die folgende Variationsformulierung gelost werden kann:
Suche u € H1(Q), so dass Vv € HY(Q) und x € R gilt

/VuTVvdm—l—ﬁ/uvdx:/fvdx—F/ gvds—/Vu%Vvdx. (2)
Q Q Q Iy Q

Stellen Sie dazu die Massematrix M ( siehe Blatt2, Aufgabe 6 (7)) auf und testen Sie das Programm am Beispiel
Square fiir k = 2.

Aufgabe 8 (FEM, Wirmeleitungsgleichung: MATLAB )
Die Wéarmeleitungsgleichung ist fiir 7" > 0 gegeben durch

2 uw,9,0) ~ Ml t) = f(rt), QX [0,T)
U(%yat) = UD(x7yat)7 auf FD X [OaT]
0
%U([L'7y,t) = g(xayvt)7 auf FN X [OaT}
u(z,y,0) =0

Um die Warmeleitungsgleichung zu 16sen, verwenden wir ein implizites Euler-Verfahren in der Zeit. Dazu teilen wir
das Zeitintervall in N dquidistante Teilintervalle der Lange dt = % auf. Mit ug(z,y) = u(z,y,k - dt) und fi(z,y) :=
f(z,y, k- dt) erhalten wir in jedem Zeitschritt die Gleichung

Uk41 — thuk+1 = ug + dtfk+1~

Die schwache Formulierung (bzgl. des Ortes) lautet dann

/ukﬂvdx—l—dt/VufHVvdx:/ukvdx+dt-(/fk+1vdx+/ gkﬂvds—/VuTDkHVde).
Q Q Q Q Iy Q '

Mit gleichem Vorgehen wie in Aufgabe 7 erhalten wir das LGS
(M +dt-A)xge = Mayg + dt - b.

(i) Schreiben sie eine Funktion fem2d_heat .m die die Warmeleitungsgleichung 16st (viele Teile aus fem2d .m kénnen
iibernommen werden). Speichern Sie die Losungen in allen Zeitschritten in der Matrix u ab.

(ii) Stellen Sie den Temperaturverlauf graphisch dar.

(iii) Testen Sie ihr Programm m Beispiel Square_heat



