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Aufgabe 19 (Singuldr gestorte Probleme)
Es sei  C R? ein Gebiet, 1 > ¢ > 0 und f € L?(Q). Wir betrachten das singuliir gestérte Problem

—eAutu=f in Q
U= uUp auf 0f)

M =

):

mit dquivalenter Variationsformulierung (s(x) :=

Suche u € HJ (), sodass

/ Vul' Vv dx +/ s(x) wo dx = / s(x) fu dx Yo € Hy(Q).

Q Q Q

Mit den standard P!-Elementen erhalten wir das lineare Gleichunssystem Az = b mit

a;; = / VIV, dr+ / s(x) pip; dx

Q Q

und

bj = / s(x) fo; der/ 9p; ds—/Vu%V(pj dzf/ s(x) upyp; dz,

Q T'n Q Q

wobei wir mit ¢;, j = 1,...,nE die Basisfunktionen (Hutfunktionen) bezeichnen.
(i) Laden Sie sich die gezipte Dateie material.zip von der Homepage und entpacken Sie diese.

(ii) Erweitern Sie die Funktion stima3.m, sodass fiir s € L?(Q)

a;j = /QVQO@TV()OJ dx —‘r/Qs(x) wip; dr

berechnet wird. Das zweite Integral soll dabei {iber die Mittelpunktsformel approximiert werden (sieche Blatt 3
Aufgabe 8 (i7)).
(iii) Testen Sie Ihre Funktion am Beispiel Square.

(iv) Testen Sie Ihre Funktion am Beispiel Square2. Was féllt Thnen auf?

Fiir das zweite Integral verwendet man in der Praxis aus Griinden besserer numerischer Stabilitdt auch oft folgende
Naherung

/ S(JC) PYiP; dr ~ 52'7]' S(Pl) Di,
Q

wobei wir mit D; die in Abbildung 1 markierte Flache bezeichnen. Dieses Verfahren wird auch mit mass lumping
bezeichnet.



Abbildung 1: Flache D; in rot (Das Polygon, das durch die Mittelsenkrechten aller Kanten erzeugt wird, die von P;
weglaufend.)

(iv) Implementieren Sie eine Funktion D = computeDi(vertices), die zu den Eckpunkten P;, P; und P eines
Dreiecks (in vertices iibergeben) die entsprechenden Anteile von D;, D; und Dy berechnet und im Vektor D
zuriick gibt.

(v) Schreiben Sie eine Funktion stimalump.m, in der die Steifigkeitsmatrix mittels mass lumping aufgestellt wird.

(vi) Testen Sie Thre Funktion an den Beispielen Square und Square2. Verwenden Sie im Beispiel Square2 ins-

besondere ¢ = 10%, 1073, 107%, 10~° fiir die Funktion s. Vergleichen Sie beide Verfahren zum Aufstellen der
Steifigkeitsmatrix.



