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Angewandte Numerik 2
Abgabetermin: Freitag, 06.02.2015, vor der Ubung

Fiir dieses Ubungsblatt gibt es 19 Theorie- und 13 Matlab-Punkte, sowie 10 Theorie- und 4 Matlab-
Zusatzpunkte. Punkte, die mit einem * gekennzeichnet sind, sind Zusatzpunkte.
Die 50-Prozent-Grenzen liegen aktuell (inklusive Blatt 13) bei 104,5 Theoriepunkten und 111 Matlabpunkten.

Rauméinderung (Vorankiindigung):
Am 06. Februar 2015 finden wegen der Promotionsfeier der Fakultdt fiir Ingenieurwissenschaften und
Informatik die Ubungen zu Angewandte Numerik 2 im Raum 47.1.507 statt.

Seminar ,,Angewandte Numerik*:
Falls Sie am von Professor Urban angekiindigten Seminar ,Angewandte Numerik® Interesse haben, senden
Sie bitte schnellstmdglich, spatestens bis Freitag, 06. Februar 2015, eine Mail an Klaus Stolle.

Aufgabe 46 (Programmieraufgabe: Finite-Differenzen-Methode mit variablen Koeffizienten)
(4T+6T+3T+10M+3M+4M* Punkte)

In dieser Aufgabe wollen wir die Implementierung der Finite-Differenzen-Methode aus Aufgabe 45 verallge-
meinern. Wir betrachten jetzt Randwertprobleme der Art

Lu(x) := — (a(:(:)u’(:l:))/ + B(z)u (z) + y(z)u(z) = f(z), =€ (a,b) mit u(a) =dg,uld) =dy. (1)

Dabei seien «, 8,7 € C%([a, b]).
Zur Diskretisierung fithren wir auf [a, b] wieder ein dquidistantes Gitter

Ah = {a:j

ein und approximieren u durch {u;}7" mit u; ~ u(z;) fir j =0,...,m.
Das resultierende Gleichungssystem habe die Form

b_
xi=a+jh; j=0,...,m; h= a}

m

Apup, = fa mit up = (U, ..oy 1)

Die Matrix Aj, = Dj,+ Kj,+ Ry, € Rm=Dx(m=1) getz¢ sich dabei aus den Matrizen Dj,, K}, und R}, zusammen,
die wir aus den einzelnen Termen des Randwertproblems (1) erhalten.

a) Uberlegen Sie sich, wie die aus dem Konvektionsterm ((z)u/(x) resultierende Matrix K} aussieht.
Ersetzen Sie dazu die Ableitung v/ an den Gitterpunkten durch den zentralen Differenzenquotienten

Uj+1 — Uj—1

Ul(l'j) ~ 2h ?

7=0,....,m.

Was ergibt sich durch den Konvektionsterm fiir die rechte Seite f; des linearen Gleichungssystems?



b) Leiten Sie die aus dem Diffusionsterm — (a(x)u/(x))" resultierende Matrix Dj, her. Fiihren Sie dazu
ein verschobenes Gitter Tl = %(:1:] +2j41), j=0,...,m—1 ein und approximieren Sie den Fluss
2

z;,1)u'(x;, 1) an den Gitterstellen des verschobenen Gitters durch einen zentralen Differenzenquoti-
2 2

enten mit Schrittweite 7/2. Ersetzen Sie auch die dufere Ableitung (a(z;)u’(z;))" an den Gitterpunkten

des urspriinglichen Gitters A, durch einen zentralen Differenzenquotienten mit Schrittweite h/2. Was

miissen Sie fiir die rechte Seite f; des linearen Gleichungssystems beachten?

af

c¢) Geben Sie das komplette resultierende Gleichungssystem Apuj, = fj, mit up = (u1, ..., um_1)7 an.
d) Schreiben Sie eine Matlabfunktion uj = fdmVar(f, alpha, beta, gamma, xj, da, db), die eine Lo-
sung des Randwertproblems (1) mit der Finite-Differenzen-Methode néherungsweise berechnet. f ist
dabei eine Funktion fiir die rechte Seite des Randwertproblems, alpha, beta und gamma sind die varia-
blen Koeffizienten (als function handle), xj ist ein dquidistantes Gitter, da0 und db sind die Werte auf
dem Rand und uj ist die berechnete diskrete Naherungslosung. Das auftretende lineare Gleichungssy-

stem diirfen Sie mit dem Matlaboperator \ losen.

e) Schreiben Sie ein Matlabskript testFdmVar, das Ihre Matlabfunktion uj = fdmVar(f, alpha, beta,
gamma, xj, da, db) mit den folgenden Randwertproblemen testet:
i) u"+u=0, J[a,0=1[0,F], w0)=0, wu(f)=1 - (Dieexakte Losung ist u(zx) = sin(z).)
Testen Sie Ihre Funktion fdmVar mit verschiedenen Schrittweiten.
i) —eu"4+u' =0, J[a,b] =[0,1], w(0)=1, wu(l)=0. (Dieexakte Losung ist u.(z)= <5=°=.)
es
Testen Sie Ihre Funktion fdmVar mit den Schrittweiten h1 = 1073, hy = 1072 und hz = 1
sowie jeweils € € {1;0.1;0.01}. Was stellen Sie fest?

Aufgabe 47 (Sobolev-Norm) (5T* Punkte)

Zeigen Sie, dass durch

lully := /lullZ, + 1w,

eine Norm auf H}(0,1) definiert wird.

Hinweis:

Sie konnen beispielsweise zeigen, dass durch (u,v); := (u,v)r, + (v/,v'), ein Skalarprodukt auf H}(0,1)
definiert ist. Denn dann ist die durch das Skalarprodukt (-, -); induzierte Norm ||ul|; := /(u, u); eine Norm.

Aufgabe 48 (Galerkin-Verfahren) (3T+3T+5T* Punkte)

Wir betrachten in dieser Aufgabe die allgemeine Form linearer Randwertprobleme zweiter Ordnung in 1D
- (a(:c)u’(:c)), + B(z)u (z) + y(z)u(z) = f(z), x€(0,1) mitu(0)=u(l)=0.

Dabei seien «, 8,7 € C°([0,1]) und a(z) > ag > 0.

Gesucht ist (schwache Formulierung) eine Funktion u aus dem Test- und Ansatzraum V := H}(0,1) mit
a(u,v) = (f,v), Vo eV, (2)
mit der Bilinearform

1 1 1
a(u,v) := /0 a(x)u (x)v'(z) dx —I—/O B(x)u' (x)v(x) dzx —l—/o v(z)u(z)v(x) dx

und der Linearform

1
F(v) :=(f,v) ::/0 f(z)v(x) dx.



Zur Diskretisierung fithren wir auf [0, 1] ein dquidistantes Gitter

1
Ah::{xi xi:z’h;izo,...,m;h:}
m
ein und betrachten die darauf definierten Hutfunktionen (i = 1,...,m — 1)
pi(x) = f;%, T < T < Tig
0, sonst.

a)

Die gesuchte Losung v muss die Bedingung (2) fiir alle v erfiillen, also auch fiir die Hutfunktionen ¢;,
i=1,...,m—1. Setzen Sie die Hutfunktionen ¢; fiir v in (2) ein und geben Sie die daraus resultierenden
m — 1 Bedingungen an u in Integralform an. Beriicksichtigen Sie dabei, dass die Hutfunktionen jeweils
nur auf zwei Teilintervallen von 0 verschieden sind.

Nehmen Sie an, dass die Naherungslosung uy, der gesuchten Funktion u sich als Linearkombination der
Hutfunktionen ¢; schreiben lésst, also

m—1
up(z) = Z ujpi(z).
i=1

Wie lauten jetzt die Bedingungen an wy? Berticksichtigen Sie auch hier, dass die Hutfunktionen jeweils
nur auf zwei Teilintervallen von 0 verschieden sind.

Betrachten Sie nun den Spezialfall a(zx) =1, f(z) = y(z) =0 Vz € 0,1].
Wie lauten die Bedingungen an uy, fiir diesen Spezialfall? Geben Sie diese als lineares Gleichungssystem

Almn—1)Um—-1) = fm-1) mit U1y = (U1, Umo1)”

al.

Hinweise:

Die Programmieraufgaben sind in Matlab zu erstellen. Senden Sie alle Files in einer E-mail mit dem Betreff
Loesung-Blatt13 an angewandte.numerik@uni-ulm.de (Abgabetermin jeweils wie beim Theorieteil).
Drucken Sie zusétzlich allen Programmecode sowie die Ergebnisse aus und geben Sie diese vor der Ubung ab.
Der Source Code sollte strukturiert und, wenn nétig, dokumentiert sein.



