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1 SPLINES

In diesem Kapitel wird die Anwednung und Grundziige der Theorie polynomialer und rationaler
Splinefunktionen dargestellt. Zuerst stellt sich jedoch die Frage, warum iiberhaupt die Spline-
Approximation eingefiihrt wurde. Ein kleiner Ausflug in die Geschichte fordert Interessantes zu
Tage.

Bemerkung 1.0.1 Das Wort ,,Spline* bedeutet etwa ,,diinne Holzlatte*. Im Schiffsbau etwa seit
dem 18. Jahrhundert wurden solche Holzlatten um die Spanten gelegt, um so einen Schiffsrumpf
aus Holz zu formen.

/S(X)

Spanten Knotenpunkte ("ducks")

Die Latte biegt sich so, dass die innere Energie (Formarbeit) minimal wird, d.h.
b

S// T .
B(S) = / (1_'_5/((:6))2)5/2@: — Min

a

wobei das zu minimierende Integral die mittlere quadratische Kriimmung ist. Es ist also diejeige
Kurve S gesucht, fiir die E(.S) minimal wird. Bei schlanken Booten ist die Biegung S’ beschrinkt,
minimiere also

b
E(S) := /S”(ac)dx — Min (1.1)

unter den Nebenbdingungen S(x;) = f; firi = 1,...,n, wobei (x;, f;) die gegebenen Daten
sind.

Im Gegensatz zur Polynominterpolation verhindert das ,,Glattheitsmaf** der mininalen Energie das
Oszillieren wie etwa beim Gegenbeispiel von Runge. Euler und Bernoulli haben schon erkannt,
dass die Losung S des Minimierungsproblems folgende Eigenschaften besitzt: (1) S, +,.,) € Ps
(lokal polynomial), (2) S € C?([a,b]) (global glatt). Dies wird uns zur Definition von Splines
fiihren. Prizise formulieren kann man die Approximationseigenschaften von Spline wie folgt:

Satz 1.0.2 (von Jackson) Es gilt die Abschdtzung
VEk € NoJep > 0V(—00 < a < b < 00)Vf € CF([a,b],R)Vn < k

En(f) < (b_nay” <f(k)’2(bn_—ak)>

fiir die Bestapproxomation E,, von f. (Vgl. [Rivlinl], Seite 23, in anderer Form [Schionhagel], Seite
182.) Dabei ist

En(f) := dist(f,Pn) = nf [[f = gllo 0]
geP,
der Fehler der besten Approximation und

w(g, h) := sup [lg(-) = g(- + 6) [0 a,b)
|6|<h

der so genannte Stetigkeitsmodul von g, ein Mafs fiir die Glattheit von g.



Kapitel 1: Splines

Der Satz von Jackson besagt folgendes: Da der Stetigkeitsmodul einer wenig glatten Funktion
grof} ist, wird man fiir solche Funktionen keine ,,gute Niherung erwarten diirfen, da schon die
Schranke fiir die Bestapproximation entsprechend grof3 wird. Ferner sind Interpolationspolynome

e abhiingig von der Wahl der Knoten, wie schon das Beispiel von Runge zeigt,
e bei Anderung eines Koeffizienten eines Polynoms, tritt eine globale Anderung ein, und
e viele Basen sind schlecht konditioniert.

Die einfachste Form einer stetigen Funktion f, die die Bedingung f(z;) = y; fiir gegebene geord-
nete Paare (x;, ;) (i = 0, ..., n) erfiillt, ist sicherlich der Streckenzug, d.h.

Yi — Yi—1 (

e i ,=1,... .
T — 71 Zg 1)+yz 1 (Z 5 an)

f|(a:i_1,a:i) =

Auf jedem Intervall ist f also ein Polynom hochstens ersten Grades (ein Geradenstiick) und ins-
gesamt eine stetige Funktion. Allgemeiner lautet dann die Definition wie folgt:

Definition 1.0.3 (Splineraum S*(7)) Es sei T = {to, - ,tn+1} eine Knotenfolge von n + 2
paarweise verschiedenen Knoten

a:t0<...<tn+1:b.

Ein Spline vom Grad k (k > 0) beziiglich der Knoten T ist eine Funktion s € C*~1[a, b], fiir die
auf jedem Intervall [t;, t; 1], 7 =0,...,n

s‘[ P,

tstrq]

gilt. Den Raum aller Splines vom Grad k zur Knotenfolge T bezeichnen wir mit S¥(T"). Unter
C~Ya, b] ist der Raum der stiickweise stetigen Funktionen zu verstehen, d.h. unstetig nur an den
Knotenz; (j =0,...,n+1).

Wir lernen nun wichtige Spezialfille kennen.

1.1 Kubische Spline-Interpolation

Im Folgenden betrachten wir die Interpolation mit kubischen Splines (also & = 3). Betrachten
Sie folgende Bilder:

\\ /\ \
N4 \,,

Abb. 1.1: Verschiedene Funktionen aus C°, C'' und C?

Welche dieser Funktionen in der Sequenz von Grafiken empfinden Sie als glatt?

Der Knick im linken Graphen ist offensichtlich, auch im mittleren Graphen erkennt man mit etwas
Geduld und Erfahrung eine Unstetigkeit in der Kriimmung der Funktion, welche jedoch in der
rechten Grafik nicht mehr auszumachen ist.

In vielen grafischen Anwendungen geniigen diese Glattheitsanforderungen an die Interpolations-
funktion, ndmlich sie vom Auge als ,,glatt“ zu empfinden.
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Abschnitt 1.1: Kubische Spline-Interpolation

Dies ist einer der Hauptgriinde, weswegen wir uns zuerst auf Funktionen aus S*(7) C C? be-
schrinken.

Untersuchen wir zuerst die Eigenschaften der kubischen Splines, bevor wir zu ihrer Konstruktion
und Berechnung kommen.

Satz 1.1.1 Sei s ein interpolierender kubischer Spline zu der Funktion f an den Knoten
a=ty < - <tpt1 = bundy eine beliebige interpolierende Funktion von f, sodass

s"(t) - (y'(t) = s'(t)) =0 (t€ [a,b]). (1.2)
Dann gilt

" b ! 1/2 /!
I = ([ (@) at) " < (13

a

Beweis. Aus 1} folgt mit y'' =s" + (’y// - s//)

b b
[ @?a = [ @) 2" @0 @) - @) + (@)~ 5 @) de

b b
= / (s”(as))2 + (y//(:c) - s”(ac))2dac > / (s”(x))zdx,

falls f(f s" (y"" — s'")dx verschwindet. Dies liBt sich aber mit l} und partieller Integration unter Beriicksichtigung von s(w)|[7_ 1.2 € P3 (und somit
Ci—1:Tq

S”/(w)l[mifpmi] = ¢; € R) wiefolgt zeigen:

b % "
s"(z) (v (z) — " (z))dz =

n
@ i=1"%i—1

S

IL s//(z)(y”(z) - sll(a:))dz

n

= Y (V@ @ -5 @)
———

=1

:i:mi—l B /;:1_1 8" (@) (v (@) — S’(Z))dz)

=0
n

= X [T W@ - @de = = 3 e - s@) - (u@im1) = s(@io1)] =0
i=1 Ti—1 i=1

i—

Die Aussage des Satzes ist so zu verstehen: Nach Voraussetzung soll ¢/ mit s" mindestens an allen
Punkten nicht-verschwindender Kriimmung von s iibereinstimmen. Unter all’ diesen Funktionen
hat s die kleinste Kriimmung. Die Aussage dieses Satzes bendtigen wir insbesondere zum Beweis
des folgenden wichtigen Resultats iiber die Minimaleigenschaften der kubischen Splines.

Satz 1.1.2 (Minimaleigenschaft der kubischen Splines) Es sei T = {x;} eine Knotenfolge mit
a=1x9< - < xypr1=bunds c S3(T) ein kubischer Spline, der neben den Interpolationsbe-
dingungen s(x;) = f(x;) eine der folgenden Randbedingungen erfiille:

(i) §'(a) = f'(a) und s'(b) = f'(b) (vollstindige Randbedingung)
(i1) §"(a) =$"(b) =0 (natiirliche Randbedingung)
(i1i) s'(a) = §'(b) und s"(a) = s"(b) (periodische Randbedingung)

(falls f periodisch mit Periode b — a ist)

Ein solches s € S3(T) existiert und ist eindeutig bestimmt. Fiir jede interpolierende Funktion
y € C?[a, b], die diesselben Interpolations- und Randbedingungen erfiillt, gilt ferner

b b
52 = / (s"(2))” dr < / (v (2))? da = "3
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Kapitel 1: Splines

Nun noch eine Anmerkung zur Dimension von §*(7") mit 7 = {zq, ..., Zy41}. Fiir das Teilin-
tervall [x;, x;41] der Lidnge h; := x;11 — x; wihlen wir folgenden Ansatz:

ai(z — x;)® + bi(x — z)* + ci(x — x;) + d;.

si(x) == s(x) o] =

Fiir seinen Wert und die Ableitungen s’, s” an den Endpunkten erhalten wir

si(zi) = di = f(zi) (1.4)
si(tiv1) = aihd +bih? 4 cihi +di = f(wiv1) (1.5)
sh(x;) = i (1.6)
sizip1) = 3aih? + 2bih; + ¢ (1.7)
si(z) = 2b; (1.8)
si(xip1) = 6a;h; +2b; (1.9)

Gehen wir nun davon aus, dass auf dem ersten Intervall [z, x| die Koeffizienten ay, bo, co, do
gegeben seien, sodass die Interpolationsbedingungen auf [z, z1] erfiillt sind. Durch die Interpo-
lationsbedingungen und die Stetigkeit von s’ und s” an den Knoten folgt:

si(xy) = dy = f(z1) (1.10)
si(xe) = alh:{’—i—blh%—i—clhl—kdl = f(x2) (1.11)
si(x) = 1 = 3aphd + 2boho + co (1.12)
s(z1) 2b, = 6agho + 2bg (1.13)

Aus den obigen Gleichungen (1.10)) - (1.13) folgt die Eindeutigkeit der a1, b1, ¢1, d;. Per Induktion
folgt dann auch die eindeutige Bestimmung der weiteren ay, by, ¢y, di, d.h. der Raum S3(7") mit
T ={zo,...,xn41} besitzt (n + 2) + 2 = n + 4 Freiheitsgrade. Allgemein 148t sich zeigen:

dim S*(T) =n+k+1.

Beweis von Satz[[.T.2] Die Interpolations- und Randbedingungen sind linear in s, und ihre Anzahl stimmt mit der Dimension von Sy, ('7) iiberein. Somit geniigt es zu zeigen,

dass fiir die Splinefunktion f = O der triviale Spline s = O einzige Losung ist.

Day = O alle Bedingungen erfiillt, folgt mit Satz 6, dass auch ||s”’|| = 0 gilt. Da s”’ stetig, folgt somit auch s’/ = 0, somit s’ = cq und s(z) = cox + c1. Aus den
Interpolationsbedingungen s (x;) = 0 folgt sofort s = 0. O

Bemerkung 1.1.3 Der Satz[1.1.2| gilt unter Verallgemeinerung der Randbedingungen fiir beliebi-
ge Splinerdume S k (k > 3). Siehe z.B. [Himmerlin/Hoffmann], Seite 252.

Berechnung kubischer Splines

Kommen wir nun zur Berechnung kubischer Splines. Zusitzlich zu den Daten y; := f(z;) (i =
0,...,n+1)istes zweckmiBig Variablen y/' := s/ (x;) = s!'_;(z;) einzufiihren und die Variablen
a;, . .., d; durch diese zu ersetzen. Aus den Gleichungen (I.4), (1.5) sowie (I.8)) und (1.9) gewinnt
man das Gleichungssystem

0 0O 0 1 a; si(zi) Yi
hd h? ohp 1 bi | _ | si(wivr) | _ | wina
6h; 2 0 0 d; s (wiq1) Yit1

Die Berechnung der Determinanten der Koeffizientenmatrix liefert

f?3 f?Q 1?- 1 he I h b

det | M1 TN =—det[ 0 2 0 |=-2det( ¢ " )=12n2
0 2 00 o 9 0 6hi 0
6hi 2 0 0 :
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Abschnitt 1.1: Kubische Spline-Interpolation

und damit die Eindeutigkeit der a;, . . ., d; und somit von s, falls s; und s/ firallei = 0,...,n+1
bekannt sein sollten. Das Losen von ([1.14)) liefert nun

1
di = yi bi = 5%, (1.15)
1, ., 1 1 1 " "
a;i = —Yiy1— Yi) ¢i = = (Yir1 — ¥i) — Zhi(yip1 +205)- (1.16)
Ghi hi 6

Es lassen somit sich die kubischen Polynome s;(x) in jedem Teilintervall eindeutig bestimmen,
wenn neben den Stiitzwerten yj, auch die GroBen g bekannt sind. Damit wire neben der Interpo-
lationseigenschaft auch gleich die Stetigkeit der zweiten Ableitung von s(z) gesichert.

Was nun zu zeigen wire, ist, dass aus den y;, y/” auch die Stetigkeit von s(x) folgt. Setzen wir die
Darstellung der a;, b;, ¢; und d; in (1.7) ein, so erhalten wir

S;(:L’Z'_;,_l) = Bh?ai =+ 2hibi + ¢
1 1 1 1
= 3h12(67hi(y£,+1 — 1)) + 2hi<§yz{/ + E(%’-ﬁ-l —yi) — hfi(yz{ﬁrl + 2y;)
1 1 1 1 1
= h¢(§y§’+1 — U Y - 6y§’+1 - gyz’-’) + (Wi = 9)
(A
h; 1
= =2yl + )+ (Wier — wi)
6 h;
bzw.
/ N 1 ] ) hi— 2/ " 1.1
si—1(zi) = e l(yz —Yi-1) + 6 (2y; +yiq) (1.17)
i

Die Stetigkeit von s’(x) an den inneren Knoten liefert mit der letzten Gleichung ([1.17)) wegen der
Darstellung von ¢; aus (1.6) und (I.15)) die Gleichung

1 1
(yi — vi—1) + =hi—1(2y) + 4/ 1)
hi—1 6
- ,L/._,_l, . 1h~// i
= si_1(wi) = si(wi) =i = E(ywl —Yi) — 6 i(Yir1 +29;)
T

Sortieren von y; nach links, y;, nach rechts und anschlieBende Multiplikation mit 6 liefert

6
hi—1

6
hi1yi—1 + 2(hi—1 + ha)yi + hiviy = — (Vi1 — ¥s) — (Yi — yi-1)- (1.18)

h;
Diese Bedingung muss fiir alle inneren Knoten z1, ..., x, erfiillt sein und liefert somit n Glei-
chungen fiir die Unbekannten 7, ...,y ;.
Allerdings reichen die n Gleichungen fiir n + 2 Unbekannte ¥, ...,y nicht aus um diese
eindeutig zu bestimmen. Untersuchen wir nun die unterschiedliche Behandlung der Randbedin-
gungen.

Beriicksichtigung natiirlicher und vollstindiger Randbedingungen
Die vollstindige Randbedingung s'(a) = f/(a), bzw. s'(b) = f'(b) liefert aufgrund von (1.6},
(I.7) und ([1.15) die weitere Gleichung

1 1 !
Sl(a) = 36(500) =Co = Fo(yl — o) — g(yf + Q?J(I)/) = f/(a)-
Somit folgt
6
2hoyy + hoyt = 7—(y1 — o) — 6f'(a), (1.19)

ho
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Kapitel 1: Splines

bzw. aus

') = s,(zne1) = 3anh? — 2buhy, + cp
h 1 1
= f(yﬁﬂ = Y) bt + 7= U1 = Yn) = chn(Yiin + 207)
n
1 1 1 1 1
= hn(iy;:Jrl — Un Y0~ éyzﬂ — qu’{) + Fn(yn+1 — Yn)
L, 1 1 Y
= ha(G¥nsr + g¥n) + 7= Wnar — yn) = f1(B),
n
fiir den rechten Rand
/! i 6 !
Ry 4 2Ry 1 = —h—(yn+1 —Yn) +6£°(b) (1.20)
n

Fiir die natiirlichen Randbedingung y( = y/,,; = 0 ergeben sich folgende Gleichungen

¥y = 0 (1.21)
Y = 0 (1.22)

Natiirliche und vollstindige Randbedingungen kénnen auch gemischt auftreten, d.h. an der Stelle
xg ist neben f(zg) auch die Ableitung f’(x) vorgegeben und an der Stelle x;, 11 gilt y,, 11 = 0.
Im Falle n = 5 erhalten wir daraus folgendes lineares Gleichungssystem:

* * * * * * Yo
ho 2(h0 + hl) h1
hi 2(h1 + hg) ho
ha 2(h2 + hg) hs
hs 2(h3 +hya) hy '

* * * * * * yg

*
%(w —y1) — %(yl )

_ @(y?) —y2) — @(92 — 1) (1.23)

@(ZM —y3) — %(3/3 —y2)
;74(3/5 — Y1) — g(y4 —y3)

*

Die in diesem Schema mittels x gekennzeichnete erste und letzte Zeile ist dabei durch die Wahl

der Randbedingungen ({1.19)), (1.8) bzw. (I.21)), (I.22)) gegeben.

Fiir vollstindige Randbedingungen sind in (|1.23)) erste und letzte Zeile durch die Gleichungen

(1.19)) und (1.21)) zu ersetzen, sodass wir erhalten:

2hy  ho Yo (1 — o) — 6f(a)
* * * * *
* * * * *
hn  2hy, Yn 1 _%(yn—l-l —yn) +6f'(b)

Hierbei sind die mit * gekennzeichneten Zeilen 1 bis n dem System ([1.23)) zu entnehmen.
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Abschnitt 1.1: Kubische Spline-Interpolation

Analog erhalten wir fiir die Randbedingungen y5 = f"(a), y;, .1 = f"(b)

| W /"(a)
*x  *k * * *
* * K * *
1)\ £1(0)

Da im letzten Gleichungssystem y und ¥, ; explizit bekannt sind, konnen wir es wie folgt redu-
zieren:

/!

2(h0 + hl) h1 Y1 * - hoy()'
h1 2(h1 + hg) ho . B *
"~ . N *

Pn—1 2(hp—1 + hy) ! * = by

Bemerkung 1.1.4 Man beachte, dass y; = co und y;,,, = c1 mit cg,c; € R nicht die Matrix,
sondern nur die rechte Seite modifiziert, damit also auch eine Verallgemeinerung der natiirlichen
Randbedingungen moglich ist.

Beriicksictigung periodischer Randbedingungen

Die Stiitzstellen 9 < --- < z,41 seien nun so festgelegt, dass 11 = zg + 1, wobei T' die
Periode der gesuchten Funktion darstelle.

Die periodischen Randbedingungen sind f(x¢) = f(zn+1), f/(x0) = f/(xns1) sowie f(zg) =
f"(@p41). Mit den GroBen yo = Yn+1, Y1, - - -, Yn und den Unbekannten yg = v, 1,47, ..,yn
ist die Stetigkeit an den n + 1 Stiitzstellen zo, . . . , z,, zu erfiillen (beachte, dass die Stetigkeit bei
xq der bei x,,+1 aufgrund der Periodizitit entspricht).

Fiir die inneren Knoten z1, ..., z, sind die Gleichungen gegeben durch ([1.18). Aber auch zum
Knoten xg sind die Gleichungen durch ((1.18)) gegeben, wenn man bei der Formulierung

ho1 = 2z0—2_1=2Tpt1 —xn=hy
! /i
Y—1 = Yp undy_1 =y,

beachtet, da zu jedem Knoten z; nur die Informationen y; 1, %, yi+1 und y;_;, ;' v/, bendtigt
werden, d.h. die Daten vom linken, rechten Nachbarn sowie vom Knoten selbst

T
-~
hi h2
—t
-1 0 n n+l

Das System lautet dann allgemein fiirn = N, zy1 =29+ 1
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Y
2(hny + ho)  ho hn y%
ho 2(ho + h1) M yg
ha 2(h1 + h2) h2 .
hn_o 2(hny_2+hy_1)  hn_1 ”:
hn hy_1 2(hn—1+ hnN) le/—l
YN
6 6
]TO(yl - y()) @(yo — yN)
e (y2 — 1) — 1 (y1 — %o)
o (Y3 — y2) = w-(y2 — y1)
mVI(yN YnN—1) — mvg(yN 1—YN-2)

- (W0 = yN) = o (yn — yn-1)

Eine Matlab-Realisierung zur Berechnung der Koeffizienten a;,b;,c;,d; fiir alle Intervalls
[, zi+1] (@ = 0,...,n) ist im Folgenden wieder gegeben.

MATLAB-Funktion: CoeffSpline.m

function coeff = CoeffSpline(t,vy,kind, param)
% param(l,1)=f’" (a) bzw. f’’ (a) (abhdngig von der Wahl von kind)
% param(2,1)=£f’ (b) bzw. f’’ (b)
n=length (t);
dy = y(2:end)-y(l:end-1);
%% Berechnung des "Kerns" von A und b
hl = t(2:n)-t(1l:n-1);
h2 = t(3:end)-t(l:end-2);
A = sparse(n,n);
B = [hl,[2%h2;0], [hl1(2:end);0]];
A(2:n-1, :)=spdiags (B, [0,1,2],n-2,n);
b = zeros(n,1);
b(2:n-1)=6%((y(3:n)-y(2:n-1))./hl1(2:n-1)-
(y(2:n-1)-y(1:n-2))./hl(1:n-2));
%% Erweiterung von A und b fiir unterschiedliche Randbedingungen
switch kind
case ’'nat’
A(1,1)=1; A(n,n)=1
b(l)=param(l); b(end) =param(2) ;
case 'per’
if y (1) "=y (end)
error (' This data is not applicable for periodic splines’)

end
A(l,[1,2,n-11)=[2 1(1l)+hl(end)),hl(1),hl(end)];
A(n,[ ,nl)=[1, l]

b(1)=6*((y(2)-y(1))/hl(1)-(y(1l)-y(end-1))/hl(end));
case ’compl’

A(1,[1,2])=[2*xh1(1),h1(1)];

A(n [n 1,n])=[hl(end),2xhl (end) ];

b (1l ) *(y(2)-y (1) -param (1)) ;

b (n) 76*( (end) -y (end-1) +param(2)) ;
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otherwise
error (' This kind does not exist!’)

end

%% Berechnung der y’’

y2d=A\b;

%% Berechnung der Koeffizienten a,b,c,d

coeff=[y(l:end-1),...
(y(2:end)-y(l:end-1))./hl(l:end)-hl(l:end).* (y2d(2:end)+2%

y2d(l:end-1))/6, ...

y2d(l:end-1) /2, (y2d(2:end) -y2d(l:end-1)) ./ (6xhl(l:end))]’;

1.2 Punktauswertung kubischer Splines

Nachdem wir nun im vorletzten Kapitel analysiert haben, wie sich aus den Daten a = z¢ < 1 <
-+ < Zpt1 = bund yo, ..., yn+1 ein kubischer Spline bestimmen 14f3t, stellt sich nun die Frage,
wie wir diesen auswerten konnen. Im Gegensatz zu einem Polynom sind die Splines nur jeweils
stiickweise definiert, d.h. wollen wir an einer Stelle z € [a, b] den Spline s(z) auswerten, miissen
wir erst k mit x € [xy, Xg41] bestimmen.

Bei der trivialen Realisierung, bei der man nacheinander j = 0,1, ..., n durchgeht und testet
ob z in [z, xj41] liegt, bendtigt man bei einer dquidistanten Unterteilung |41 — x| =: h
(j =0,...,n) inn+1 Teilintervalle durchschnittlich n/2 Abfragen. Da 2 mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit 1/(n + 1) in einem der Intervalle [z}, z;41] (j = 0,...,n) liegt, wird bei einem
x, welches im letzten ((n + 1)—ten) Intervall [z, ,,41] oder vorletzten Intervall [x,,_1, x,] vor-
her n-mal ein Test auf ,,x liegt im Intervall“ durchgefiihrt. Fiir ein =, welches im j-ten Intervall
[xj_1,x;] liegt, wird eine solche Uberpriifung j-mal durchgefiihrt, d.h. durchschnittlich werden

1 2 n—1 n n _ (n+l)n n_ .. n L
At T tama tt e e T 2(nH)—Fn—ﬂ~§+1Testsben0t1gt.

Wie man schnell sieht, ist man mit einer bindren Suche deutlich schneller. Vereinfachen wir die
Voraussetzungen insofern, dass wir von n = 2° Intervallen ausgehen und unser x liege mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit in einem der Teilintervalle. Mit einem Test ob z in den ersten 257!
oder den letzten 2°~! Intervallen liegt, reduzieren wir die ProblemgroBe auf die Hilfte und erhal-
ten nach s Tests das gesuchte Intervall.

Gilt nun 2571 < n < 2%, so wihle man 2° — n virtuelle Intervalle [b, b] und nach s Bisektionen
hat man das gesuchte Intervall gefunden. Die Anzahl der Tests ist fiir 2°~! < n < 2° gerade
s = [logyn]. Fir n = 100(10000) benétigt man durchschnittlich bei der sequentiellen Suche
dem 501(5001) Tests und bei der bindren Suche nur 7(14) Tests.

Nachfolgend fiihren wir die entsprechenden Matlab-Zeilen zur Auswertung mittels sequentiel-
ler und binédrer Suche an. In beiden Fillen wird das Vorgehen durch die entsprechende Matlab-
Ausgabe verdeutlicht:

MATLAB-Funktion: sequentiellesuche.m

function k = sequentielle_suche (x,x0)
$ x 1 < x 2 < x 3 < < x.n
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% Finde kleinstes k, sodass x0 in [x_k,x_(k+1)]
% und setze k = 0, wenn es kein solches k gibt
for k = l:length(x)-1

if x(k) <= x0 && x0 <= x(k+1)

return
end
end
k = 0;
MATLAB-Funktion: binaeresuche.m
function k_unten = binaeresuche (x, x0)
$ x 1 < x 2 < x_ 3K < xX_n
% Finde kleinstes k so dass x0 in [x_k,x_(k+1)]
% und setze k = 0, wenn es kein solches k gibt
if x0 < x(1) || x(end) < x0
k_unten = 0;
return
end
k_unten = 1;
k_oben = length(x);
while k_oben - k_unten > 1
k_mitte = floor ((k_unten + k_oben)/2); $rundet -> —-inf

if x(k_unten)<= x0 && x0 <= x(k_mitte)
k_oben = k_mitte;

else
k_unten = k_mitte;
end
end
MATLAB-Beispiel:
Als Ausgabe erhalten wir: >> N=10"6,x=[1:N];x0=N+rand (100,1);

>> tic, for k=1:100,
sequentiellesuche (x,x0(k)); end, toc
N =
1000000
Elapsed time is 1.844000 seconds.
>> N=10"6,x=[1:N];x0=N+xrand(100,1);
>> tic, for k=1:100,
binaeresuche (x,x0(k)); end, toc
N =
1000000
Elapsed time is 0.016000 seconds.
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Suche mit korrelierten Daten

Hiaufig kommt man bei der Auswertung des Splines noch zu einer speziellen Situation, ndmlich
die Auswertung von s an einer aufsteigenden Folge (¢; < t;;1) von Punkten t; € [a,b]
(j=1,...,m).Giltt; € [vg;, 7k, 41] (k; € {0,...,n}), so ist klar, dass man ¢;1 nur noch in
der Teilmenge [, , b] suchen muss. Wire nur noch ein Intervall zu suchen, béte die Bisektionsme-
thode einen effizienten Suchalgorithmus, wenn aber noch mehrere Intervalle fiir ¢, 1, ... %, zu
lokalisieren sind, wird das néchste k;11 in der Nihe des zuletzt bestimmten k; liegen. Dies muss
aber keineswegs dasselbe oder auch das nichste Intervall sein. Die Idee des folgenden ,,Jagd*-
Algorithmus ist es, das nichste k1 durch groBer werdende Schritte einzuschachteln.

Gilttj41 ¢ [T, Tk, +1] so teste man nacheinander

tiv1 € [@r;q1,Th42] ?
tivi € [@kjq2,Tr4a] ?
tj-i—l € [mkj+47 mkj+8] ?

Hat man hierdurch ein Intervall identifiziert, wendet man beziiglich diesem Intervall die Bisekti-
onsmethode an. Im ,,Worstcase™ bendtigt man zweimal ldnger als mit der Bisektionssuche, aber
im besten Fall ist man um den Faktor log, n schneller.

Nachfolgend der oben erwéhnte ,,Jagd-Algorithmus“in MATLAB-Implementierung:

MATLAB-Funktion: lokalisierejagd.m

function ks = lokalisierejagd (xs,x0)

$ xs(l) < xs(2) < xs(3) < ... < xs(n)

% Finde fiir alle x0’s die kleinsten k’s, sodass x0 in [xs(k),xs(k
+1) ]

ks = zeros (length(x0),1);

n = length(xs);

k = 1;

for j = 1l:length (x0)
inc = 1;

k_next = k + 1;

while k_next <= n && x0(j) > xs(k_next) % hunting
k = k_next;
k_next = k_next + inc;
inc = 2 * inc;

end

k_next = min (k_next,n);

if k_next > k+1 % bisection
k = k + binaeresuche(xs(k:k_next),x0(3)) - 1;

end

ks (J) = k;

end
end
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MATLAB-Beispiel:

Besteht der Spline aus n Intervallen >> m = 20001; n = 80001;

und gesucht ist die Auswertung >> nodes = linspace(0,1,n);

an m < n Stiitzstellen so benoti- ~> ¥0 = linspace(0,1,m);

gen lokalisierejagd und >> tic, s = lokalisierejagd(nodes,x0);toc

. ) ) Elapsed time is 0.448687 seconds.
binaeresuche etwa gleich viel _ .
A >> t=zeros(m,1);
Zeit. >> tic,for j = 1l:m,t(j) = binaeresuche
nodes, x0(j)); end,toc
Elapsed time is 0.349985 seconds.

Ist jedoch die Anzahl der Aus- >> m = 80001; n = 20001;
wertung deutlich groBer als die >> nodes = linspace(0,1,n);

Anzahl der Intervalle, auf dem >> %0 = linspace(0,1,m);
der Spline stiickweise definiert ist, Elap;ed time 1s OTO?3416, seconds.
. o ] >> tic, s = lokalisierejagd(nodes,x0);toc
so ist lokalisierejagd deut- _
) . >> t=zeros(m,1);
lich schnelleralsbinaeresuche. .. i for § = 1:m,t(j) = binaeresuche (
nodes, x0(j)); end,toc

Elapsed time is 1.382369 seconds.

1.3 Parametrisierte Kurven und Flachen

Implizite und parametrisierte Darstellung

Die beiden hiufigsten Methoden um Kurven oder Flichen mathematisch zu beschreiben sind die
implizite Darstellung und die parametrisierte Form.

Die implizite Darstellung einer Kurve in der zy-Ebene hat die Form f(x,y) = 0. Zu einer gegeben
Kurve ist diese Datsellung eindeutig bis auf eine multiplikative Konstante. Ein Beispiel ist der
Einheitskreis, definiert durch die Gleichung f(x,y) = 2% + 4% — 1 = 0.

In der Parameterdarstellunmg wird jede Koordinate eines punkts auf der Kurve seperat durch eine
explizite Funktion eines unabhingigen Parameters dargestellt,

C(t) = (x(t),y(t)) a<t<b.

Somit ist C(t) eine vektorwertige Funktion des Parameteres ¢. Obwohl das Intervall [a, b] beliebig
sein kann, wird es tiblicherweise auf [0, 1] normiert. Der erste Quadrant des Einheitskreises ist
definiert durch die Paremeterdarstellung

z(t) = cos(t), y(t) =sin(t) a <t <mw/2.
Substituiert man v = tan(t/2) so erhillt man die alternative Darstellung

1—u? 2u

:m,y(u) 0<u<l.

z(u) 1w 'S

Die parametrische Darstellung ist folglich nicht eindeutig.
Beide Darstellungsformen haben Vor- und Nachteile, von denen einige hier genannt seien.

e Fiigt man eine z-Koordinate hinzu, so lédsst sich die gegebene Parameterdarstellung einer
Kurve einfach in 3-dimensionalen Raum einbetten. Durch die implizite Form lassen sich
nur Kurven in der xy (oder ¢z oder yz) Ebene darstellen.
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e Parametrisierte Kurven haben eine natiirliche Richtung (von C(a) zu C(b) fir a < t <
b. Somit lassen sich einfach geordnete Folgen von Punkten erzeugen. Implizit gegebene
Kurven haben diese Eigenschaft nicht.

o In der Parameterdarstellung muss man manchmal mit ,,Anomalien kiimpfen ¢, die nicht im
Zusammenhang stehen mit der wirklichen Geometrie. Ein Beispiel ist die Einheitskugel.
Verwendet man Kugelkoordianten, so sind die Pole algorithmisch schwierige Punkte, ob-
wohl sie sich von den anderen Punkten nicht unterscheiden.

e Die Komplexitit vieler geometrischer Operationen und Manipulationen héingt stark von der
Darstellung ab. Die Berechnung eines Punktes auf einer Kurve ist schwierig in der implizi-
ten Darstellung. Die Entscheidung, ob ein Punkt auf einer Kurve oder Fldche liegt ist jedoch
in impliziten Darstellung einfacher.

e Unbeschrinkte Geometrien lassen sich nur schwer mit einer Parameterdarstellung beschrei-
ben.

Lisst man beliebige Koordinatenfunktionen x(t), y(t), z(t) zur Beschreibung von Kurven zu, so
erhillt man eine riesige Auswahl an moglichen Kurven. Mdchte man dies aber mit Hilfe eines
Rechners umsetzen, so gibt es einige Restriktionen zu beriicksichtigen. Am besten wire es, man
beschrinkt sich auf eine Klasse von Funktionen, die

e die gewiinschten Kurven prizise genug darstellt, wie sie fiir Berechnungen oder Darstellun-
gen bendtigt werden,

e cinfach, effizient und stabil sind,
e wenig Speicherplatz bendtigen,
e mathematisch einfach gut verstanden sind (d.h. keine Heuristiken).

Eine naheliegende Wahl von Funktionen wiren die Polynome. Obwohl sie die letzten beiden Punk-
te in der Wunschliste erfiillen, gibt es mehere Beispiele wichtiger Kurven und Flidchen, die sich
nicht durch Polynome darstellen lassen, z.B. Kreise und Kugeln.

Die Darstellung einer Kurve in monomialer Basis n-ten Grades ist gegeben durch

C(t) = (x(t),y(t),2(t) = > a;jt/ 0<t<1
j=0

mit a; = (x;,y;, 2j). Zu einem gegebenem ¢ ldsst sich der Punkt C(to) moglichst effizient mit
dem Horner-Schema berechnen:

e fiir den Grad = 1: C(tg) = ag + toa;

o Grad = 2: C(tg) = ag + to(a; + tpas)

° Grad = 3: C(ty) = ag + to(a1 + to(az + toas))

o

° Grad = n: C(tg) = ag + to(. .. to(an—2 + .. . to(an—1 + toan)))

In Matlab sieht der Algorithmus wie folgt aus.

MATLAB-Funktion: horner.m
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function £ = horner(a,tO)
% Compute point on a power basis curve
f = a(:,end);
for k = size(a,2)-1:-1:1
f = f.xt0+a(:,k);
end

1.4 Bernstein-Polynome und Bézier-Kurven

Die monomiale Basis ist nicht die einzige, um Polynome darzustellen. In Rahmen der Interpolati-
on wurden auch schon die Lagrange- und Newton-Basis diskutiert. Wir definieren nun zuerst eine
weitere Basis, ndmlich die Bernstein-Polynome. Obwohl die parametrisierten Funktionen, darge-
stellt in monomialer Basis oder mit Bernstein-Polynomen, mathematisch dquivalent sind, so ist
die Darstellung mit Hilfe der Bernstein-Polynome fiir die Darstellung von Kurven und Flichen
deutlich geeigneter. An entsprechender Stelle kommen wir auf diesen Punkt zuriick.

Definition 1.4.1 (Bernstein-Polynom) Das i-te Bernstein-Polynom vom Grad n beziiglich des
Intervalls [0, 1] ist das Polynom B}' € IP,, mit

n! - -
n _ i1 _ g\n—i .
B = gt (=0

I
\.O
3

(1.24)

1

09l ]
08| B* B* i
07f ]
06l ]
05| B
04l 1
03l ]
02f 1

0.1r q

0 L L I L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 1.2: Bernstein-Polynome By, . .., B} auf dem Intervall [0, 1].

Satz 1.4.2 (Eigenschaften der Bernstein-Polynome) Die Bernstein-Polynome haben folgende
Eigenschaften:

(i) Bl(t) > 0 fiir alle i,n und 0 < t < 1 (Positivitit).
(ii) > o BMt) =1 fiiralle 0 < t < 1 (Zerlegung der Eins).
(iii) B2(0) = BI(1) = 1.
(iv) B}'(t) hat genau ein Maximum im Intervall [0, 1], und zwar bei t = i/n.
(v) B(t) = B)_,(1 1) fiiri =0,...,n (Symmetrie).
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0=DB", B?,
hY
Bl B}
S pY
0=DB% B?
hY a p
B} B}
/ pY /
1=DB) B?
hY /
Bj Bj
/
0= B B3

Tab. 1.1: Berechnung von Bj.

(vi) BMt) = (1—t) B "(t)+tB]" ' (t) (Rekursionsformel); wir definieren BP(t) = 0 fori < 0
oder i > n.
(vii)
d n n— n—
GBI =n (B0 - B)

mit B"7(t) = Br~1(t) = 0.

Die Gleichung (T:24) liefert B(t) = 1. Aus der Eigenschaft Satz|l1.4.2lvi gewinnen wir die
linearen und quadratischen Bernstein-Polynome

Bi(t) = (1—t)BY(t)+tB%(t)=1—t

Bi(t) (1—-t)BY(t) +tB(t) =t

B2(t) (1—-t)BL(t) +tBL(t) = (1 —t)? (1.25)
Bit) = (1—t)Bi(t) +tBi(t) =2t(1—1)

B3(t) = (1—1t)Bi(t)+tBi(t) =t

Die Eigenschaft Satz [I.4.2]vi liefert einen einfachen Algorihmus, um Werte der Bernstein-
Polynome zu einem gegebenen ¢ zu bestimmen. In Tabelle 1.1|ist dargestellt, welche B} benétigt
werden, um B zu berechnen. Beriicksichtigt man die Nulleintriige (B, = B%; = BY = 0),
d.h. man vernachldssigt die Terme von denen man weiss das sie verschwinden, so lassen sich alle
kubischen Bernstein-Polynome, wie in der folgenden Tabelle[I.2] dargestellt, effizient bestimmen.

Die Funktion Al1Bernstein.m kombiniert das in Tabelle [I.2] dargestellte Vorgehen mit Glei-
chung (1.24) um die Bernstein-Polynome n-ten Grades an einer gegeben Stelle ¢ zu bestimmen.

MATLAB-Funktion: AllBernstein.m

function B = AllBernstein (n, x)
% Compute all n-th Bernstein polynomials
B = zeros(n+l1l,1);
B(l) = 1;
for j=1:n

saved = 0;
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1=DB)

B B}
S
Bj
/ p
By By
N\ S
BY
/ N\
By Bj
/ /
B
X N\
BJ B3

Tab. 1.2: Berechnung aller kubischen Bernstein-Polynome.

for k=1:j
temp = B(k);
B(k) = saved + (l-x)
saved = x x temp;
end
B(j+1l) = saved;
end

* temp;

Die folgenden Zeilen stellen die
Bernstein-Polynome B, ..., B§
graphisch dar.

MATLAB-Beispiel:

>>
>>
>>
>>

>>

n = 8§8; no = 100;

t = linspace(0,1,no0);
B = zeros(n+l,no);
for k=1:no,B(:,k)=AllBernstein(n,t (k));

end
hold on, for k=1l:n+l1, plot(t,B(k,:)),
end

Nun zu Kurven im Raum, die man bequem mittels der Bernstein-Polynome definieren und effizient

auswerten kann.

Definition 1.4.3 (Bézierkurve) Gegeben seien n + 1 Kontrollpunkte P; < R? (d € N). Eine
Bézierkurve n-ten Grades zu gegebenen n + 1 Punkten P; € RY G =0,...,n, d € N) ist fiir

t € [0, 1] definiert als

C(t)=> BI(t)P;. (1.26)
=0

Bemerkung 1.4.4 Da die Bernstein-Polynome eine Zerlegung der Eins bilden, ist die Summe
ausgewertet fiir ein festes t nichts anderes als die Linearkombination der gegebenen Punkte P ;.
Diese Punkte heiBen Kontrollpunkte zur Splinekurve s.
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0.9 a

0.7 B

0.6 b

0.4+ B

0.3 B

0.1 N

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 1.3: Ergebnis der Matlab-Zeilen.
Bemerkung 1.4.5 Ist d = 2, so heiB3t die geradlinige Verbindung der Punkte Py, ..., P, das
Kontrollpolygon.
Fiirn = 2 und C(t) = -7 B(t)P; gilt
Ct) = (1-1)*Po+2t(1—t)Py+t°Py
= (1 — t) ((1 — t)P() —l—tP1> —i—t((l — t)Pl —i—tPg) .

linear linear

Somit kann C(¢) als Linearkombination von zwei Bézierkurven 1-ten Grades bestimmt werden.
Betrachten wir dies nun allgemeiner. Bezeichnen wir eine beliege Bézierkurve n-ten Grades mit

P,

Abb. 1.4: Berechnung eines Punktes durch wiederholte lineare Interpolation fiir ¢t = 2/5.
C,.(P,-..,P,),dann liefert uns die Rekursion vi die Darstellung

Cn(t - Py, .. ,Pn) = (1 — t)Cnfl(t Py, ... ,Pnfl) +tCn,1(t Y = PO ,Pn) .
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Dies liefert ein rekursives Verfahren zur Bestimmung von C(ty) = Py, o(o) auf einer Bézierkurve
n-ten Grades, namlich

. k
Py j(to) = (1 — to)Pr—1,5(t0) + toPr—1,5+1(to) fur{ ;

Die Gleichung wird als de Casteljau- Algorithmus bezeichnet.

MATLAB-Funktion: deCasteljaul.m

function C = deCasteljaul (P, t)
% Compute point on a bezier curve using Casteljau
for k=1l:size(P,2)-1

for i=l:size(P,2)-k

P(:,1) = (1-t)*P(:,1) + t*P(:,1+1);

MATLAB-Beispiel:

Die folgenden Zeilen liefern >> P=[0, 1, 2, 3;

das Kontrollpolygon und die >> 0 .—1, 4, 31;
Bézierkurve zu den Punkten >~ © = linspace(0,1,100);
PO — (0 0) PO _ (1 _1) >> for k=l:length(t)

>> C(:,k)= deCasteljaul (P,t(k));

>> end

>> plot(C(1,:),C(2,:), k=",
P(1,:),P(2,:),"r*x:");

Py = (3,4) und P5 = (3,3).

1+ * 4

I I I I I I I
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35

Abb. 1.5: Kontrollpolygon und Bézierkurve, Ergebnis des Matlab-Beispiels.
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Kommen wir nochmals auf den Vergleich der Darstellungen zuriick, d.h. die Koordinatenfunktio-
nen x(t), y(t) und z(t) sind Polynome in monomialer Basis oder in der Bernstein-Basis. Betrach-
ten wir diesbeziiglich einige Beispiele.

Beispiel 1.4.6 Es sei n = 1. Aus (1.25) erhalten wir Bi(¢) = 1 — ¢t und B}(t) = t. Die Darstel-
lung (I.26) nimmt dann die Form C(t) = (1 — t)P + tP; an. Dies ist eine gerade Linie von Py
nach P;.

Beispiel 1.4.7 Es sei n = 2. Aus und erhalten wir C(t) = (1 — t)?Pg + 2¢(1 —
)Py + t?P,. Dies ist eine parabolische Kurve von Py nach P (siche Abb. rechts). Man
beachte, dass der Polygonzug mit den Punkten Py, P, P, sprich das Kontrollpolygon, die Form
der Kurve niherungsweise gut approximiert. Fiir die Endpunkte gilt Py = C(0) und P2 = C(1).
Die tangentialen Richtungen an den Endpunkten sind parallel zu P; — P und P, —P;. Die Kurve
liegt im Dreieck mit den Ecken Py, Py, Ps.

P, = C(0)

Abb. 1.6: Eine lineare (links) und quadratische (rechts) Bézierkurve.

Beispiel 1.4.8 Essein = 3. Wirerhalten C(t) = (1—1)3Po+3t(1—1)?P1+3t2(1—t) Py +t3P3.
Beispiele kubischer Bézierkurven sind in Abb. dargestellt. Man beachte, dass das Kontrollpo-
lygon nidherungsweise die Kurve beschreibt. Fiir die Endpunkte gilt Py = C(0) und P35 = C(1).
Die tangentialen Richtungen an den Endpunkten sind parallel zu P; — Py und P3 — P». Die
Kurve liegt in der konvexen Hiille der Punkte Py, P, Po, P3. Keine Gerade schneidet die Kurve
hiufiger als sie das Kontrollpolygon schneidet. Die Kurve kriimmt sich bei ¢ = 0 in die gleiche
Richtung wie Pg, Py, Py bzw. bei t = 1 wie Py, Py, Ps.

Die Kurve C(t) ist eine vektorwertige funktion in einer Variablen. Eine Fliche ist eine vektorwer-
tige Funktion in zwei Parametern s und ¢ und stellt die Abbildung eines Gebiets R von der st-
Ebene in den 3-dimensionalen Raum dar, nimlich S(s,t) = (z(s,t),y(s,t), 2(s,t))), (s,t) € R.
Es gibt mehrere Moglichkeiten die Koordinatenfunktionen zu definieren. Der sicherlich einfachste
und hiufig verwendete Ansatz, ist der des Tensorprodukts, d.h.

m n
S(s,t) = (x(s,1),y(s,1), 2(s,1)) = D D fils)g;(t)by
i=0 j=0
mit
bij = (@5, yij, 2ij) 0<s,t<1.
Man beachte, dass die Definitionsmenge dieser Abbildung das Quadrat [0, 1]2 ist. Verwendet man
als Basisfunktionen wieder die Bernstein-Polynome so erhilt man

S(s,t) =Y Y BI'(s)B}(t)Py; 0<st<1. (1.28)
i=0 j=0
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. P

PO - P3
Abb. 1.7: Kubische Bézierkurve und zugehorige Kontrollpolygone.

Fiir ein festes sq gilt

(U

~
Il
o

Cs(t) =S(s0,1) = Bi"(s0) B (1)Pi;

[e=]

j=
Bi(t) (Z BZ”(SOWU)
=0

= B;l(t)Qj(So) (1.29)

n

Il
(]

7=0

3 |l

.
Il
=)

wobei Q;(so) = >~y B"(s0)Pij, j = 0,...,n eine Bézierkurve ist, die auf der Fliche liegt.
Mittels (I:29) kann man also (I.28) zu gegebenen (sg,%p) durch mehrmaliges anwenden des
eindimensionalen deCasteljau-Algorithmus bestimmen. Dieses Vorgehen ist in der Routine
deCastel jau?2 .m realisiert.

MATLAB-Funktion: deCasteljau2.m

function S = deCasteljau2(P,s,t)
% Compute a point on a Bezier surface
n = size(P,2); m = size(P,3);
if n <=m
for j = 1:m

Q(:,3) = deCasteljaul (squeeze(P(:,:,3)),s);
end
S=deCasteljaul (Q,t);
else
for i = 1:n
Q(:,1)=deCasteljaul (squeeze (P (:,1i,:)),t);
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to)

(807

Abb. 1.8: Eine Tensorproduktfliche und isoparametrische Kurven.
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end
S=deCasteljaul (Q, s) ;
end

In Abb. [I.9ist das Kontrollnetz und die Bézierfliche beispielhaft dargestellt.

Abb. 1.9: Beispiel eines Kontrollnetz und Bézierfliche in R?.

1.5 B-Splines

In Kapitel |1.1{haben wir uns mit den kubischen Splines beschiftigt und diese mit einem direkten
Ansatz der Form

si(x) = ag(x — )3 + bi(x — 23) + ¢i(x — ) + ds,

hergeleitet. Bis auf eine Verschiebung um z; ist dies ein monomialer Ansatz. Im Folgenden wollen
Wir uns mit einem allgemeinere Ansatz beschiftigen, der durch die Anwendung in der Com-
putergrafik motiviert ist. Wir werden eine weitere Basis einfiihren, deren Basisfunktionen einen
Triager minimaler Linge haben (Monome haben ganz R als Trédger) und deren Elemente sich ef-
fektiv und numerisch stabil berechnen lassen. Wir erinnern daran, dass mit dem Triger einer
Funktion f : R — R die Menge supp(f) := {x € R, f(x) # 0} bezeichnet wird, wobei der
Strich den Abschlufl der Menge bezeichnet. Splines, die in dieser Basis dargestellt werden, nemmt
man B-Splines.

Rekursive Definition der B-Splines-Basisfunktionen

Definition 1.5.1 (B-Splines-Basisfunktionen) Sei 7 = {t,,,} eine nichtfallende Knotenfolge
reeller Zahlen, d.h. t; < t;11 (i = 0,...,m — 1). Die t; werden als Knoten und T als Knoten-
vektor bezeichnet. Die i-te B-Spline Basisfunktion vom Grade p (Ordnung p + 1) ist definiert fiir
p = 0 als stiickweise konstante Funktion der Form

(1.30)

1 fallst; <t <t;
004y .— J J = J+l1
Nj(t) - { 0 , sonst

' Allgemeiner bzgl. des Polynomgrads auf jedem Teilintervall, als auch der Glattheitsanforderung an den Knoten
zwischen den Teilintervallen, bzw. an den beiden Endpunkten.
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und fiir p > 0 durch

t—t; bigpel — T e
NP(t) = —— NP7 (1) + — 2 NP(1). (1.31)
terp —t tz+p+1 - t2+1

Bemerkung 1.5.2 (i) N? ist eine Treppenfunktion, die auf dem halboffenen Intervall [t tis1)
Eins ist und sonst verschwindet.

(ii) Man beachte die rechtsseitige Stetigkeit in der Definition der N jQ, d.h. lim, .+ ) N]Q (t) =
it
N J(']+1(tj+1)-
(iii) Fiirp > 0 ist N (t) eine Linearkombination von zwei Basisfunktionen vom Grade (p — 1).

(iv) Die Berechnung einer Menge von Basisfunktionen erfofert einen Knotenvektor T und einen
Grad p.

(v) In (I.31)) kann der Nenner im Bruch Null werden; dieser Quotient sei per Definition Null.

(vi) Die NP (t) sind stiickweise polynomiale Funktionen auf der reellen Achse. Normalerweise
ist nur das Intervall [ty, t,,] von Interesse.

(vii) Das i-te Knotenintervall [t;,t;11) kann die Linge Null haben, da aufeinanderfolgende Kno-
ten nicht verschieden sein miissen.

(viii) Die Berechnung der Basisfunktionen kann in dem bekannten Dreiecksschema erfolgen.
(ix) Die N JQ liefern auf dem Intervall [t, t,,) eine Zerlegung der Eins und sind positiv.

Die rekursive Definition der B-Splines (I.31) liefert einen einfachen Algorihmus, um Werte der
B-Splines zu einem gegebenen ¢ € [t;, ;1 zu bestimmen.

Beispiel 1.5.3 Es sei 7 = {t9 = 0,t; = 0,ty = 0,t3 = 1,t4 = 1,t5 = 1} und p = 2. Fir
B-Spline-Basisfunktionen vom Grade 0, 1 und 2 lauten dann

N) = N)=0 —oco<t<oo
N0 1 0<t<1
2 0 sonst
Ny = N{=0 —oco<t<oo
t—=0 o 0—t
t—0 1—t 1—t 0<t<l1
1 _ 0 0 _ >
o= O—ON1 + 1 —ON2 0 sonst
t—0 1—t t <
Np o= ppMet T = " o
_ — 0 sonst
t—1 1—t
t—0 1—t (1—1)2 0<t<1
2 _ 1 . >
Ny = 0—0 0+1—0N1 0 sonst
t—0 1—t 2t(1 —t <
Ny = 1-0 ! 1 &Q - | ) " o
— 0 sonst
) t—0 4 1—t 4 t2 0<t<l1
Ny o= g0ty s =
— - 0 sonst
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Man beachte, dass N? auf das Intervall [0, 1) restringiert gerade die quadratischen Bernstein-
Polynome sind. Aus diesem Grunde ist die B-Spline-Darstellung mit einem Knotenvektor der
Form

U=1{0,...,0, 1,...,1}
—— N —
(p+1)—mal (p+1)—mal

eine Verallgemeinerung der Bézier-Darstellung ist.

Beispiel 1.54 Essei T = {to =1 =t = O,tg = 1,t4 = 2,t5 = 3,t6 =17 = 4,t8 =
tg = tip = 5} und p = 2. Fiir stiickweise konstanten, linearen und quadratischen B-Spline-
Basisfunktionen lauten dann:

N) = N=0 —oco<t<oo
1 0<t«1
Ny = { N
0 sonst
1 1<t<?2
Ny = { N
0 sonst
1 2<t<3
Ny = { N
0 sonst
1 3<t<4
Ny = { N
0 sonst
Ny = 0 —oco<t<oo
1 4<t<5b
Ny = { N
0 sonst
N = N=0 —oco<t<oo
t—0 1—¢ 1—¢ 0<t<«l1
1 0 0o _ <
Moo= oMt = {0 sonst
t 0<t<l1
t—20 2—1 =
N} = NY + Ny = {2-t 1<t<?
1-0 2—-1
0 sonst
t—1 1<t<?2
t—1 33—t -
N} = N9+ N) = {3—t 2<t<3
2—-1 3—-2
0 sonst
t—2 2<t<3
t—2 4 —t -
N} = NY N = — 3<t<4
4 32t T3 4t =
0 sonst
t— 4—t t—3 <
N§ _ 3 5 Ng _ 3<t<4
4-3 4—4 0 sonst
t—4 5—1 5—1 4<t<b
1 0o _ <
Ne = 4— 4N 5—4N7 N 0 sonst
t—4 5—1 t—4 <
N71 — 7 Né) _ 4_t<5
5—4 5—5 0 sonst
t—>5 5—t . o
NG = . 8+5_5N9 = 0 —00 <t <
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Die folgenden Nf sind bis auf die angegebenen Intervalle jeweils Null.

t—0 1—t
N2 = —— N4+ —N = (1-¢)?2 0<t<l1
0 0—o Vot 1ot ( ) st<

t—0 2t 2t — 3t2 0<t<l1
2 _ 1 1 2 =
NE= Mty {gQ_@2 1<t<?
142
%(3_75)2 2<t<3
P i ﬁ@—lf 1<t<?
N3 = ?ﬁwgleri: —L 45t —¢2 2<t<3
%(4_”2 3<t<4
N2 — t—2 44—t [5(t-2)7 2<t<3
to4—271 a3 | 16410t — 342 3<t<4
t—3 5—t (t—3)2 3<t<4
NZ = Ny +—N§ = P
° 4-3"°"5-4° (5—1)2 4<t <5
t—4 5—t
N} = N+ N = 2t—4)(5—t 4<t<5b
6 ?_ﬁ 6 % % 7 (t—4)(5-1) <
N} = N4+ N = (t—4)2 4<t<5b
7 54 7+5_5 8 ( ) <

In Abbildung ist die Zusammensetzung von N3 aus den jeweiligen stiickweise polynomialen
Funktionen auf den einzelnen Teilintervallen grafisch dargestellt.

N[
—~
I
|
—
N~—

o
N[
—~
i
|
N
N~—

)

051 N?? E

Abb. 1.10: Die Zerlegung von N2 in seine stiickweise polynomialen Teilfunktionen.

Es ist wichtig, den Effekt von mehrfachen Knoten zu verstehen. Man betrachte die Funktionen
NZ, N2, N2, N2 und N2 in Abbildung Beachtet man die rekursive Definition der Basis-
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Abb. 1.12: Die stiickweise quadratischen Basisfunktionen zu 7 = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}.

funktionen (1.31)), so stellt man fest, dass sie jeweils nur von 4 Knoten abhéngen, ndmlich:

Ng : {0,0,0,1}
NZ . {0,0,1,2}
N3 : {0,1,2,3}
N2 {3,4,4,5}
NZ : {4,4,5,5}

Der Begriff Vielfachheit eines Knotens, kann man verstehen
e in Bezug auf eine Knoten im Knotenvektor oder
e in Bezug auf einen Knoten beiiglich einer Basisfunktion.

Zum Beispiel hat t = 0 die Vielfachheit 3 im o.g. Knotenvektor 7, aber in Bezug auf die Basis-
funktion N7 ist ¢ = 0 ein Knoten mit der Vielfachheit 2. Die Basisfunktionen sind stiickweise
polynomiale Funktionen, d.h. im Inneren der Intervallen (¢;,¢;41) sind sie beliebig glatt. Unste-
tigkeiten konnen also nur an den Knoten auftreten. Fiir ¢ = 0 stellt man fest, dass Ng unstetig ist,
N? CO-stetig ist, N2 C'-stetig ist und N2 und all seine Ableitungen dort Null von beiden Seiten
ist. Ni sieht ¢t = 0 als doppelten Knoten, N3 sieht t = 0 als einfachen Knoten und NZ enthillt
t = 0 gar nicht als Knoten.

Satz 1.5.5 Ist t; ein m-facher Knoten, d.h.

ti1 <tg=--=ttm-1 < logtm,

so ist ]\7;.C an der Stelle t; mindestens (k — 1 — m)-mal stetig differenzierbar. Fiir die Ableitung
von N Jk gilt

k-1 k-1
de(t):(k_l)(t N N >

dt k=1 =T tirk — i
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Beweis. Der Beweis dieses Satzes wird an spiiterer Stelle erbracht [m]

Satz 1.5.6 (Marsdenﬂ Identiét) Bei gegebener Knotenfolge T := {t;},j € Z, mit

lim ¢; = fo0
j—too

sei fiir beliebiges y € R
Vin(y) =1, din(y) = (@jr1 —y) (@42 —y) -+ (Tjrk-1—y), k> 1

Dann gilt
(=)' =" ¥ir(y)Bjr(x)
JjEZL

Beweis. Sci (aj) jez eine beliebige Folge reeller Zahlen. Dann folgt aus der Rekursion (T-31)

> 4Bk = D (aj-1(1 — wjk +ajw;r)Bj 1
jEZL jEZ

Setzen wir aj 1= 1 (), so folgt

aj1(1 —wjk(z)) + apwjip(z) = ((Tg —y) (1 —wjr(®)) + (Tj4p—1 — y)"-’jk(“”))w]‘,k—l(y)
= (z—¥jr—1).

Damit gewinnen wir die Gleichung

ST ik Bir(z) = (@ —y) D ¥ p—1¥)Bjr_1(z)

JjEL JjEL

und somit mithilfe der Definitionen der t 1, und B 1

> wikBik(@) = @ - 9" 3 @B @) = (@ - y)*

JELZ JjEZ

Bemerkung 1.5.7 Day im obigen Satz beliebig war, haben wir also gezeigt, dass Pr,_1 C Sy ;.

Effiziente Auswertung der B-Spline-Basisfunktionen

Die Funktion N ]3 ist eine Linearkombination der Funktionen IV jQ , N ]Q 1. N jQ o und NV ]Q 'y 1- Somit

ist NV ]3 nur von Null verschieden fiir ¢ € [t;,t;44).
In jedem Knotenintervall [¢;,¢;41) sind maximal p + 1 der N von Null verschieden, nimlich

N. ]p_p, o, IV ]2? . Auf [t3,t4) ist z.B. Ng die einzige nichtverschwindende Basisfunktion vom Grad
Null. Somit sind Ng’, e Ng’ die einzigen von Null verschiedenen kubischen Funktionen auf

[t3,t4). Diese Eigenschaft ist in Tabelle [1.4] dargestellt.

MATLAB-Funktion: BasisFunc.m

function N = BasisFunc (i, p,U,t)
% compute the nonvanishing basis functions
N = zeros (pt+l,1);
N(1l) = 1;
for j=1l:p
left(j) =t - U(i+1-7);
right (j) = U(i+3j) - t;
saved = 0;

Sbenannt nach M. J. Marsden, vlg. hierzu [Marsdenl]
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_ 0 2
0= N N2,
\ 1 3
N N3,
0 / \ 2
0= Ny N;
% X a N ,
N N;
; v N , e
L= Nj.» Ni
\‘ 1 /‘ 3
Njyo Ny
e
_ 0 2
0= Njs Nivo

Tab. 1.3: N ]3 ist nur auf dem Intervall [¢;,¢;,4) von Null verschieden.

N{ NG
e
Ny Nt
A N\
Ny NY
a e e
1=NJ N2
N\ /! N\
N3 N3
A e
Ny N3
N\
N} N3
Tab. 1.4: NY ist nur auf dem Intervall [t3,¢,) von Null veschieden, Somit sind auch N3, ..., N3

die einzigen von Null verschiedenen kubischen Funktionen auf [t3, t4).
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9 for r=1:j
10 temp = N(r)/ (right (r)+left (j-r+1));
11 N(r) = saved + right(r) x temp;
12 saved = left (j-r+l) * temp;
3 end
14 N(j+1) = saved;
15 end
MATLAB-Funktion: FindSpan.m

I function mid = FindSpan(p,U,t)

2 % returns the knot span index

3 n = length(U)-p;

4 if t==U(end) % special case
5 mid = n-1;

6 return

7 end

8§ low = p;

9 high = n;

10 mid = floor ((low+high)/2);

Il while t<U(mid) | t>= U(mid+1)

12 if t<U(mid)

3 high = mid;

14 else

15 low = mid;

16 end

17 mid = floor ((lowt+high)/2);

18 end

MATLAB-Funktion: CurvePoint.m

I function value = CurvePoint (p,U,P,t)
2 % compute point on B-spline curve

3 span = FindSpan(p,U,t);

4 B = BasisFunc (span,p,U,t);

value = 0P (:,1);
for i=0:p

value = value + B(i+l) x P (:,span-p+i);
end
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Ableitung der B-Splines

MATLAB-Funktion: AllBasisFunc.m

function N = AllBasisFunc(i,p,U,t)
% compute the nonvanishing basis functions
N = zeros (p+l,p+l);
N(1,1) = 1;
for j=1:p

left(j) =t - U(i+1-3);

right (j) = U(i+3j) - t;

saved = 0;

for r=1:j

temp = N(r, j)/ (right (r)+left (j-r+1));
)

N(r, j+1) = saved + right(r) x temp;
saved = left (j-r+l) = temp;
end
N(j+1, j+1) = saved;
end

MATLAB-Funktion: CurveDerivPts.m

function PK = CurveDerivPts(p,U,P,d,rl,r2)
% compute control points of curve derivatives
r = r2-rl;
for i=1:r+1

PK(:,1,1)=P(:,rl+1i);
end
for k=2:d+1

tmp = p-k+2;

for i=1:r-k+2

PK(:,k,1)=tmp=* (PK(:,k-1,i+1)-PK(:,k-1,1))/(U(rl+i+p+1)-U(rl+i+k
-1));

end

end

MATLAB-Funktion: CurveDerivs.m

function CK = CurveDerivs(p,U,P,t,d)
% Compute curve derivatives

du = min(d, p);

CK(l:size(P,1), [pt2:d+1]) = O;

span = FindSpan(p,U,t);

N = AllBasisFunc(span,p,U,t);
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Abb. 1.13: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

PK = CurveDerivPts (p,U,P,du, span-p-1,span—-1);

for k=1:du+l
CK(:,k) = 0;
for j=l:p-k+2
CK(:,k) = CK(:,k) + N(j,p-k+2)*«PK(:,k,J);
end
end

MATLAB-Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> P =[0,1,5,5;
Bernstein-Polynome ~ B§, ..., B§ 0,2,0,11;
graphischdar. >> U = [0,0,0,0,1,1,1,11; p=3;
>> s = linspace(U(1l),U(end),201);
>> for k = 1l:length(s)
C(:,k) = CurvePoint (p,U,P,s (k));

end
>> plot(C(1l,:),C(2,:), =", ...
P(l,:),P(2,:),"0:");
>> hold on
>> for j = 1 :25:1length(s)
V = CurveDerivs(p,U,P,s(3),1);
quiver(v(1,1),v(2,1),
0.2V (1,2),0.2xV(2,2))
end

1.6 Rationale B-Splines

MATLAB-Funktion: RatCurvePoint.m

function value = RatCurvePoint (p,U,Pw,t)

Q

% compute point on B-spline curve
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span = FindSpan(p,U,t);
B = BasisFunc(span,p,U,t);

value = 0xPw(:,1);
for i=0:p
value = value + B(i+l) *x Pw(:,span-p+i);
end
value = value (l:end-1)/value (end);

MATLAB-Funktion: RatCurveDerivs.m

function CK = RatCurveDerivs (p,U,Pw,t,d)

o

% compute derivatives on rational B-spline curve

du = min(d, p);

ders = CurveDerivs (p,U,Pw,t,d);
Aders = ders(l:end-1,:);

wders = ders(end, :);

CK(l:size (Aders,1l),pt2:d+1l) = O;

for k=1:du+l
v = Aders(:,k);
for i=1:k-1
v = v — nchoosek (k-1,1) *wders (i+1) *CK(:,k-1);

end
CK(:,k) = v/wders(1l);
end
MATLAB-Beispiel:
Die folgenden Zeilen stellen die >> w = [1, 1, 2];
Bernstein-Polynome  Bj,...,B§ >> P = [1, 1, 0;
graphisch dar. o 1, 1l
> U = [0,0,0,1,1,17; P=2;
>> s = linspace(0,1,201);
>> Pw = [P(1l,:).*w;P(2,:).*xw;w];
>> for k = l:length(s)
Cw(:,k) = RatCurvePoint (p,U,Pw,s (k));
end

>> plot(Cw(l,:),Cw(2,:),"-",
P(1,:),P(2,:)," ;
>> hold on
>> for 7 =1 :25:1length(s)
CK = RatCurveDerivs(p,U,Pw,s(]J),1);
quiver (CK(1,1),CK(2,1),0.3xCK(1,2)
,0.3%xCK(2,2))
end
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*

Abb. 1.14: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

1.7 Grundlegende Algorithmen

function [U, Q]

if p < s+r,

o

MATLAB-Funktion: CurveKnotIns.m

= CurveKnotIns(p,U,P,t,k,s, )

Q=P; return, end

% compute new curve from knot insertion

np = length (U)-p-1;
% unaltered control points

= P(:rl:k_p);

Q
Q(:,k=-s+r:np+r)=P(:,k-s:np);
R =P(:,k-p:k-s);

for j=1l:r % insert new knot r times

L=k-p+j-1

4

for i=l:p-j-s+1

alpha =

R(:,1)
end
Q(:,L+1)
Q(:,k+r—j

end

(t=U(L+1)) /(U (i+k)-U(L+1));
alpha*R(:,i+1l)+ (l-alpha)*R(:,1);

(:,1)5
= R(:,p-J-s+1);

%$copy remaining control points
Q(:,L+2:k-s)= R(:,2:k-s-L);

% new knot vevtor

U = [U(l:k),t*ones(l,r),U(k+l:end)];
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MATLAB-Funktion: CurveSplit.m

function [Ul1,P1,U2,P2] = CurveSplit(p,U,P,t)

if t==U(1)
Ul=[];P1=[];U2=U;P2=P;return

elseif t==U(end)
Ul=U;P1l=P;U2=[];P2=[]; return

end

k = FindSpan(p,U,t);

s = sum( (t==U));

if p>s

[U,P]=CurveKnotIns(p,U,P,t,k,s,p—-s);

end
Ul = U([l:k+p-s,ktp-s])-U(1);

Ul = Ul/max(Ul); Pl = P(:,1:k);
U2

U([k+l-s,k+l-s:end])-U(k+1-s);

U2 = U2/max(U2); P2 = P(:,k-s:end);

MATLAB-Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> P =[0,1
Bernstein-Polynome B, ..., B§ 0,2
graphisch dar. >> U [
>> p = 35
>> t = 1/3
>> [Ul,P1,
Ul =
0O 0 O
Pl =
0
0
U2 =
0O 0 O
P2 =
1.7407
0.9259

3.2222
1.0000

CurveSplit(p,U,P,t)

1 1

.0000
.8889

.0000
.3333

L7407
.9259

.0000
.0000

MATLAB-Funktion: isLine.m

function [flag,PO0,P1l] = isLine(P,toll,tol2)

S = mean (P, 2);
PmS = P-S*ones(l,size(P,2));
[J,k] = max(sum(abs (PmS)));

rot =

Q = rot’x([PmS (1, :);PmS(2,:)1);
h = max(Q, [],2)min(Q, [],2);

if h(2) <= max(toll,tol2xh (1))
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Abb. 1.15: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

Halbierung

Ci1, Gy Ci1, Cop Cio, Cop Ci, Cop

Abb. 1.16: Testen auf gemeinsamen Schnitt der einzelnen konvexen Hiillen nach Halbierung der

einzelnen Bézierkurven C; = Cl,l U CLQ und Cy = C2,1 U 0272.
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9 flag = 1;
10 PO = S + rot*[h(l),O 1/2;
11 Pl = S + rotx[-h(1);01/2;
12 else
13 flag = 0; PO=[];P1l=[];
14 end
MATLAB-Funktion: LineIntersect.m
function [flag,s] = LinelIntersect (x,Vy)

1
2 % check for intersection of two line segments
3

o\

0 no intersection, 1 one or more intersection points

4 dx = xX(:,2)-x(:,1); mx = norm(dx);

5 dy = y(:,2)-y(:,1); my = norm(dy);

6 dw = (y( y2)+y(:,1)-x(:,2)-x(:,1)); mw = norm(dw);

7 flag = 1;s=[1;

g i1f abs (det ([dx,dy]) >= le-12 xmxx*my % check for non parallel

9 if ~sum(abs([dx,dy]\dw)>l)

10 t = [dx,dy]\dw;

11 s = ((x(:,2)+x(:,1))+t (1) *dx)/2;

12 return

13 end

14 elseif det ([dx,dw]) < max(le+lOxrealmin,le-12+mx*mw) % on common
line

15 mm = [ ((x(:,2)+x( ) /2) 11, ((y(:,2)+y( )/2) 111;

16 dd = [dx,dx, dy,dy]

17 xx = [dwtdy,dw-dy, —~dw+dx, —dw+dx];

18 for j=l 4

19 t = xx(: ')’*dd( j)/(dd(:, 3)"*dd(:,3));

20 if ab (t )

21 s = mm(., y+t/2xdd (:, 3);

22 return

23 end

24 end

25 end

26 flag = 0;

MATLAB-Funktion: comConvHull.m

function flag = comConvHull (xy, st)

|

2 if comBoundingBoxes (min (xy, [],2),max(xy, [],2),

3 min(st, [],2),max(st, [],2))

4 flag = 1;

5

6 if inConvHull (xy,mean(st(:,l:end-1),2)), return, end
7 if inConvHull (st,mean(xy(:,1l:end-1),2)), return, end
8

9 for j = l:size(xy,2)-1
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10 for k = 1l:size(st,2)-1
11 if LineIntersect(xy(:,Jj:Jj+1),st(:,k:k+1))

12 return
13 end

14 end

15 end

16 end

17 flag = 0;

MATLAB-Funktion: CurveBisection.m

I function points = CurveBisection(pl,Ul,Q1l,p2,U02,Q02,tol)

2 [flagl,al,bl] = isLine(Ql,tol(1l),tol(2));

3 [flag2,a2,b2] = isLine(Q2,tol(1l),tol(2));

4 if flagl && flag2 % both segments are lines

5 [flag,points] = LinelIntersect([al,bl], [a2,b2]);
6 else

7 xy = myConvHull (Ql, flagl,al,bl);
8 st = myConvHull (Q2,flag2,a2,b2);

9 points =[];

10 if comConvHull (xy,st) % intersection of convex hulls non empty
11 [U11,011,U21,Q21] = CurveSplit (pl,Ul,Ql, (max(Ul)-min(Ul))/2);
12 [U12,0Q012,U022,0Q022] = CurveSplit (p2,U2,Q2, (max (U2)-min (U2))/2);
13 points = [points,CurveBisection(pl,U11,011,p2,U1l2,Q12,t0l)];
14 points = [points,CurveBisection(pl,Ul1l,011,p2,U022,022,t0l)];
15 points = [points,CurveBisection(pl,U21,021,p2,U012,012,t0l)];
16 points = [points,CurveBisection(pl,U21,021,p2,U022,022,t0l)];
17 end

18 end

20 function h = myConvHull (Q, flag,a,b)

21 % 0

22 % [flag,a,b] = isLine(Q,le-7,1le-7)
24 if flag

25 h = [a,b,al;

26 else

27 h = Q(:,convhull (Q(1,:),Q0(2,:)));
28 end

MATLAB-Beispiel:
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Abb. 1.17: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

Die folgenden Zeilen stellen die >> P1=[

3 0,0,7,6;
Bernstein-Polynome ~ B§, ..., B§ 3,2,1,2,1]1; pl=3;
graphisch dar. >> yl = [0,0,0,0,1/2,1,1,1,1]
>> P2 = [7,2,1,2,7;
3,0,1,2,0]; p2=2;

>> uyz2 = [0,0,0,1/3,2/3,1,1,11;

>> CurveBisection(pl,Ul,Pl,p2,U02,P2,
[1le-9,1e-7])

ans =

1.5038 4.6028 2.5178

1.5037 1.6214 1.5214
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ITERATIVE LOSUNG LINEARER
GLEICHUNGSSYSTEME

Die in Angewandter Numerik I beschriebenen direkten Verfahren gehen iiberwiegend von belie-
bigen vollbesetzten Matrizen aus. Viele praktische Probleme fiihren aber zu der Aufgabe, ein sehr
groBes lineares Gleichungssystem Az = b zu 16sen, bei dem A € R™*™ nur schwachbesetzt (engl.
sparse) ist, d.h. viele Nulleintriige besitzt (wie etwa Beispiel [2.0.1] zur Erinnerung noch einmal
aus Angewandter Numerik I widerholt).

Beispiel 2.0.1 (Schwingungsgleichung aus Ang. Num. I) Gegeben sei eine elastische Saite der
Linge 1, die an beiden Enden fixiert ist. Die Saite wird nun durch eine duflere Kraft f ausgelenkt
(angezupft). Wir wollen die Auslenkung v der Saite aus ihrer Ruhelage als Funktion von x €
[0, 1] berechnen. Die gesuchte Auslenkung u : [0,1] — R ist Losung des folgenden linearen
Randwertproblems zweiter Ordnung

—u"(z) + Mz)u(z) = f(z), = € (0,1), u(0)=u(1)=0 (2.1)

mit gegebenen f : (0,1) — R und A € R. Genaueres zur Modellierung findet man z.B. in
[Arendt/Urban].

Wir wollen (2.1 naherungsweise mit Hilfe eines numerischen Verfahrens 16sen. Dazu unterteilen
wir [0, 1] in Teilintervalle gleicher Linge. Die Anzahl der Intervalle sei N > 1, N € Nund h = %
die Schrittweite. Dann setzt man z; := ih , i = 0,...,N (xg = 0,zy = 1), die z; werden
als Knoten bezeichnet. Die Schrittweite ist h := z;1; — z; fiir alle 4, man spricht von einem
dquidistanten Gitter. Wir wollen die Losung an den Knoten z; approximieren und ersetzen hierzu
(wie aus der Analysis bekannt) die zweite Ableitung durch den zentralen Differenzenquotienten

u(x;) ~ %(u(azz,l) — 2u(z;) + u(zig1)) = D2u(x;).

Es gilt bekanntlich ||[u” — D?u|| = O(h?), falls u € C*[0, 1]. Damit erhilt man fiir die Ndherung
u; =~ u(x;) also folgende Bedingungen (\; = \(x;), fi = f(x;)):

1 .
ﬁ(—uzq +2u; — ui1) + Auy = fi, 1<i <N -1,

ug = uny =0,

also ein lineares Gleichungssystem der Form

(24 h2)\)) —1 0 uy h? f1
-1 (2 + h2)2) : _ :
. -1 : N : 7
0 -1 (2+h2N1) Up—1 h2fn_1
=iAn = =ifi

d.h. Apup, = fp. Fir N — oo (b — 0) konvergiert die ,,diskrete Losung“ uj, gegen die Losung
w von (2.1I). Allerdings wichst die Dimension der Matrix A, mit kleiner werdendem h. Bei mehr-
dimensionalen Problemen fiihrt dies leicht zu sehr groen LGS. Wir nennen diese Matrix auch
Standardmatrix.

Die bisherigen Verfahren (mit Ausnahme der speziellen Rekursion fiir Tridiagonalmatrizen) nut-
zen eine spezielle Struktur nicht aus und fiihren beim Losen des LGS teilweise sogar zu vollbe-
setzten Zwischenmatrizen. Man betrachte dazu folgendes Beispiel.
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Beispiel 2.0.2 Zu der Matrix

111 1 1 1
1 2
1 )
A= 1 10
1 15
1 10
lautet die L R-Zerlegung mit A =L - R
1 1 1 1 1 1 1
11 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 1 3 -2 -2 -2
L= 2 , R = 20 10 10
I -1 -3 1 3 T3 T3
2 1
1 -1 -2 -1 1 10 -5
2 1 _1 5
I =1 -5 -3 -3 1 2

é Obwohl A nur in der ersten Zeile und Spalte sowie auf der Diagonalen Nichtnulleintriage besitzt,
sind L und R vollbesetzt.

Bemerkung 2.0.3 Ist die Bandbreite einer Matrix grof3 und in jeder Zeile treten nur wenige Nicht-
nulleintrdge auf, dann ist ein Bandldser ,,teuer” und die folgenden Verfahren liefern gute Alterna-
tiven.

Beispiel 2.0.4 (2D-Standardmatrix) Nun betrachten wir eine (zweidimensionale) quadratische
Membran, die am Rand fest eingespannt ist und auf die eine duBlere Kraft f wirkt. Die gesuchte
Auslenkung u : [0, 1]2 — R ergibt sich als Losung des sogenannten Dirichlet-Problems auf dem

Einheitsquadrat
0? 0? 9
—AU([E, y) = —@U(l',y) - @U(l’,y) = f(xay)v (xvy) €= (07 1) ) (22)
u(z,y) = 0, (z,y) el :=090.

Den Differenzialoperator A nennt man auch Laplace-Operator.
Wir verwenden die gleiche Idee wie im eindimensionalen Fall (Beispiel 2.0.1) und definieren ein
dquidistantes Gitter

O ={(z,y) €Q:2=kh, y=th, 0<k({<N-+1} (2.3)
fiir h := ﬁ, N = N, € N, wie in Beispiel [2.0.1{ Der Rand besteht jetzt natiirlich aus mehr als
zwel Punkten, ndmlich

O :={(z,y) €T :x=kh oder y=~»h, 0<k (<N +1}, (2.4)

vel. Abbildung Wir definieren €, := €, \ 0.
Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung approximieren wir wieder durch den zentralen Diffe-
renzenquotienten, also

02 02
Au(z, y)= %www+@wmw
~ %(u(m +hyy) — 2u(@,y) + u(e — h,y))
b ula,y 4 h) — 2u(a,y) + e,y — 1)
= L@t hyy) £ ue — hy) + e,y + h) + u(z,y — b) — dulz, y)). 2.5)

h2
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Abb. 2.1: Aquidistantes Gitter auf Q = [0, 1]2. Die inneren Punkte (Qp,) sind ausgefiillt dargestellt,
01y, besteht aus den nicht ausgefiillten Punkten (o).

Dazu beschreiben wir zunéchst das lineare Gleichungssystem Apup = f3. Die genaue Gestalt der
Matrix A, € RV IxN? hingt von der Nummerierung ab. Wir wihlen die so genannte lexikogra-
phische Nummerierung (vgl. Abbildung

2z = (z5,y5), xi=1h, yj=jh, k:=(—1)N+1i.

Abb. 2.2: Lexikographische Nummerierung der Gitterpunkte fiir Q@ = (0,1)%, N = 5.

Dann erhilt man fiir das lineare Gleichungssystem Apuy = fj eine Block-Tridiagonalmatrix

[ B, C, 0 |
C, By
Aj, = T e RV?xN?
B, Cy
0 Ch Bp |
mit den Blocken
[ 4 -1 0 |
-1 4 .
By, = e RVN 0y, = diag (—1) € RV*N,
w4 -1
|0 -1 4 |

der rechten Seite fj, = (h*f(2k))g=1.. N2,k = (j —1)N 44,1 <4,j < N, sowie dem Losungs-

vektor up, = (u(z))k=1,.. N2 € RY”. Wir nennen diese Matrix auch 2D-Standardmatrix, sie ist
die direkte Verallgemeinerung der Standardmatrix aus Beispiel
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Fiir dieses Gleichungssystem kann man keine einfache Rekursionsformel fiir die Cholesky-
Zerlegung herleiten. Allerdings ist A diinnbesetzt, symmetrisch und positiv definit. Mehr zu
diesem Beispiel in [[Arendt/Urbanl. O]

Aus den oben genannten Griinden wurden schon friih iterative Verfahren zur Losung von LGS
herangezogen. Bei diesen Verfahren wird ausgehend von einem Startvektor (%) eine Folge von
Vektoren

20 s M) (2 .

mittels einer Iterationsvorschrift
2 ) = gk =0,1,... (2.6)

erzeugt, die gegen die gesuchte Losung = konvergiert. In den folgenden Abschnitten werden so-
wohl die klassischen Iterationsverfahren, die bereits Mitte des 19. Jahrhunderts entdeckt wurden,
als auch das Gradienten—Verfahren sowie das 1952 von Hestenes und Stiefel entwickelte Verfah-
ren der konjugierten Gradienten vorgestellt.

Allen diesen Verfahren ist gemein, dass ein einzelner Iterationsschritt z®) — (1) einen Re-
chenaufwand erfordert, welcher vergleichbar ist mit der Multiplikation von A mit einem Vektor,
d.h. insbesondere mit einem geringen Aufwand, sofern A schwachbesetzt ist. Im Gegensatz zu den
direkten Verfahren liefern diese Iterationsverfahren die exakte Losung = des LGS im Allgemeinen
nicht mehr nach endlich vielen Schritten. Da man aber in der Regel an der Losung x nur bis auf
eine vorgegebene Genauigkeit € interessiert ist, die von der Genauigkeit der Eingabedaten abhéngt
(vgl. Angewandte Numerik I), scheint dieses Vorgehen sinnvoll.

2.1 Klassische Iterationsverfahren

Gegeben sei eine regulire Matrix A € R™*" und ein lineares Gleichungssystem
Ax =10

mit der exakten Losung x. Mit Hilfe einer beliebigen reguliren Matrix B € R™*™ erhélt man
Iterationsvorschriften der Form (2.6) aus der Gleichung

Brx+(A—B)x=b,
indem man
BazFt) (A — B)a® =
setzt und nach z(*t1) auflost
B = 20— BT (AR —p)
= (I-B'A)z® 4+ B 1. 2.7)
Jede Wahl einer nichtsinguldren Matrix B fiihrt zu einem méglichen Iterationsverfahren. Es

wird umso brauchbarer, je besser B die folgenden Kriterien erfiillt

i) B ist leicht zu invertieren (einfache Realisierbarkeit);

ii) die Eigenwerte von (I — B~!A) sollen moglichst kleine Betriige haben
(Konvergenzeigenschaft).

Wir wollen hier nun einige Beispiele angeben. Dazu verwenden wir folgende (additive) Standard-
zerlegung
A=L+D+R,

wobei D eine Diagonalmatrix, L cine strikte untere Dreiecksmatrix und R ecine strikte obere
Dreiecksmatrix seien. Die Wahl

Angewandte Numerik 2, 7. August 2014



Abschnitt 2.1: Klassische Iterationsverfahren 43

i) B = I liefert das Richardson-Verfahren;
i) B = D liefert das Jacobi-Verfahren (Gesamtschrittverfahren);

i) B =L+ D oder B = D + R liefert das GauB3-Seidel-Verfahren (Einzelschrittverfahren).

Was zeichnet nun die einzelnen Verfahren aus? Betrachten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel 2.1.1 Zu gegebenem n € N und
2 -1
-1 2 -1
A= eR" p=1ecR", 2 =0eRrR"
-1 2 -1
-1 2
(vgl. Beispiel mit A = 0) bestimmen wir die Konvergenzrate

2 — 2D
C.—mmaxX ————
koo fle— 2By

fiir das Jacobi- und das GauB3-Seidel-Verfahren (B = D + R), d.h. den Faktor, um den der Fehler
in der 2-Norm in jedem Iterationsschritt mindestens reduziert wird.

MATLAB-Funktion: runKonvergenz.m

n = 10;

e = ones(n,1);

A = spdiags([e —-2%e e], -1:1, n, n);

Xx_ex = rand(n,1l); % exakte Loesung

b = A  x_ex; % exakte rechte Seite
x{1l} = rand(n,1); % zufaelliger Startv.
x{2}=x{1};

o

W{l} = triu(d); Gauss—Seidel

W{2} = diag(diag(A));

for j = 1l:length (x)
error_old = norm(x{j}-x_ex);
for k =1 : 20

x{J} = x{3} + W{j} \ (b-Axx{J});

o

Jacobi

error_new = norm(x{j}-x_ex);
quot{j} (k) = error_new/error_old;
error_old = error_new;
end
end

plot (1:20,quot{1l}, ' m-s’,1:20,quot {2}, 'k:x");
xlabel ("Anzahl der Iterationen’), ylabel (’Kontraktion’)
legend ({’Gauss—-Seidel-Verf.’,’ Jacobi-Verfahren’}, 4)

Dem numerischen Experiment kann man entnehmen, dass in diesem Fall beide Verfahren konver-
gieren, da die Konvergenzerate jeweils kleiner 1 ist, und dass das GauB3-Seidel-Verfahren schneller
konvergiert, da die Konvergenzrate hier kleiner ist.
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Konvergenzrate
o
N
T

0.6 4
< Gauss-Seidel-Verf.

——— Jacobi-Verf.

0.5 4

0.4 L L 1 1 1 | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Anzahl der Iterationen

Abb. 2.3: Kontraktionszahlen fiir Gesamt- und Einzelschrittverfahren.

In der praktischen Anwendung kann man bei dem Gauf-Seidel-Verfahren mit B = L + D
folgende Formulierung verwenden, um die Anzahl der Operationen zu reduzieren

2+ = (L 4+ D)"Y (b — Rz®)

da
2D = 20— p=1(Az k) _p)
=z — B~Y([(A - B) + B]2®) — )
=2® — B~1(A - B)z® — B~1Bz®) 4 B~1p

B~1(b— (A - B)z®)
giltund mit B = L + D und A — B = R folgt

g * Y = (L 4+ D)~ (b — Rz®)).

Ein Schritt des GauB-Seidel-Verfahrens ist also etwa so aufwendig wie eine Matrix-Vektor-
Multiplikation. Ahnlich kann man auch fir B= D + R vorgehen, d.h.

e* ) — (D + R)7L(b — La®).
SchlieBlich vereinfacht man das Jacobi-Verfahren zu
) = D=V(p — (L + R)z®)
sowie das Richardson-Verfahren zu

20D — 2 ® 4 Ly gm0
Y

2.2 Konvergenz iterativer Verfahren

Es sei x Losung von Az = b. Mit (2.7)) erhalten wir

z—z®) =z —-B - (I-B1A)zkD
= Iz — B 'Az — (I — B~1A)z-1
=([I-B'A)(z—zFV)=...= (T -B 'A)k(z—20).
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Die Konvergenz des dargestellten Verfahrens hédngt also nur von den Eigenschaften der Iterati-
onsmatrix I — B~1A ab. Es sei C eine beliebige komplexwertige (n x n)-Matrix, \; := \;(C)
(i =1,...,n) seien die Eigenwerte von C. Dann bezeichnen wir mit
C):= Ai(C
o(C) := max {|Ai(C)[}
den Spektralradius von C. Bevor wir ein Konvergenzkriterium angeben, bereiten wir noch den
Begriff der Jordanschen Normalform vor.

Definition 2.2.1 (Jordan-, bzw. Elementarmatrix) Eine Matrix Ej(\) € CF** heift Jordan-
matrix (oder Elementarmatrix) zum Eigenwert A, wenn

A1 0

Er(\) = c . 2.8)
1
0 A

Satz 2.2.2 (Jordansche Normalform (siehe z.B. [Fischer])) Zu jeder Matrix A € C"*™ exis-
tiert eine reguliire Matrix T € C™*™, so dass

A=T71JT,

wobei J, die durch die Paare (A\1,n1),..., (A, ng) mit A; € C, n; > 1 (eindeutig bis auf die
Reihenfolge) bestimmte Jordansche Normalform

E,, (M) 0

0 En, (Mk)

von A ist.

Satz 2.2.3 (Konvergenzkriterium) Es sei C € C"*™. Die Folge (C*)cy ist genau dann eine
Nullfolge, wenn o(C) < 1 gilt.

Beweis. Sei zuniichst o(C) > 1. Dann gibt es einen Eigenwert A mit |A| > 1 und einen Vektor 2 # 0 mit Cz = Az. Wegen C¥x = AFzundlimy_, oo AF # 0
kann folglich (C'*) keN keine Nullfolge sein. Die Bedingung o(C') < 1 ist somit notwendig.
Seinun o(C) < 1.Weil (TCT %)k = TC*T =1 fiir jede Ahnlichkeitstransformation T gilt, reicht es, lim, _, oo (TCT ~1)* = 0 zu zeigen. Die Matrix C liisst

sich durch Ahnlichkeitstransformation auf die Jordansche Normalform J transformieren. Wir zeigen, dass limy, _, o Jk =0 gilt, wenn alle Eigenwerte A1, ..., Ay dem
Betrag nach kleiner Eins sind. Dazu seipp € {1, ..., n} beliebig und
Ap 1 0
E, = E"uo‘u) = ) : c CrrXnp
. 1
0 Ap

eine Elementarmatrix zum Eigenwert X, der Jordanschen Normalform J von C'. Da offenbar

k
Ey
mit 1 < £ < n gilt, geniigt es, das Konvergenzverhalten einer Jordanmatrix E, zu untersuchen. Wir schreiben £, in der Form E;, = X\, I + S mit

0 1 0

S = - - ccrrXnp

Angewandte Numerik 2, 7. August 2014



46

Kapitel 2: Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

und bilden Eh = ()\“, I+5S) K Nach Anwendung der Binomialentwicklung und unter Beachtung von S™# = 0 erhilt man die Beziehung

min{k,n,—1}

k

k k—v qu

E, = § ( )AM S7.
v=0

v

Fiir feste v hat man mit

(k)_ k! k(k71)-..<(k7u+1)gky

v _V!<k)71/)! 1-...-v

die Abschitzung

Da |\, | < 1ist, strebt
klog |Au| + vlog(k) — —oo fir k — oo

und mit
[AETYEY| < exp((k — v) log [Au| + vlog k)

k
folgt die Konvergenz lim ’ ( ) A)f*”
k—o0 | \v ©

= 0. Damit ist gezeigt, dass (E;f )k en eine Nullfolge ist und somit auch die Behauptung. O

Um die Konvergenz der Richardson-Iteration nachzuweisen, muss der Spektralradius der Iterati-
onsmatrix bestimmt werden. Wihrend man diesen in dem Spezialfall einer symmetrischen, posi-
tiv definiten Matrix A exakt angeben und somit Konvergenzaussagen treffen kann, vgl. Aufgabe
so ist dies im allgemeinen Fall analytisch nicht moglich und numerisch sehr aufwendig. Es
ist daher das Ziel der nichsten beiden Abschnitte, aus einfachen algebraischen Eigenschaften der
Matrix A auf die Konvergenz der Jacobi- bzw. Gaul3-Seidel-Iteration zu schlieen. Anders als in
Satz[2.2.3]sind die Ergebnisse in diesen beiden Abschnitten hinreichende Konvergenzkriterien, im
Allgemeinen aber nicht notwendig.

Aufgabe 2.2.4 (Konvergenz des Richardson-Verfahrens fiir positiv definite Matrizen) Es sei
A € R™™ gymmetrisch und positiv definit mit Api, und Apax als kleinstem bzw. groBtem FEi-
genwert. Man beweise folgende Aussagen:

(a) Fiir die Iterationsmatrix Cr(y) = I — ’y_lA des Richardson-Verfahrens gilt
o(Cr(v)) = maX{ll - V_IAmaX‘v 11— 7_1>‘min|} Vy e R\ {0}.

(b) Das Richardson-Verfahren konvergiert genau dann, wenn y > )‘m% gilt.
(c) v* := Amaxtmin minimiert den Spektralradius o(C(7)) fiir v € R\ {0}.

(d) Es gilt o(Ca(y)) = quacymin.

2.3 Konvergenz des Jacobi-Verfahrens

Bei dem Jacobi-Verfahren (auch Gesamtschrittverfahren genannt) werden alle Komponenten
des Losungsvektors in einem Iterationsschritt gleichzeitig korrigiert. Die Iterationsvorschrift lau-
tet

¢+ = D71 (b — (L + R)zW),

d.h. die Iterationsmatrix ist C; =1 —- D 'A=-D YL+ R).

Satz 2.3.1 (Starkes Zeilen- und Spaltensummenkriterium) Es sei A € C"*™. Das Jacobi-
Verfahren konvergiert fiir jeden Startvektor x(©) € C™, wenn fiir die Matrix A das
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i) starke Zeilensummenkriterium:

n
|aii| > Z|aik|, fiir i=1,2,...,n,
k=1
ki
d.h. A ist strikt diagonaldominant, oder das

ii) starke Spaltensummenkriterium:

n
’a'kk|>z‘aik‘7 fﬁrk:1,2,...,n,
i=1
ik
d.h. AT ist strikt diagonaldominant,
erfiillt ist.

Fiir den Beweis von Satz[2.3.1| bendtigen wir das folgende Lemma.
Lemma 2.3.2 Es sei A € C"*". Dann gilt fiir jede natiirliche p-Matrixnorm o(A) < || Al|p.

Beweis. Jeder Eigenwert A von A mit zugehorigem Eigenvektor x geniigt fiir jede natiirliche p-
Matrixnorm || - ||, der Beziehung

x|
Il _
B

und damit der Abschitzung ||A||, > |Al. O

Beweis von Satz[Z31] i) Die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens ist
C;=1-D'A=-D YL +R).

Wenn das starke Zeilensummenkriterium erfiillt ist, gilt die Abschitzung

0 _ai2 _9ln
ay 1 aj 1
_az.1 0 _a2.3 _a2/n
ag 2 ag 2 ag o
L PP
ICslloe = ax 3
1<7'<nj:1 lagil
: JF#i
_4n,1 _In,n—1 0
an,n ann

oo

Lemma@liefen dann die Behauptung i).
ii) Ist fiir A das starke Spaltensummenkriterium (ii) erfiillt, so gilt (i) fiir AT Also konvergiert das Jacobi-Verfahren fiir AT und es ist daher wegen Satz, o(C) < 1 fiir

C =1I— D 'AT Nunhat C die gleichen Eigenwerte wie CT und wie D~ 'CTD =1 — D=1 A = C . Alsoistauch o(C ;) < 1,d.h. das Jacobi-Verfahren ist
auch fiir die Matrix A konvergent. (m}

Definition 2.3.3 Eine Matrix A € R™*"™ heiBt zerlegbar (reduzibel), wenn es nichtleere Teil-
mengen Ny und Ny der Indexmenge N := {1,2,...,n} gibt mit den Eigenschaften

i) Ny NNy = 0;
ii) NyUNy = N;
iii) a;; = 0 fiirallei € Ny und j € Na.

Eine Matrix, die nicht zerlegbar ist, heifit unzerlegbar (irreduzibel).
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Beispiel 2.3.4 1)

ail e ailk 0 NP 0

A - an1 ... GNN 0 ... 0
aN+1,1 --- GN4+1,N AN41,N+1 --- OAN412N
a2N,1 ... G2N,N a2N,N+1 ... QG2N2N

Die Teilmengen Ny = {1,2,..., N}, Ny = {N +1,...,2N} haben alle in der Definition
geforderten Eigenschaften. Somit ist A zerlegbar.

ii) Eine Tridiagonalmatrix mit nicht verschwindenden Nebendiagonal- und Diagonalelementen
ist unzerlegbar.

Bemerkung 2.3.5 Dass eine Matrix A unzerlegbar (irreduzibel) ist, kann man haufig leicht mit
Hilfe des der Matrix A zugeordneten (gerichteten) Graphen G(A) zeigen. Wenn A eine n X n-
Matrix ist, so besteht G(A) aus n Knoten K1, . .., K, und es gibt eine gerichtete Kante K; — K
in G(A) genau dann, wenn a;; # 0. Man zeigt leicht, dass A genau dann unzerlegbar ist, falls der
Graph G(A) in dem Sinne zusammenhingend ist, dass es fiir jedes Knotenpaar (K;, K;) in G(A)
einen gerichteten Weg K; nach K gibt.

A=11 4 0], GA: K CKy GK;
0 -1 3 NS

Abb. 2.4: Beispiel einer zerlegbaren Matrix A und ihres Graphen G(A).

Definition 2.3.6 (Schwaches Zeilen- und Spaltensummenkriterium) Eine Matrix A € R™*"
erfiillt das schwache Zeilensummenkriterium, falls

n

Z ’aW| < |l
v=1
vEp

fiir alle Zeilen n = 1, ..., n gilt, d.h. A ist diagonaldominant, und

n

Z lapor] < lauopol

v=1
Vo

fiir mindestens einen Index o € {1,...,n} erfiillt ist.
Eine Matrix A € R™ ™ erfiillt das schwache Spaltensummenkriterium, wenn A” das schwache
Zeilensummenkriterium erfiillt.

Satz 2.3.7 (Schwaches Zeilensummenkriterium) Es sei A € R"*" eine irreduzible Matrix, die
das schwache Zeilensummenkriterium erfiillt. Dann ist das Jacobi-Verfahren konvergent.

Zum Beweis von Salzmwerden wir direkt den Spektralradius der Iterationsmatrix abschitzen. Die wesentliche Beobachtung dabei ist, dass jede irreduzible Matrix, die das
schwache Zeilensummenkriterium erfiillt, bereits regulir ist.

Lemma 2.3.8 Jede irreduzible Matrix A € R™* ™, die das schwache Zeilensummenkriterium erfiillt, ist regulcir und fiir die Diagonalelemente gilt aj; #0(G=1,..., n).
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Beweis. Wir nehmen an, A sei nicht regulir, d.h. es existiert ein z € K™ \ {0} mit Az = 0. Insbesondere folgt aus der Dreiecksungleichung

n n n
|ajj|\;cj|§‘2ajgacg +‘Zaﬂx5 < Z\angxg\ firalle j = 1,...,n. (2.9)
£=0 =1 =1
L#£]7 LA
=0
Wir definieren die Indexmengen J := {j : = ||z|loc } und K := {k : \x(k)\ < ||#||oo }. Offensichtlich gilt J N K = @, J U K = {1,...,n}und

J # 0. Wire K = (, so kénnte man in {2.9) die @ ;- und ¢ -Terme herauskiirzen und erhielte einen Widerspruch zum schwachen Zeilensummenkriterium. Also gilt K= # 0,
und aufgrund der Irreduzibilitit von M existieren Indizes j € Jund k € K mit ajk # 0. Mit diesem ergibt sich

n ‘xe‘ n

lajil < D lajel— < > lagel,
=1 lzjl (=1
o] 4]

denn der Quotient ist stets < 1 wegen |z ;| = [|||oc underist < 1fiir £ € K # ( (also zumindest fiir £ = k). Also erhalten wir einen Widerspruch zum schwachen
Zeilensummenkriterium von A, d.h. A ist regulir. Gibe es schlieflich ein triviales Diagonalelement a j ; = 0, so folgte aus dem schwachen Zeilensummenkriterium, dass bereits
die j-te Zeile die Nullzeile wire. Da A regulir ist, folgt insbesondere aj; 7 Ofiiralle j =1, ..., n. (]

Beweis von Satz[23.7] Wegen aj; # Ofirallej =1,...,nistCy; = —=D~ 1 (A— D) wohldefiniert. Um o(C'j) < 1 zuzeigen, beweisen wir,dass M := C j—XI
fir A € C mit |[A\| > 1 regular ist. Da A irreduzibel ist, ist auch A — D irreduzibel, denn es wird lediglich die Diagonale verindert. C'; entsteht durch zeilenweise
Multiplikation von A — D mit Werten % 0. Deshalb ist auch C'; irreduzibel. Da M und C'; sich nur auf der Diagonale unterscheiden, ist M irreduzibel. Aufgrund des
schwachen Zeilensummenkriteriums von A gilt

n n n
J lak| " .
Z\mjk|:z|c§k)|:z J <1< A = [myy ] firalle j =1,...,n.
k=1 k=1 o=t lajsl
k#j k#j k#j
und fiir mindestens einen Index j gilt diese Ungleichung strikt. Also erfiillt M auch das schwache Zeilensummenkriterium und ist nach Lemmaminsgesamt reguldr. [m]

2.4 Konvergenz des GauB-Seidel-Verfahrens

Die Iterationsvorschrift des Gau3-Seidel-Verfahrens (auch Einzelschrittverfahren genannt) fiir
B = L + D lautet
2 ) = (L 4+ D)1 (b — Ra®),

d.h. die Iterationsmatrix ist Cgg := —(L + D)™ ' R;
die Iterationsvorschrift des Gaul3-Seidel-Verfahrens fiir B = D + R lautet

25D = (D + R (b — La™),

mit Iterationsmatrix 5(;5 = —(D+ R)"'L.

Satz 2.4.1 (Konvergenzsatz) Es sei A € R"*" eine reguliire Matrix, die das starke Zeilensum-
menkriterium oder das starke Spaltensummenkriterium erfiillt. Dann sind beide Varianten des
Gauf3-Seidel-Verfahrens zur Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b konvergent.

Beweis.  Sei das starke
Zeilensummenkriterium erfiillt. Die Iterationsmatrizen des GauB-Seidel-Verfahrens mit B = L + D bzw. des Jacobi-Verfahrens sind Cgg := —(L + D)~ LR bzw.
Cj := —D 7 Y(L 4 R). Wenn das starke Zeilensummenkriterium erfillt ist, gilt die Abschéitzung
2 gyl
HCJ”ooflgﬂid%(ng lauil 1.
j=1 i1
J#i

Es sei jetzt y € R™ beliebigund z = C g y. Durch vollstindige Induktion beweisen wir, dass alle Komponenten z; des Vektors z der Abschétzung

n
laijl
|zl < > 1yl oo

5= ladil

J#i

geniigen. Dazu schreiben wir die Gleichung z = Cgg vy in —(L 4+ D)z = Ry um und schitzen ab:

n

2 ayl lay]
<> <> o -
[z1] < ly;l < Tyl

;=5 lawl ;=5 law]

Angewandte Numerik 2, 7. August 2014



50 Kapitel 2: Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

Schreiben wir das GauB-Seidel-Verfahren mit B = L + D in der Form

1 i—1 n
z§k+1) = — (bi - aijz§k+1> — Z aijz.(jk)) (1 <i<mn),
1

@i j= j=i+1

so folgt daraus dann mit der Induktionsvoraussetzung

lzi| < —

lai

i—1 n
STlaiillzil+ D las;lly;l

=1 j=it1
H 1 i—1 n n ‘a'i"‘
J

< Y laijlICslles + D laijl | llulloo <> llylloo -
laiil \ ;=3 =il =1 laail

JF#i
ICas ylleo = llzlloc < ICslloollylloc  Vy €R™

Hiermit erhilt man die Abschitzung

und somit
ICaslloc S ICsllec < 1. (2.10)

Dao(—(L + D)~ 'R) = 9(Cas) < |Cas |l oo folgt daraus die Konvergenz des GauB-Seidel-Verfahrens fir B = L + D.

Um die Konvergenz des GauB-Seidel-Verfahrens fir B = D 4+ Rmit Cqg = —(D + R) ™! L nachzuweisen, betrachten wir zuniichst folgende Permutationsmatrix
0 1
P= K =PT e r™*".
1 0

Die Matrix A = PAPT geht aus A durch simultane Zeilen- und Spaltenvertauschungen hervor, sodass die Giiltigkeit des starken Zeilensummenkriteriums auch fiir A vorliegt.
Mit dem oben Bewiesenen gilt somit o(— (L + D)71 R) < 1, wobei

L =pPRPT
D=rprpPT
R=rpPLPT

und daher
1> o(—(PRPT + PDPT) ' PLPT) = o(—(P(R+ D)PT)~tPLPT)
=o(-P(R+ D) *PTPLPT) = o(~P(R+ D)~ 'LPT)
=o(-(R+ D)~ 'L).
Alsoist o(Cgg) = o(—(D 4+ R)~'L) < 1 und somit das GauB-Seidel-Verfahren fiir die Wahl B = D + R konvergent.

Sei nun das starke Spaltensummenkriterium erfiillt. Dann erfiillt AT das starke Zeilensummenkriterium und beide Varianten des GauB-Seidel-Verfahrens konvergieren fiir AT,
Mit der Standardzerlegung von AT

AT =Ly + Dy + Ry,

wobei L = RT, Dp = Dund Rp = LT ist, gilt somit

o(—(RT + D)™ "'LT) = o(~(L7 + Dr) " 'Rr) < 1,
o(—(LT + D) 'RT) = o(~(Ry + D7) 'Lp) < 1.

Hieraus ergibt sich die Konvergenz des Gau83-Seidel-Verfahrens fir B = L + D

o(—(L+D)"'R) = o(~(L+ D)L+ D) 'R(L+ D) ")
=o(-R(L+D) ) =o-x"+D)"'RT) <1

o(Cgs)

sowie fir B = D + R

2(Cgs) =e(—(D+R)™'L) = o(—~(D+ RY(D+R)'L(D+R)™")
o(~L(D+ R =e(-(D+RTH)T'LT) <1.

Damit sind alle Aussagen des Satzes bewiesen. O

~=Y- Bemerkung 2.4.2  Hiufig verleitet (2.10) zu der falschen Schlussfolgerung, dass das GauB-
@\ Seidel- Verfahren schneller als das Jacobi-Verfahren konvergiert, wenn die Matrix strikt diago-
naldominant ist.
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Beispiel 2.4.3 Dass bei strikter Diagonaldominanz einer reguliren Matrix A € R"™ ™ aus
ICaslloc < |Csllooc < 1 nicht o(Cas) < o(C}y) folgen muss, sieht man, wenn man die Ma-
trix A folgendermafen wihlt:

50 —-10 —-20
A= =20 49 -20
20 —-10 49

Dann besitzen die zugehdrigen Iterationsmatrizen

. 0 2401 4802 ) 0 49 98
Cos = —(L+D)'R= 500z | 0 980 6860 |,  Cyj=g=| 100 0 100
0 —780 —560 —~100 50 0

nimlich die Spektralradien o(Cgs) = (4v/5)/49 ~ 0.1825 und o(C) = 2/49 ~ 0.04082 sowie
die Maximumnormen ||Cgs|lcc = 32/49 ~ 0.6531 und ||Cs||cc = 40/49 ~ 0.8163.

Bemerkung 2.4.4 Mit Bezug auf das letzte Beispiel halten wir fest: Ist eine Matrix A strikt dia-
gonaldominant, gilt fiir die Iterationsmatrizen |Cis|loo < ||Cylleo < 1, es folgt im Allgemeinen
aber nicht p(Cgs) < o(Cy).

Bemerkung 2.4.5 Ebenfalls wire die Schlussfolgerung aus Satz[2.4.1] dass eine Form des Gaul3-
Seidel-Verfahrens genau dann konvergent ist, wenn es die andere ist, falsch. Es gibt Beispiele
reguldrer Matrizen, fiir die o(Cgg) < 1, aber Q(CGS) > 1 bzw. Q(C’GS) < 1, aber o(Cgs) > 1.

Man betrachte dazu folgendes Beispiel.

Beispiel 2.4.6 Gegeben sei die reguldre Matrix

Die zugehorigen Iterationsmatrizen

00 —1
Cos=—(L+D)'R=1{0 0 0
00 0
N 0 -2 0
Cos=—(D+R)'L=|-1 -2 0
0 20

besitzen die Spektralradien o(Cg) = 0 < 1 sowie o(Cas) = 1+ /3 > 1, d.h. das GauB-Seidel-
Verfahren fiir B = L + D ist konvergent, fiir B = D + R jedoch divergent.

Satz 2.4.7 (Schwaches Zeilensummenkriterium) Ist A € R"™*" irreduzibel und erfiillt das
schwache Zeilensummenkriterium, so sind beide Varianten des Gauf3-Seidel-Verfahrens konver-
gent.

Beweis. Die Wohldefiniertheitvon Cgg = —(L+D) ' Rund Cgg = —(D+R) ™! L ist wieder Klar. Wir betrachten W := Cg g — AT sowie W := Cgg—AI
fir A € Cmit [A| > 1. Durch Mu]tlp]lkatlon mit —(L + D) sicht man, dass W genau dann reguldr ist, wenn M := R +2 AL + XD regulir ist. Analog folgt durch

Multiplikation mit — (D + R), dass w genau dann regulér ist, wenn M:=1 + AD + AR es ist. Offensichtlich erben M und M die Trreduzibilitit von A = D + L+ R.
Ferner erfiillen M und M das schwache Zeilensummenkriterium, denn es gilt

j—1

Zlmjk‘ I/\‘Zlagk|+ Z ‘a‘jk‘<‘)“zIajk‘<|/\“a]]‘*|mjj‘
k=j+1
k#J k#]
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sowie

n j—1

n n
Somgrl = D> lajel + A D0 lajel < IA DS lajel < (M laj;l = |75l

k=1 k=1 k=j+1 k=1

k#j k#j
firj =1,..., n mit strikter Ungleichung jeweils fiir mindestens einen Index j. Nach Lemma sind M und M reguliir. Insgesamt erhalten wir wie zuvor o(Cgg) < 1
und o(Cgg) < 1. O

Beispiel 2.4.8 Es sei A = (i Z) mit a,b,c,d € C. Die zugehorige Iterationsmatrix zum

Jacobi-Verfahren lautet somit

w7 1) Y)-(4 D)

Das charakteristische Polynom hierzu lautet p(\) = \? — % und hat Nullstellen A o = + Z—fl.
Entsprechend erhilt man fiir die GauB3-Seidel-Verfahren

1L/ d 0\/0 b 0 -
o= (£ )0 0= )
ad \—c a) \0 0 0

~ B 1 /d —=b\ /0 O be
e R E ]

In beiden Fillen lautet das charakteristische Polynom p(A) = A(A — be/ad) und hat Nullstellen

be
A = Ay = — .
1=0, Ao d
womit
|bc| ~ |bc|
=, = d — _ 124
o(Cy) ad| und  o(Cgs) = 0(Cas) ad|
gilt. Man beachte ||Cs||; = ||C||cc = max{|b/al,|c/d|} sowie
_ [0l(le] +1d]) _|b] max{|c], |d|}
||CGS||1 - |6Ld| I ||CGSHOO - |ad\ )
~ _lel(lal + 10]) ~ || max{|al, [b]}
ICasl = A B |Gl =

Wir koénnen somit fiir A € R?*? festhalten: Konvergiert das Jacobi- oder GauB-Seidel-Verfahren,
so konvergiert auch das jeweilige andere Verfahren. Und im Falle der Konvergenz, konvergiert das
GauB3-Seidel doppelt so schnell wie das Jacobi-Verfahren. Die Frage ist nun: Gilt dies immer, bzw.
kann dies ggf. einfach charakterisiert werden?

Definition 2.4.9 Eine Matrix A € R™*" heif3t nichtnegativ, wenn alle Koeffizienten a;; von A
nichtnegativ sind.

Satz 2.4.10 (von Stein und Rosenberg) Die Iterationsmatrix C'; € R™*"™ des Jacobi-Verfahrens
sei nichtnegativ. Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

i) o(Cy) = 0(Cgs) =0
ii) o(Cy) = 0(Cgs) =1

iii) 0 < o(Cgs) < 0(Cy) < 1
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iv) 1< 0(Cy) < 0o(Cgs)

Beweis. Siehe [Hammerlin/Hoffmannl. m}

Die Voraussetzung C'; > 0 ist insbesondere dann erfiillt, wenn die Matrix A positive Diagonal-
elemente und nichtpositive Nichtdiagonalelemente besitzt, d.h. a;; > 0, a;; < 0 fiir ¢ # k. Dieser
Fall liegt auch im folgenden Beispiel vor.

Beispiel 2.4.11
2 -1 0 0 0% 00
-1 2 -1 o0 I B ERE
A= | o ||=C=-DL+R)=]|2 1L
0 0 -1 2 004210

Die Iterationsmatrix ist nichtnegativ, o(Cy) = # ~ 0.809 < 1 und somit folgt, dass das
GauB-Seidel-Verfahren schneller ist als das Jacobi-Verfahren!

Bemerkung 2.4.12 Dass das GauB-Seidel- Verfahren nicht immer besser sein muss als das Jacobi-
Verfahren oder aus der Divergenz des Jacobi-Verfahrens nicht auch die Divergenz des GauB3-
Seidel- Verfahrens folgen muss, zeigen die folgenden beiden Beispiele.

Beispiel 2.4.13 (Jacobi- immer schlechter als Gau}-Seidel-Verfahren?)

i) Die Iterationsmatrizen C'; bzw. C'gg zur Matrix

1 2 =2 2

1 1 1 0

A= 2 2 1 2

-1 -2 11

lauten

0o -2 2 =2 0o -2 2 =2
-1 0 -1 0 _ 15, |0 2 =3 2
C;= 9 9 g —9 bzw. Cgs=—(L+ D) "R= 0 0 2 -9
1 2 -1 0 0 2 —6 4

mit den Spektralradien o(C;) = 0 und o(Cggs) ~ 7.3850.

ii) Die Iterationsmatrizen Cj bzw. Cg zur Matrix

3 —2 -1 1

111 2 -2 1

A4=311 22 2 2

1 -2 11

lauten

0 4 2 =2 0 4 2 =2
1 {-3 0 6 -3 _ 1, 1[0 =2 5 =2
Cj—g 3 6 0 -6 bzw. Cgg = (L+D) R—g 0 —4 4 _7
-6 12 -6 0 0 -4 4 5

mit den Spektralradien o(C'y) ~ 1.4527 und o(Cgs) ~ 0.9287 < 1.
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Bemerkungen 2.4.14 i) Die obigen Iterationsverfahren lieBen sich in der Form
c* ) = B=Y(B — A)z® + B71b = cz® 44

schreiben. Da die Iterationsmatrix C' fiir alle k konstant ist, spricht man von stationiren
Iterationsverfahren.

ii) Das quantitative Verhalten solch stationdrer Verfahren lédsst sich durch die Einfiihrung eines
(Relaxations-) Parameters w verbessern:

2® ) = (Ca® +d) + (1 — w)a®

Fiir 0 < w < 1 spricht man von einem Unterrelaxationsverfahren und fiir w > 1 von
einem Uberrelaxationsverfahren. Man kann zeigen, dass der optimale Parameter fiir eine
positiv definite Matrix A beim gedidmpften Jacobi—Verfahren

2
“opt = Amin(l)_lfél) + )\max(D_lA)

lautet und fiir das iiberrelaxierte Gaul3-Seidel- Verfahren (SOR = successive overrelaxation
method) angewandt auf eine positiv definite Matrix A = L+D-+L" ergibt sich der optimale
Parameter zu

2
1+ v Amin(DTA) + Amax (D + 20)D-1(D + 2LT) A1)

Wopt

Ergebnisse fiir allgemeinere Fille findet man z.B. bei [Niethammer].

iii) Die Bedeutung der oben genannten Iterationsverfahren liegt heute weniger in deren unmit-
telbarem Einsatz zur Losung von Ax = b, sondern auf Grund deren ,,Glattungseigen-
schaften® als Beschleuniger anderer moderner Verfahren (vorkonditioniertes konjugiertes
Gradienten—Verfahren, Mehrgitter).

2.5 AbbruchKkriterien

Da ein Iterationsverfahren aufeinanderfolgende Niherungen der Losung liefert, ist ein praktischer
Test notwendig, um das Verfahren zu stoppen, wenn die gewonnene Approximation genau genug
ist. Da es nicht moglich ist, den Fehler e*) := z — z(®) d.h. den Abstand zur eigentlichen
(gesuchten) Losung, zu bestimmen, miissen andere Quantitidten gewonnen werden, die meist auf
dem Residuum r = b — Ax basieren.

Die hier vorgestellten Verfahren liefern eine Folge (l‘(k)) von Vektoren, die gegen den Vektor x
streben, welcher Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b ist. Um effizient zu sein, muss
die Methode wissen, wann sie abbrechen soll. Eine gute Methode sollte

i) feststellen, ob der Fehler e(®) := z — 2(%) klein genug ist,
ii) abbrechen, falls der Fehler nicht weiter kleiner wird oder nur noch sehr langsam, und
iii) den maximalen Aufwand, der zur Iteration verwendet wird, beschrinken.

Das folgende Abbruchkriterium ist eine einfache, aber hiufig geniigende Variante. Man muss
hierzu die Quantititen maxit, ||b||, tol und wenn moglich auch ||A|| (und ||A~!||) zur Verfiigung
stellen. Dabei ist

e die natiirliche Zahl maxit die maximale Anzahl an moglichen Iterationen des Verfahrens,
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e die reelle Zahl || A|| eine Norm von A, (jede einigermaBen verniinftige Approximation des
betragsgroBten Eintrags in A geniigt schon),

e die reelle Zahl ||b|| eine Norm von b (auch hier geniigt eine einigermaBen verniinftige Ap-
proximation des betragsgrofiten Eintrags in b),

e die reelle Zahl tol eine Schranke fiir die Grofie des Residuums bzw. des Fehlers.

MATLAB-Beispiel: Beispiel eines verniinftigen Abbruchkriteriums

k = 0;
while 1
k =k + 1;
% Berechne die Approximation x~ (k)
% Berechne das Residuum r~ (k) = b - A x~ (k)
% Berechne norm_ak = || A * x" (k) ||, norm_rk = || r (k) ||
% und norm_b = || b ||
if (k >= maxit) | ( norm_rk <= tol % max( norm_ak, norm b ) )
break
end
end

Da sich nach einigen Iterationen der Term || Az(*)|| nicht mehr groB indert, braucht man die-
sen  nicht immer neu zu  bestimmen. Zu  bestimmen st  eigentlich
le®)| = A1) < [A=Y[||=®)]|. Man beachte, dass man
|A~1B|| bei den bisherigen Verfahren mit der Neumannschen-Reihe abschitzen kann: Es gilt
g ) = B~1(B — A)z® + B~ = C2® + dund

1
B'A=1-BYB-A)=I-C sowie |[A7'B|=|I-0)""< TR
2.6 Gradienten—Verfahren
Im Folgenden nehmen wir stets an, dass
A € R™"™  symmetrisch positiv definit (s.p.d.) ist. 2.11)

Wir ordnen nun dem Gleichungssystem Ax = b, b € R™, die Funktion
1
f:R*" =R, f(z):= ixTA:v — bl

zu. Man sieht leicht, dass die Funktion aufgrund von (2.11) strikt konvex ist. Der Gradient von f
ist f'(z) = (A + AT)z — b. Da A = AT nach Voraussetzung (2:T1), lautet die Ableitung

f(z) =V f(x)=Ax —b.

Notwendig fiir ein Minimum von f ist das Verschwinden des Gradienten, d.h. Ax = b. Da die
Hesse-Matrix f”(z) = A positiv definit ist, liegt fiir die Losung von Az = b tatséchlich ein
Minimum vor. Das Minimum ist eindeutig.
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Mit arg mﬁ@n f(y) bezeichnen wir denjenigen Wert aus R”, der den Term f minimiert, d.h.
yeR™

= mi falls  := i .
fle) = min f(y), falls 2 := arg min f(y)

Idee:

Az =b <= x =arg min f(y)
yeR”

mit f(y) := %yTAy — Ty, f:R* =R,

Bewiesen haben wir soeben das folgende Lemma.

Lemma 2.6.1 Es sei A € R™*"™ symmetrisch positiv definit, dann gilt

Ar =b <= z =argmin f(y).
yGRn

Beweis. Man verwandet die Darstellung

1
fz) = f(z*) + i(x —2))TA(z —2*) mitz* := A~ 'b. (2.12)
Hieraus folgt f(z) > f(z*) fiir x # x*, d.h. 2* := A~ 'bist das eindeutige Minimum von f. Man
beachte dabei, dass (2.12) ein Sonderfall der folgenden Entwicklung von f um einen beliebigen
Wert © € R" ist, welche sich durch ausmultiplizieren zeigen lésst:
1

flx)=f(&)+ (x — 2, AT — b) + i(x -7, A(r — 7))

O

Folgerung: Man kann also Verfahren zur numerischen Optimierung/Minimierung verwenden, um
das lineare Gleichungssystem zu 16sen.

Der Gradient ist die Richtung des steilsten Anstiegs, also kann man —V f als Abstiegsrichtung
wihlen und entlang dieser Geraden ein Minimum suchen.

Gradienten—Verfahren (allgemein):
EsseiQCR", f: Q2 —R, 20 e Q Startwert, fir k = 1,2, 3, ...

1) Bestimmung der Abstiegsrichtung: d¥) := —V f(z(¥)

2) Liniensuche: Suche auf der Geraden {z*) 4 td®) : t > 0} N Q ein Minimum, d.h.
bestimme A > 0 mit f(z(¥) + A\;d®) < f(2(®) und setze

2D Z 58 g0

Bemerkung: Daraus folgt f(z(©) > f(z(M) > f(z?) > ...

Fiir die quadratische Funktionen f(z) = 27 Az — bTz und © = R” kann man 1) und 2) leicht
berechnen: Da V f(z) = Ax — b, ergibt sich d¥) = —V f(z*)) = b — Az®). Sei p € R™\ {0}
und F'(\) := f(x + Ap), dann gilt fiir die Liniensuche

FQA) = flz+Ap)

1
= §<fv + Ap, A(z + Ap)) — (b, + Ap)

= Jlm Ax) — (ba) + Alp, A — B) + SN (p, Ap) 2.13)

= f(z)+ Xp, Az — b) + %Vm Ap).
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Da p # 0 nach Voraussetzung, folgt (p, Ap) > 0. F ist also eine quadratische Funktion mit
positivem fithrenden Koeffizienten. Somit folgt aus

0= F'(\) = (p, Az — b) + A(p, Ap), (2.14)
dass der Parameter

(p,b— Azx)

Aopt (T, p) = o An (2.15)

zu gegebenem Vektor p € R™ \ {0} das Funktional F'(\) := f(x 4+ Ap) minimiert.

Fiir allgemeine Funktionen f wird die Liniensuche angenihert, z.B. mit der Schrittweitenregel
von Armijo.

gﬁk(O') = f(Lk + O'dk)

flar) +70(V f(zx) " d

f(@e) + o(Vf(ax) " dy

akzeptierter Bereich

Abb. 2.5: Optimale Wahl des Ddampfungsparameters

Schrittweitenregel von Armijo:
Wihle 3 € (0,1) (z.B. 8= 3)und vy € (0,1) (z.B. v € [1073,1072))
Bestimme die groBte Schrittweite o, € {1, 3, 32, 32, ...} mit

F@W) = f(@® + 0pd®) > —403,V f(2)Td®) |

d.h.

F(@® 4+ 0pd®) < f(2®)) 4 70, VF (2T a®)

Formulieren wir nun das Gradienten—Verfahren mit der optimalen Schrittweite (2.15)) in folgendem
Algorithmus.

Algorithmus 2.6.1: Gradienten—Verfahren: Az = b
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Input: Tnitial guess z(0)
r0) = b — Az©)

Iteration: £ =0,1,...

a®) = Ark)

Aopt 1= (rk) ()Y / (k) q(R))
pk+1) .= (k) 4 )\Optr(k)

P4 ) 3 (R)

opt @

Man beachte:

rH) = — Azt = — A(2®) 4 App r ) = 7 (B) — Ny Ar(F)

Wir untersuchen nun die Konvergenz des Verfahrens fiir quadratische Funktionen. Hierzu bietet

sich die sogenannte Energienorm an

|z]|a := VaT Az, (A€ R™").

Man beachte: alle Normen auf dem R sind dquivalent.

Lemma 2.6.2 Essei A € R™™™ positiv definit und =* € R"™ erfiille Ax* = b. Dann gilt fiir die durch das Gradienten—Verfahren erzeugten Iterierten z (k) folgende

Absahdtzung:

Beweis.

(k) (k)y2
(k4+1) %2 (k) %2 _ (rt®), rU)
Il "4 < = x" | (1 EOWEGR <'r(k),A71r(k)>> :

Es gilt

. 1
f(xUH'l)) — f(ar(k) + Xopt T.(k)) — Ekipt«r(k)’ Ar(k)> _ Aopt<7”(k)1"”(k>> + f(x(k))

1 <T.(k)’,,.(k)>2 <T.(k)’.,'(k)>2
2 (), Ar(R)) T ), Ap()y

1 (r(R) | (k)2

_ (k) -
= f®) + D Ay

f(z(k)) _

Fiir die exakte Losung z* von Az = b gilt fir x € R™

1 1 1
f(z*)+5uz—z*ui:5<z*,Az*>—<b,z*>+5<z—z*,A(z—z*>>
= (@7 AT = (27,0) + (@, A7) — (@, A2") + (a7, Az”)

= (", Az™ —b) + %(z, Az) — (z,b)

=f(z), dhz-2"|% =2(f(2) - f("))

also mit m

2D — 2% = 27 @* D) —27@") = 27 FD) — 27 @®) + 12 — 2" )15
(r(F) | p(k)y2

=z — o) -
() Ar (k)

A

Mitr(F) = b — Az(F) = A(z* — 2(F)) folgt wegen

120 — 1% = 12" =™ = @ =2, A" —2™))

_ (AilA(a;* _ w(k)),r(k)) _ <7.(7€),A*17.(k)>

die Behauptung.

Frage: Was sagt Lemma@bzgl, der Konvergenz und Kondition aus?

Lemma 2.6.3 (Kantorowitsch-Ungleichung) Es sei A € R™ %™ symmetrisch positiv definit und r := ko (A) := || Al|2 | A~ ||2. Dann gilt fiir alle = € R \ {0}
z, Az) (z, A g 1 2
EAN@ATE LRy V)
(z, x)2 4

Angewandte Numerik 2, 7. August 2014



Abschnitt 2.6: Gradienten—Verfahren

59

Beweis. Die Eigenwerte von A seien geordnet gemi

0< A1 <A <

‘SAW,,H:Z»

Da A symmetrisch ist, existiert eine orthonormale Matrix Q mit Q7 AQ = A = diag (\;). Firy = Q™ x gilt dann

n
zT Az = ITQAQTz = yTAy = Z )\iy?,

i=1

sowiez Tz = zTQQTz = yTy, also

(22) (220)

z2TA e = 2T Qa1 QT

z_z)\—l 2

i=1

(z, Ax) <a:,Aflac) < n > ( oo )
= = iz Ao Tz 2.17)
(@2)2 [ Zr) N
y2
mit z; := —2= . Man beachte Z z; = 1.
IIU|I i=1
FirA;1 < a < An folgt
0> (a—A)(@—An) =a? —a(A1 + An) + A1 An
und somit N
A1An
AMAn + A% <A1 +An) = X 4 Ay <A+ An (k=1,...,n).
k
Es gilt nun
L w A1dn A1An A1 An
MAn DA E+ DD Az = T )m A (A2 )zt + A ) 20 <A1+ An,
i=1 i=1 A1 A2 An
d.h.
n A An — A
Z)\1_1 <M + An
i=1 A1An
mit A := Z X z;. Somit lasst sich {ZT7) abschéitzen durch
=1
(z, Az) (z, A" a) N
(z,2)2 - A1An ’
=:h()\)
Fiir welches A wird nun das Polynom A maximal?
A+ An — A A A A 2 A An
Wy = ronz — 2t An Lo oo MitAn
A1 An A1 An A1 An A An 2
() = — <0 = \" maximiert b
A1An
d.h.
AL+ An)? 1 A An 1 2
max  h(\) = h(A*) = QatA)” LM n - \/E+ \/n_l)
AE[NT,An] 401 An 4 4
[}

Satz 2.6.4 Es sei A € R™" positiv definit und x* € R" erfliille Ax*

Gradienten—Verfahren
l2®) — 2|4 <

Beweis. Lemmaliefen die Abschitzung

Hm<k+1) _

und mit Lcmmamcrgibt sich

2 k 2
2% < 2™ - 213 (1 -

= b. Dann gilt fiir das

k—1\"
T ) 10—
KR
(r(F) (k)2
(r(®) | Ar(R)y (r(k) | A*lr(k)>>

(PR (B)y2 (\F+\/ )
7<7~<*A/>,Ar(’v>><r<’€>,A—1r<’v>>Sl%(‘r+ Bl (JMW)
_K+2+n_174_n272n+1_ k—1\2
T k424 k-1 2+2n+17(m+1>
m}
Bemerkungen 2.6.5 i) Fiir groBe « gilt
f<;—1_ K 1 ~1 1
k+1 k+1 k+1~ =~ k+1’

also sehr nahe bei 1, d.h. geringe Konvergenzgeschwindigkeit!
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ii) Dies tritt auch schon bei einfachen Beispielen auf:

A—(O a>,a>>1,b—(0> und xz\"V = )

daraus folgt (Ubung):
(az(k+1)> < (k) ) " a—1
= mi =
veer ) P\ —y® SRS

wegen a = ko(A) ist das genau die Rate aus Satz[2.6.4)

iii) Anschaulich sieht man ein ,.Zick—Zack—Verhalten® der Iteration, vgl. Abbildung[2.6

Gradientenverfahren mit exakter Liniensuche

0.5~ 4

0.4r bl

031 4

Abb. 2.6: Zick—Zack—Verhalten des Gradienten—Verfahrens mit exakter Liniensuche.

2.7 Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Verfahren der konjugierten Gradienten (englisch: conjugate gradient, auch cg-Verfahren ge-
nannt) wurde 1952 von von Hestenes und Stiefel entwickelt. Man konnte zunichst zeigen, dass
dieses Verfahren nach n Schritten die exakte Losung liefert, wenn keine Rundungsfehler auftreten.
In diesem Sinne ist das cg-Verfahren ein direktes Verfahren. Fiir groe n ist diese Aussage aber
wertlos. Erst 1971 gewann das cg-Verfahren durch die sogenannte Vorkonditionierung enorm an
Bedeutung und heute gehoren vorkonditionierte cg—Verfahren zu den schnellsten Verfahren, die
sehr oft verwendet werden. Fiir das Beispiel der 2D-Standardmatrix (Beispiel [2.0.4) ist das cg-
Verfahren ab einer Systemgrofle von 2000—4000 Variablen deutlich besser als das Gauf3—Verfahren
bei zusitzlich erheblich geringerem Speicherbedarf.

Idee: Vermeide Zick—Zack—Verhalten durch Verwendung von Orthogonalitét bzgl.

(.T, y)A = xTAy 3

dies ergibt ,.konjugierte Gradienten“, daher der Name cg-Verfahren. Das Skalarprodukt bzgl. des-
sen man Orthogonalitét misst, ist also durch die Matrix selber bestimmt.
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Bemerkungen 2.7.1

i) Zwei Vektoren x,y € R™ heiBlen konjugiert oder A-orthogonal, falls (z,y)4 = 0.

i) Sind die Vektoren {z"), ... 2(¥)} paarweise konjugiert, d.h.
(x(i)’x(j))A = 5”“1:@)”124 ’ x(z) #0 (Zvj € {1’ RRE k})v
dann sind {z(V ..., 2(®)} Jinear unabhiingig.

iii) Jeder Vektor x € R™ besitzt eine eindeutige Entwicklung

T = Z apd®
k=1

beziiglich konjugierter Richtungen {dV), ... d"™}. Aus folgt

(@, d) 4= (dP,dD)4 = alld?|3,
=
:5ikHd(l)HA
also (T
_ (dW)T Az _

iv) Fiir die Losung x* von Ax = b gilt offenbar

RV ONWON

Lemma 2.7.2 Seien {d(l), . ,d(”)} konjugierte Richtungen. Fiir jedes (00 € R"™ und

(r(k=INT q(k)

k) .__ k

o) = D) | g g =

gilt nach (hochstens) n Schritten (W) = A-1p,

Beweis. Aus Z19), Z20) folgt fiir * = A~ 1p,

n (k)T * _ £(0) (BT (p — (0)
e @y @)TAE =) @)T (b~ A2(®)
x x = kzz:l & d mit & = (d(k))TAd(k) = (d(k))TAd(k)

Dad® zud(®) i # k, konjugiert ist, gilt

k—1 k—1
(@FNT A@F—D — 50y = ()T 4 (Z aid(i)> =3 a;@*)Taa® =o,
i=1 i=1 N—r
—o,da ik

also

(d(k))TA<m* _ x(o)) = @NT g — gDy 4 (d(k)>TA(m(k—1) — (0

=0

= @"NT (- acF=Dy = @FNHT k=D o 5 = oy,

womit die Aussage bewiesen ist.

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(]

Bemerkungen 2.7.3 i) 7™ = b— A2® wird als Residuum von Az = b bzgl. 2(¥) bezeich-

net.
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ii) Lemmal[2.7.2besagt, dass das Verfahren ein direktes Verfahren ist, welches nach n Iteratio-
nen konvergiert. Also:
A sparse = O(n?)

(dies ist nicht optimal).
iii) Wie in gilt

b= o a®)y = 2 @® 4d®) 4 (@® (AzED gy

dA
d.h.
F@®) = f@® D + apd®)) = min F@®D 4 xd®)
€
dann ist
o AW, (st — b)) D a0
opt = = = Qg .

(d®), Ad®) (A, Ad®)

Satz 2.7.4 Seien {dV),...,d™} konjugierte Richtungen und v\¥) (k = 0,... n — 1) die durch
(2.20)) definierten Residuen. Dann gilt

(r"NTdD) =0 bzw. r*® L Uy = span{d™,...d®} 1<k<n,1<j<k). 21

Beweis. Nach @20) gilt fir k € {1,..., n}

k
PR =y ag(R) = (D) akAd(k) = (B2 _ qk=1) yq(k—1) _ akAd(k) = =0 _ Z ajAd(j) .
j=1
Daraus folgtnun fir 1 < j < k

k
(r(k))Td(ﬂ — (T(O))Td(j) _ Z o (d“))TAd(j)
=1
(rG=NT g()

— (rONT 4G _ (. (gONT 4 q0) — (p(ONT 4()
=HTq aj (d9)T Ad rONHTq VT A

(d(j))TAd(j)
j—1

— ((T(0)>T _ (T(j—l))T)d(j) — Z o (d(['))TAd(j) -0
=1

womit der Satz bewiesen ist. O

Frage: Wie sind nun die d*) und damit erzeugten Teilrdume span{d("), ..., d®)} zu wihlen?

Falls (9 £ 0 gilt (sonst ist (?) schon die gesuchte Losung) setzt man d(V) = (0,

Fir ¥ = 1,2,3,... verfahren wir wie folgt: Falls k) #% 0 (sonst wire ja z(k)
schon die gesuchte Losung), gewinnt man formal d**1) mittels des Gram-Schmidtschen-
Orthogonalisierungsverfahren aus 7(*) und den schon bestimmten konjugierten Richtungen

dV, ... d® dh.
kB AqW)
(1) _ (k) N~ LAY
dk+D) — 5 §:<d(j)’Ad(j)>d . (2.22)

Damit das ganze Verfahren effizient wird, bendtigen wir noch folgende Eigenschaft
Ad® € Uy = span{dV, ..., d*+D} = span{r® ... +®)}

wenn (¥} = ( gilt. Denn daraus ergibt sich (r*) AdW)) = 0 fir 1 < j < k — 1 und 2.22)

verkiirzt sich zu i N

(r®), Ad®) o

(d®), Adk))

N———
=:Br41

dE+D) — (k) (2.23)
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(Beweis: Aus der Definition von r(*) = r(*=1) —q; Ad*) folgt sofort Ad*) e {r©, ,r(k)}, da
rk=1) ¢ U®=1 und ap # 0 gilt. Die Gleichheit von Uy, und {r(® ... r(*)} ergibt sich aus
Aufgabe ??.)

. . . . (T.(k—l))Td(k)
Fiir den Algorithmus schreiben wir nur noch ay, B um: o =

(@7 aqm und

(T(k_l))Td(k) _ (T(k_l))T?"(k_l) — By (T(k_l))Td(k_l) also
—_—

=0
B (T(kfl))TT(kfl)
% = T AT (2.24)
und wegen ay, (r®)TAd®) = (r=1) — pENTp(k) — _ (k)T (k)
(NT A q(k) (kT (k) (kT (k)
(r"N* Ad (rNty _ (r&) ' (2.25)

Pr+1 = ANT Ad®) — ~ a (dENT Aqdk) rk=1)Tp(k=1)
(d®) K(d™) (rte=)

Bemerkung 2.7.5 Die Ausdriicke (2.24), haben sich als numerisch stabiler und
Speicherplatz-optimal herausgestellt.

Algorithmus 2.7.1: Konjugiertes Gradienten—Verfahren (cg-Verfahren): Ax = b

Input: Tnitial guess z(©

r(0) = b — Az©)

d .= 0)

Iteration: £k =1,2,... as long as k<n and r®) #£0
a®) .= Aq®)
oy, == pE=1 /(d®) q(F))
x(k) = x(kil) _|_ (a2 d(k)

k) k)

74( = r(kil) - ak a(
pr 1= (4,10

dk+D) .= (k) 4 ,Jf’sz)u d)

Satz 2.7.6 Es sei A symmetrisch positiv definit. Fiir das cg-Verfahren und x* = A~'b gilt folgen-

de Abschditzung
. VE-—1 F .
Hx(k) —za<2 <\/E+ Hx(O) — 2l

Beweis. Der Beweis gliedert sich in 4 Schritte. Es sei ek .= g* — (k)
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(1)  Zuerst zeigt man induktiv, dass Polynome py, € Pp, k = 0, ..., n — 1, existieren mit
k
e = pp()e®, pi(0) = 1. (2.26)
k =0: Klar!
k —1 = k: Ausder Definition Z20) folgt

akd(k) (R (k1) o (R—1) (z* — m(k)) — (k1) e(k),
bzw. e(F) = e(k=1) _ akd“c).Mit@ergibt sich nun

a®) Z (=1 g g g g b (k) (k1)
QA

Al — 2Dy 4 B (e(F=1) _ (k=2
ap—1

( B I+A) =1 _ P (k-2)

ap—1 ap—1

g

Qp—1 —1

w{ <’B—’“1+A> D) - g ) e,
k

=:qp (A) , 4 €F
also

e = =D —apa® B pD (4)e® — ) d® = [py_1(4) = apdr(4)] ).
———

=:pp (A)

(2) Nun zeigt man, dass fiir alle qj, € Py, mit g, (0) = 1 die Ungleichung He(k) la < llak (A)e(o) || A gilt. Zuerst halten wir r(B) = p - Az =
A(z™* — z(k)) = Ae®) fest. Des Weiteren gilt fiir beliebige 0'(0), ey o(*=1) ¢ R (beachte: (r(j))T (k) = Sk

(k)”?4 — (e(k))TAe(k) — (r(k>)Te(k)

k—1 k—1 k—1
= (T‘(k))T (e(k) + Z D‘j?"(])> = (r(k))T <e(k) + z o'jAe(J)> = (Ae(k))T <pk(A) + Z o'jApj(A)) &0

lle

j=0 j=0 j=0

Sei gx € Py mit g5 (0) = 1 belicbig. Da dic {p(*), ..., p(" 1)} lincar unabhingig sind, folgt aus der letzten Umformung, dass cs cindeutig bestimmte
5(0), e, 5k =1) existieren mit

k—1
ae(t) =pr(t) + > &5tp; ().

j=0

Mit o; = &; und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt also

1 1 1 1
k)2 k 0 5 (k 5 0 5 (k 5 0 k 0
e 1% = (™), gy (4)e(®) = (A2 e®), 42 (A)e(D) < a2 P a2 g (A)eO) = 6P 14 - llar(A)e D)4 -
‘Wir haben somit gezeigt, dass
le®™ )l a < llgi(A)e |14 firalle gp € Pp, g (0) =1 @27

gilt.

(3) Die Eigenwerte von A seien 0 < Amin = A < -+ < Ap = Amax.Esgelte A = QAQT mit QQT = QT Q = I'und A = diag(Aq, ..., An).

Beachtet man weiterhin qj, (A) = g5, (QAQT) = Qqi (A)Q™ . so schitzt man wie folgt ab

lae(De@1% = () TQar() QTRAQTQak(8) QTel® = ()T Qar(8) Agr (1) QT
2
2 (0)\T T _(0) (0)\T 4 ,(0)
max qr (A e QAQ" e < max qr (A e )T Aet (2.28)
peaax | a0 ) <AE[AmMmax]| K )|> (
d.h. es gilt
A)e©® < 1e'® . max A -
llar(A)et™lla < lle[la A5 [ar (V)]
(4) Man sucht nun Polynome py,, die die rechte Seite minimieren. Man kann zeigen, dass die Tschebyscheff-Polynome T : R — R (k = 0, 1, . . .) definiert als

Ty (x) :=

[(Hm_l)%(x_ xz_l)k]

1
2

auf [—1, 1] folgende Eigenschaften haben
T(1) =1, [Th()| <1 ¥V—1<a<1

und minimal bzgl. || - ||oo unter allen Polynomen p € P mit p(1) = 1 sind (siche Angweandte Numerik I). Gesucht ist nun eine Transformation, die
[Amin» Amax] auf [—1, 1] abbildet. Somit ist T, () := T}, (%’;‘E{:b) minimal bzgl. || - ||co auf [Amin, Amax] unter allen Polynomen
min x

aus p € Pg mit p(Amax) = 1. Man wihlt also

A Amin — 2 A Ami
ax (2) := Ty, ( max T Amin Z) /Tk ( max T Amin >
Amin — Amax Amin — Amax
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auf [0, Amax] , g, (0) = 1.
Daraus folgt

min max

a4 (0)=1AE[X1,An
T, Amax + Amin -7, Amax + Amin
Amin — Amax Amax — Amin

z+\/z2777ﬁ+1+\/n2+2ﬁ+1—n2+2m—1 1 _ (VE+1)2 _VE+1

1
MM ——————
1)l (7, (e min )|

Amin —Amax
und

a2 3 vy

K —

= 541

mit z = P , also

(=12 L VTV S

k=1

womit der Satz bewiesen ist.

Bemerkung 2.7.7 (i) Im letzten Beweis wurde unter (3) (siche (2.28))) gezeigt, dass

e, < A [1e©
llar(A)e “A_)\e{?}?.}.(,)\n}‘q( e la

gilt. Daraus folgt sofort, dass das cg-Verfahren nach m-Schritten terminiert, wenndas Spek-
trum von A nur m verschiedene Eigenwerte besitzt.

(ii) Man beachte, dass sich der Fehlerreduktionsfaktor im Vergleich zum Gradienten—Verfahren
(vgl. Satz[2.6.4) durch die Wurzel reduziert.

2.8 Vorkonditionierung, das pcg-Verfahren

Die Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit des cg-Verfahrens hiangt gemif Satz mo-
noton von der Kondition x der Matrix A ab. Ziel dieses Abschnittes ist es daher, das Problem
Az = b so zu transformieren, dass die enstehende Matrix moglichst ,,gut konditioniert (d.h. x
moglichst klein) ist.

Idee: Betrachte anstatt

Ax = bmit A s.p.d. (2.29)
A7 =bmit A= P 2AP 2 7= Pizundb= P2 (2.30)
mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix P € R"*™, dem so genannten Vorkonditio-

nierer (manchmal auch Prikonditionierer genannt), und wende hierauf das cg-Verfahren an.
Beachtet man, dass

7®) =b— Az® = p=3p— P2 AP 2 P22® = P2 (b — Az¥)) = pmap(R)
gilt und setzt
7® = P22® sowie d¥) = P%d(k),
so erhélt man

<f(k) C{(k)> <r(k)7 d(k)>

U=, AgR)Y T (d®, Adwy — M = ay = ay
kD — z(0) 4 5, k) = Pk + akP%d(k) = D) — 20 4 o q®)
Flk+1) — 5(R) 5, AqR) = papk) _ osz*%Ad(k) o D) (B g AqR)

g0ty _ erny T, AdW)
d®), Ad(k))
_ bty (P, Ad®)
(d®) Ad*))

k1) _ pe1(er) _ (P

(k)

“Lp(k1) | A g(R))y

(
=d (AP, Ad)
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Insgesamt ergibt sich folgendes pcg-Verfahren.

Algorithmus 2.8.1: Vorkonditionierter Konjugiertes Gradienten—Verfahren
(pcg-Verfahren)

Input: Initial guess z(¥
r© .= p— Az©
d0) .— p=1,(0)
po = (d© )
Iteration: £t =1,2,... as long as k<n and r®) #£0
a®) .= Aqk)
p®HD = (k) 4 o) )
g1 i=r® — ay a®)
g B+ = p1p (D)
pri = (gD Rt

k+1) . (k+1 P k
4D = qo41) 4 pest g0

Pro Iterationsschritt benotigt dieser Algorithmus gegeniiber dem cg-Verfahren nur eine Multipli-
kation mit der Matrix P~ mehr. Doch dieser zusitzliche Aufwand rentiert sich, sofern sich die
Kondition #(A) der Matrix A = P 2AP2 gegeniiber der Konditionszahl x(A) des nicht vor-
konditionierten Systems ,,verbessert, d.h. abnimmt.

Beispiel 2.8.1 Eine sehr einfache, aber hdufig schon wirkungsvolle Vorkonditionierung einer
s.p.d. Matrix A mit nichtverschwindenden Diagonalelementen liefert die Wahl P! := D™,
also der Inversen der Diagonale von A. Man spricht in diesem Fall von diagonaler Vorkonditio-
nierung (oder auch Diagonalskalierung).

Beispiel 2.8.2 Man kann auch einige (wenige) Schritte des Jacobi- oder symmetrischen Gaufi—
Seidel-Verfahrens als Vorkonditionierer nutzen. Dabei entspricht Jacobi der Diagonalskalierung.
Symmetrisches GauB3—Seidel bedeutet folgendes: Beim klassischen GauB3—Seidel—Verfahren ist die
Iterationsmatrix ()gs = D + L nicht symmetrisch und kann also nicht als Vorkonditionierer
verwendet werden. Wihle also

Qsgs == (D+ LD Y (D+L)T =(D+L)D YD + R),

welches eine symmetrische (Iterations-)Matrix ist.

Man stellt die Iterationsmatrix nicht auf. Im pcg—Verfahren braucht man nur die Anwendung
des Vorkonditionierers auf einen Vektor r(*) zu kennen. Beim symmetrischen GauB3—Seidel—
Vorkonditionierer bedeutet dies, dass r(¥) der Startwert fiir einige Schritte des iterativen Verfahrens
ist.
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Bemerkung 2.8.3 Fiir Matrizen Ay, die aus der Diskretisierung der Gitterweite b > 0 von ellipti-
schen partiellen Differenzialgleichungen herriihren (wie unsere Standardmatrix in den Beispielen

und|[2.0.4) gibt es (asymptotisch) optimale Vorkonditionierer:
K,(AhBh) = 0(1) s h—0

(Oswald 1988, Bramble—Pascial-Xu 1989). Dies bedeutet, dass man einen Anfangsfehler um
einen Faktor reduzieren kann mit einer Anzahl von pcg-Schritten, die unabhinging von der Git-
terweite h (und damit der Matrixdimension) ist.

Bemerkung 2.8.4 Es ist klar, dass die Wahl des Vorkonditionierers P elementar von den Eigen-
schaften der Matrix A abhingt. Die Wahl eines geeigneten Vorkonditionierers ist daher oft nicht
leicht. Hat man aber einen gefunden, so erhéht sich die Konvergenzgeschwindigkeit betrdchtlich,
was besonders fiir groB3e lineare Gleichungssysteme von Bedeutung ist.
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ANFANGSWERTAUFGABEN BEI
GEWOHNLICHEN
DIFFERENZIALGLEICHUNGEN

Theorie (Existenz, Eindeutigkeit) und einige grundlegende Losungsmethoden fiir Anfangswert-
aufgaben gewohnlicher Differenzialgleichungen werden in den mathematischen Grundvorlesun-
gen behandelt. Ebenso wurde dort die Reduktion auf Systeme erster Ordnung gezeigt. Wir betrach-
ten daher hier nur die numerische Losung von Anfangswertaufgaben (AWA) fiir Systeme erster
Ordnung der Form

y = f(t,y), ylto) =1° 3.1)

wobei y : R — R”, y(t) = (y1(t),...,yn(t)T, 4 € R?, f : R x R® — R™. In der Praxis (z.B.
bei der Diskretisierung zeitabhingiger partieller Differenzialgleichungen) kann n jedoch sehr grof3
sein.

3.1 Theorie

Nach Hadamard (1906) heif3it ein Problem korrekt gestellt, wenn

1.) eine Losung existiert (Existenz),

2.) diese eindeutig ist (Eindeutigkeit),

3.) und stetig von den Daten abhéngt (Stabilitét).
Zu diesen Eigenschaften stellen wir einige bekannte Aussagen zusammen.
Satz 3.1.1 (Satz von Picard-Lindelof) Sei f : R x R™ — R"™ stetig auf dem Gebiet

R:={(t,y) : t € [to,to +a], |y — y°|| < b}
und geniige (in y) einer Lipschitz—Bedingung
1f(ty) = f(t 2l < Lily — 2l V(t,y), (t,2) € R.

Mit M := || f[| oo (r), @ := min{a, b} besitzt (B-1)) eine eindeutige Losung auf [to, to + cl.

Der Beweis geht iiber die Fredholm’sche Integralgleichung

y(t) =10 + / F(s,y(s))ds (3.2)

und dem Banach’schen Fixpunktsatz. Die Stabilitit wird in den Grundvorlesungen aber oft nicht
behandelt. Diese ist fiir die numerische Losung jedoch zentral. Daher geben wir die entsprechen-
den Resultate hier an.

Zur Motivation, betrachte die Anfangswertaufgabe v'(t) = u(t) v(t), v(t9) = ¢ mit der Losung

¢
v(t) = c-exp /u(s)ds . (3.3)
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Dies sieht man leicht durch Einsetzen. Andererseits ergibt (3.2)

t t

v(t) = wv(ty) —l—/u(s)v(s)ds = c+/u(s)v(s)ds. (3.4)

to to

Man kénnte nun den Ansatz verfolgen, dass wenn man (3:4) durch eine Integral-Ungleichung
ersetzt, so wird auch (3.3) zu einer Ungleichung mit einer rechten Seite, die nur von den Daten
abhingt!

Satz 3.1.2 (Gronwall-Lemma) Seien u,v auf [to,to + a] stiickweise stetig, u(t),v(t) > 0 auf
[to, to + a] und ¢ > 0. Falls

¢
v(t) <c+ /u(s)v(s)ds, t € [to,to + al, (3.5)
to
dann folgt
¢
v(t) < c-exp /u(s)ds , t € [to,to+ al. (3.6)
to

Beweis. Wir nehmen zunichst ¢ > 0 an und setzen

t
W(t) :=c+ /u(s)v(s)ds,
to

also folgt wegen @
v(t) < W(1),

sowie wegen u(t), v(t) > Oauch u(t) - v(¢) > 0 und daher

t
0<c<W(t)=c+ /u(s)v(s)ds, Vvt € [to, to + al,

to

also wieder mit @
W' () = u(t)v(t) < u(®)W(t),

sowie
w’(t) > 0.

Damit folgt wegen W (t) > ¢ > 0

W' (t)  u(t)v(h) < w(t)W (t)
W) W(@E) T W()

=u(t), Vi€ [to,to+al. 37
Daraus folgt

t
W'(s)

ds < u(s)ds,
o _t{ (s)

t
tog (F1X2) = 1og(W (1)) — log ¢ = los(W (1) — log(W(t0)) =
to

wegen (377). Also folgt wegen v(t) < W (t) die Behauptung fiir ¢ > 0. Fiir ¢ = 0 gilt natiirlich (33) fiir jedes & > 0 und damit wie oben

t
v(t) < ¢exp {/u(s)ds} , VYé>o0. (3.8)

to

Da nach Voraussetzung v (t) > 0 folgt aus (3:8) v(t) = 0, also gilt auch (3:6). O

Aus dem Gronwall-Lemma folgt nun direkt die Stabilitit der Losung einer AWA.
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Satz 3.1.3 (Stabilititssatz) Sei f : R x R™ — R" stetig auf dem Gebiet
RD = {(t7y) ite [tﬂuto +a]’ Hy_ Z” < b,Z € D})

mit D C R" offen und Lipschitz-stetig auf Rp bzgl. y mit Lipschitz—Konstante L. Fiir die nach
Satz eindeutige Losung y(t; to, z) auf [to, to + @], @ :== min {a, %} von y'(t) = f(t,y(t)),
y(to) = = gilt

ly(tsto, 2) = y(tsto, 2)[| < eH70l|lz = 2|, V2,2 € D. (3.9)
Beweis. Wegen
t
wltito.2) ==+ [ Fls,u(sito, 2)ds
to

erhilt man

t
W(tit, ) — y(tito, 2) = (= = )+ [ (s u(sit0,2)) = F(s. usito, )] ds,
o

also wegen der Dreiecks—Ungleichung und der Lipschitz—Stetigkeit

t
ly(t;to, z) — y(t, to, )|l < llz — 2| + /Ll\y(S;to,Z) —y(s;to, 2)|lds.
to

Mitc := ||z — Z||, u(s) := L,v(s) = ||ly(s; to, 2) — y(s, to, Z)|| sind alle Voraussetzungen des Gronwall-Lemmas erfiillt, also folgt (3:9) aus (3-6). [}

3.2 Einschrittverfahren

Das vielleicht einfachste Verfahren ist das Euler’sche Polygonzugverfahren, vgl. Abbildung[3.1]
Wegen /' (t) = f(t,y(t)) ist die Steigung zum Zeitpunkt ¢ von y durch f(¢,y(t)) gegeben, die

y(@) L -

Abb. 3.1: Visualisierung des Polygonzugverfahrens (Euler- Verfahren).

jedoch die Unbekannte y enthilt.

Die Idee ist nun die Steigung im Punkt (¢, y(¢)) (also y/(¢)) durch f(¢,y()) zu ersetzen und diese
diese in [t, ¢ + h| beizubehalten

yn(t+h) = y(&) + hf(t,y(2)).
Nun brauchen wir noch eine Diskretisierung der AWA in ¢

Y1) = f(ty(®),  ylto) =y" (3.10)
Wihle {¢;}7" und t,, = T (Endzeitpunkt), h; : = tj41 — t; (z.B. t; = to + jAl) und setze

Y =yl +hif(tj,y"), j=0,...,m—1 (Euler-Verfahren).
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Dies ist das einfachste Verfahren einer ganzen Klasse von Verfahren. Allgemeiner Ansatz: ersetze
in

tj+1

y(tin) = y(t;) + / £(s,y(s))ds 3.11)

das Integral durch eine Quadraturformel.

Definition 3.2.1 Seien {t;};>0 und y° gegeben. Die Folge

0
y° = y(to)
{ yj+1 = y] + th(fv tjahjvijyj+1)a ] = Oa 1a27 s (312)

heiBt Einschritt—Verfahren (ESV) und F' heif3t Verfahrensfunktion. Das Verfahren hei3t expli-
zit, wenn F nicht von y/+! abhingt, ansonsten implizit.

Bemerkung 3.2.2  (a) Bei einem expliziten Verfahren kann man y’*' direkt aus y/ berechnen,
bei impliziten bedeutet (3.12) ein (i.d.R. nichtlineares) Gleichungssystem. Dies kann man
z.B. mit Fixpunkt- oder Newton—Verfahren l6sen.

(b) Beim Euler—Verfahren gilt F(f,t,h,y,y) = F(f,t,h,y) = f(t,y(t)), das Verfahren ist
also explizit.

tit+1

Beispiel 3.2.3 Ersetze [; := [ f(s,y(s))ds in (3:I1) durch
t .

J
(a) die linksseitige Rechteckregel: h; f(t;, y(t;)), man erhilt das Euler—Verfahren.
(b) die rechtsseitige Rechteckregel: h; f(tj41,y(t;+1)), also gilt
F(f,tj, hj,y?, 97 = f(t; + hj,y7*1). Dies ist das sogenannte implizite Euler—Verfah-
ren.
(c) die Trapezregel: F(f,t,h,y,2) = 5(f(t,y) + f(t+ h, 2)).
(d) die implizite Mittelpunktregel: F'(f,t,h,y,2) = f(t + %, %(y + 2)).

Es stellt sich die Frage, wie man solche Verfahren bewertet. Eine erste offensichtliche Idee zur
lokalen Fehleranalyse besteht darin, die exakte Losung y(t) zur Zeit ¢ (als Startwert) in das Ver-
fahren einzusetzen und dann einen Schritt mit Schrittweite h zu machen. Der Vergleich der so
erhaltenen Approximation mit y(¢ + h) fiihrt auf den folgenden Begriff.

Definition 3.2.4 Sei z(t,t*,y*) die exakte Losung der AWA
v =fty), yt)=y"
(a) Der Ausdruck
n(t,h,y) == z(t+ h,t,y) — yn(t + h,t,y) (3.13)
heift lokaler Abbruchfehler des expliziten Verfahrens

yn(t +h,t,y) ==y +hF(f,t,hy).
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(b) Die GroBe

SRS

T(tv h7 y) = Th(t) =
heiBt Konsistenzfehler.

Bemerkung 3.2.5 Es gilt folgender Zusammenhang
n(t,h,y) = z(t+ h,t,y) —y(t) — hF(f,t,h,y) = h7(t, h,y). (3.15)

Nun stellt sich offensichtlich die Frage, wie man dies fiir implizite Verfahren definiert. Man konnte
analog zu (3.14) definieren

T(t, h,y) = %(z(t + h,t,y) — y) — F(f,t,h,y,z(t + h,t,y)). (3.16)

Im letzten Term steckt jedoch die unbekannte Losung zum Zeitpunkt ¢ + h. Daher betrachtet man

alternativ ausgehend von (3.13)), (3.13)
. 1
T(ta h7 y) = E (Z(t + hv t? y) - y) - F(f7 ta h7 Y, yh(t + ha tv y))

Nun gilt aber mit geeigneten ,,Zwischenfunktionen* £ mit dem Satz von Taylor und yp, (t+h, t, y)—
T(thoy) =7t hy) = F(fit.hyy,un(t+hity)) — F(f, 6, by, 2(t + byt y))

0
= 7F(f)ta h’yvg)(yh(t + hvt7y) - Z(t + hvtvy))

0z
= O(h5h(t)h7y))a
wegen ||£]| = O(h), denn

Also haben beide Ausdriicke dieselbe Fehlerordnung, man kann also die jeweils bequemere Va-
riante benutzen.

Definition 3.2.6 Ein ESV heilt konsistent (von der Ordnung p), falls

[ OhP), h—0", p>1,
”7'(‘,}%-)” _{ 0(1)’ h—>0+, le,

fiir alle fehlenden Argumente von .

Beispiel 3.2.7 Fiir das explizite Euler—Verfahren gilt wegen z(¢, ¢, y) = y(t), 2'(¢t,t,y) = f(t,y)
und mit ¢ € (0,1)
Sn(t,hyy) = z(t+h,ty) —y(t) — hf(t,y)
h2
= 2(tty) —y(t) +he (1t y) + 2"+ Chty) —y(t) = hf(Ey)

h2 "

h2
= S+ Chy(t+Ch)

2
= PR Gyt Ch) + 1y G+ Ch 0+ Ch))
= O(h?), falls f e C,

also ||73|| = O(h). Das Verfahren ist also konsistent von erster Ordnung.
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Beispiel 3.2.8 Das implizite Euler—Verfahren hat ebenfalls Konsistenzordnung 1, die beiden Ver-
fahren aus Beispiel [3.2.3](c), (d) haben Ordnung 2.

Nun will man den Zusammenhang zur Konvergenz herstellen. Dazu benétigen wir aber zunéchst
eine Definition des Konvergenzbegriffes, welches wir nun einfithren mochten. Ein ESV liefert
Néherungswerte nur zu diskreten Zeitpunkten ;. Dazu brauchen wir ein Fehlermal3. Dies be-
schreibt den globalen Fehler fiir alle Zeitpunkte.

Definition 3.2.9 Sei A := {t;}7'4 ein Gitter und ya :== A — RY eine Gitterfunktion (eine
Approximation der Funktion 3y : R — R?), dann heiBt

en: A= RE en(t) :=y(t) —ya(t), teA,
der Gitterfehler und
lealloo = max[lea(t)]
der Diskretisierungsfehler.

Definition 3.2.10 Fiir A wie oben sei

ha := max h;, h;: =t 1 —1t;.
0<joma J J+ J

Eine Familie von Gitterfunktionen x A konvergiert gegen x (mit der Ordnung p), falls

_ O(hg)a p>1
HEAHOO—{ 0(1), p=1 , ha—>0+.

Offenbar beschreibt die Konsistenz das lokale Fehlerverhalten des Verfahrens, die Konvergenz das
globale Verhalten auf dem ganzen Gitter. Um von der Konsistenz auf die Konvergenz schliefen zu
konnen, beantworten wir die Frage, wie sich lokale Fehler akkumulieren. Dies ist eine Frage der
Stabilitdt. Dazu benotigen wir folgendes Resultat.

Lemma 3.2.11 (Diskrete Gronwall-Ungleichung) Seien {0;}ien,, {ni}ieny {zi}ien, Folgen
mit d; > 0, n; >0, z; > 0 und

Zmt1 < (L+0m)2m +Mmy, m=0,1,2,..., (3.17)
dann gilt
m—1 m—1
om < 20+ Y mj | exp 5; |- (3.18)
§=0 j=0

Falls speziell §; = 6, nj =), dann gilt

Lgmd 1), §>0
zm§z06m5+77{;5n(€ ) 5:07

Beweis. Wir fiihren die Behauptung auf den kontinuierlichen Fall (Gronwall-Lemma, Satzm zuriick. Zunichst folgt aus m rekursiv
Zm+1 < A +dm)zm +1mm = 2m +mzm +Mm < 2m—1 +Im—12m—1 +mzZm + Mm—_1 + 1m

m m
< e <zo+ Y Sz (3.19)
j=0 j=0
Definiere nun

m m
Ci=zo+ »_ ny, v(@) =D zixy,j+1@), w@) = > &x(, 41 @),
j=0 7=0
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dann gilt fiirt € [€,€ + 1], 0 < £ < m — 1, wegen 3.19)

-1 -1 £ m
o) =z <zo+ D 0254+ > m; SC+ / u(s)v(s)ds < C + / u(s)v(s)ds,
j=0 j=0 0 0

dad; > Oundz; > 0. Also sind die Voraussetzungen des Gronwall-Lemmas fiir to = 0, a = t erfiillt. Damit folgt aus Salzmﬁir obige t:

t
v(t) = zp < Cexp {/u(s)ds}

to

und damit die Behauptung. Speziell fiir §; = 3, n; = 7 gilt dann wie oben

Zm € (A4 Ozmo1 +n <A+ +8)zmez+nl+n=0+8)zm_2+1+8n+n

m—1 m
B 146 -1
< '~§(1+5)m20+nZ(1+5)’:(1+5)m20+n%~
j=0

Wegen (1 + 8)™ < e™9 folgt daraus 2., < e™%20 + 17%(6"”5 — 1) fiir § > 0. Mit der Regel von I'Hospital gilt schlieBlich

lim = lim m-e™ =m,
§—0+ 5 §—0+

und damit folgt die Behauptung. (]

Dies verwenden wir nun, um eine Fehlerabschitzung zu zeigen. Wir setzen nun stets voraus, dass
die AWA (3.10) eine eindeutige Losung y(t;to,y°) auf einem Intervall I = [to, T besitzt. Defi-
niere fiir ein v > 0 die Umgebung des Losungsgraphen

G = {(tv) L e I, [ly(t) — ] <7},

wobei || - || eine beliebige Norm auf dem R" ist, vlg. Abbildung

Abb. 3.2: Umgebung des Losungsgraphen.

Analog zur Lipschitz—Bedingung an f fordern wir fiir die Verfahrensfunktion (wir lassen das
Argument [ weg)

|F(t, b, v) — F(t, h,w)]| < Lello — w] (explizit),

3.20
|E(t, h,v,w) — F(t,h,u,z)|| < Lp(|[v—ul| + [[w— z||) (implizit), (3:20)

mit einer Konstanten L . Fiir den Fehler

ea(t) == y(t) — yn(t)

gilt dann folgende Abschitzung.
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Satz 3.2.12 (Konvergenzsatz fiir ESV) Die Anfangswertaufgabe (3.1) und das ESV erfiille die
Annahme (3.20), dann gilt fiir h < hg = (2Lp)~*

leall < ( lleoll + 2t —t0) max |7(t;,h)] etlrlt=to), (3.21)
wobei
m—1
t=to+ Z hj =tm
j=0

und £¢ eine Storung des Startwertes bedeutet.

Bemerkung 3.2.13 Der Satz sagt, dass fiir ,,verniinftige* ESV gilt:

,,Konsistenzordnung = Konvergenzordnung®.
Beweis. Wir zeigen nur den impliziten Fall, der explizite geht analog. Zunichst gilt wegen der Definition von 7 in m
y(tjp1) = y(tj) + hiF(ty, hj,y(t;), y(tj41)) + hj7(t;, hj)

und auf der anderen Seite
1 j j j+1
Pt =y hF(ty, Ry, 07, 7T,

also
) — . — ] Y e L R LF(ts ke ) ) O F(ts haoyl Tt h; B
gjit+1 = ealtjy1) =y(tjp1) — vy =¢e; +hi{F(t;, hj,y(t;), y(tjt1)) (tj,hgsy” 97 T0) 4+ hyT(t5, hy)-
Mite; := ||| und 75 := [|7(t;, h;)]| folgt dann mit der Dreiecks—Ungleichung
A
ejv1 S i+ hIF(, g y(t) yt41)) — Fltg, by v, o/ T+ hyy
. i
< e+ hiLp(lyty) — vl + llu(tjp1) — v D + hymy = ej + hjLp(e; + ejq1) + hyTy
= ((Q+hjLr)ej +hjLpeji1 + h Ty,
also

(1—-hjLr)ejy1 < (1 +hjLp)ej + hj;Ty,

was dquivalent ist zu

1+ h,;L hj
ejr1 < IZE . EE— (3.22)
1—h;Lp 1—h;Lp
Nun sei hj Jhinreichend klein®, d.h.
h;L ! 1, also h ! h
i < =< also hy < —— =
iLF 3 > j 2 p 05

dann gilt mit der geometrischen Reihe:

1+h;Lp )

IR = (R Lp)A 4 hiLp + (hjLp)? . ) =142 (hyLp)”

1—h;Lp k=1

o0
— k _ —1
= 1+2h;Lp > (hjLp)" =142h;Lp(1—h;Lp) ' <1+4h;Lp,
k=0
) 1 At mi e . . .y it ko i i i i
wegen h; Lp < 5 Also gilt mll@4 ejt1 < (14 4h; Lp)e] + 2hj 7;. Damit kénnen wir Lemma3.2.11|(diskrete Gronwall-Ungleichung) anwenden fiir
zj =ej, 6;=4hjLp, mn;=2h;Tj,
undmergibt
j—1 j—1
g = (et X omem e (X ameir | < {eo+ 20— 1) (,_gnox lim) fettroto),
k=0,...,j—1
k=0 k=0

also die Behauptung. (m}
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Praktische Bedeutung der Konvergenzordnung
Eine iibliche Fragstellung ist, was es fiir die Praxis bedeutet, ein Verfahren niedriger oder hoher
Ordnung zu verwenden. Angenommen, wir mochten eine Zielgenauigkeit € erreichen. Wir fragen
uns, wie viele Schritte mit welcher Schrittweite wir hierfiir bendtigen. Bei einem Verfahren der
Ordnung p haben wir

lealloo < C- AP,

also muss die Schrittweite h von der Groenordnung

e\1l/p
v~ (2)
C
sein, um ||ea||oo < € garantieren zu kénnen.

Beispiel 3.2.14 Seip = 1, ¢ = 1075, Dies bedeutet i ~ 106, wir bendtigen also in der GroBen-
ordnung 10% Schritte.

Dann besagt im Wesentlichen, dass der Gesamtfehler die Summe der lokalen Abbruchfehler
ist. Zum Zeitpunkt ¢ gilt bei einem dquidistantem Gitter ¢ — tg = mh, also gilt

lealloo = O(mhl|7(-, h)|) ~ 10712 = O(e),

der lokale Fehler muss also sehr klein sein.
Hinzu kommen aber auch noch Rundungsfehler. Bei einfacher Genauigkeit sind diese von der
Ordnung O(1078). Also ist der Fehler von der Ordnung O(10~12) + O(1078).

e Bei 10° Schritten (h ~ 10~%) bleibt also nur noch eine Genauigkeit von O(10~2)!
e Fiir h ~ 10~ erhiilt man ||h;7 (¢, h;)|| = O(10~8) und 10* Schritte.

Bei einfacher Genauigkeit hat man also einen Fehler von O(10~%)! Man erreicht also mit einer
groBeren Schrittweite groBBere Genauigkeit.

Fiir p = 1 ist dies die maximal erreichbare Genauigkeit! Man braucht also Verfahren hoherer
Ordnung!

3.3 Die Methode der Taylor-Entwicklung

Die naheliegende Idee ist, die Taylor-Reihe zur Konstruktion von Verfahren héherer Ordnung zu
verwenden. Dazu bendgien wir die Annahme, dass die Funktion f glatt in einer Umgebung von

(t,y(t),tel
y'(t) = ft,y(t))
y'(t) = f(tyt) = (D)t y(t))

= S H(0) + 5y @
= Rt y®) + .y 7t u(0)

und allgemein
y Pt = (DPf)(ty(1), D'f = D(D'S).

Betrachte nun die Taylor—Entwicklung von y

2 p—1
WD) —y(O) = YO+ 500+ GO+ + D0+ O,
= J(tu(0) + 5Dy, (1)
h!

+oot T(D”_lf)(t,y(t)) +O(hP).
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Um nun ein Verfahren der Ordnung p zu erhalten, liegt folgende Definition auf der Hand

-1
Fit.hv) i= £(t,0) + 5(DO(t0) + -+ (D)t ) (6.23)

Lemma 3.3.1 Das ESV mit Verfahrensfunktion (3.23) hat die Ordnung p.

Beweis. Klar nach Konstruktion. O
Bemerkung 3.3.2 Der gravierende Nachteil dieser Verfahren ist offensichtlich. Man bendtigt die

Terme D f und muss dies mittels symbolischer, numerischer oder automatischer Differenziation
ggf. mit groBem Aufwand bestimmen. Daher sucht man nach Alternativen.

3.4 Runge-Kutta—Verfahren

Dies ist eine wichtige Verfahrensklasse, die sehr hiufig verwendet wird. Die Herangehensweise
ist die, dass man Quadraturformeln hoher Ordnung in der Integralgleichung verwendet, also

t s1 Sm t+h
t+h m
/ f(say<3>)ds ~ hZ'YTf(Sray(Sr))a t<s1<---< Sm <t+ h7
t r=1

wobei 7, entsprechende Gewichte sind. Da y(s,) unbekannt ist, approximiere also f(s,, y(s,)) ~
k. (t,y), wobei letztere noch zu bestimmen sind. Dazu sei s; = t sowie s, = ¢t + a,.h (also
a1 = 0). Dann gilt

t+aoarh

y(sr) = () + / £(s,u(s))ds,

wobei das Integral iiber ein Intervall der Linge «,-h gebildet wird (c, < 1)

sr =1+ ayh, f(sryy(sr)) = kp(t,y) auf [t,t+ ay-hl.

t+ 6r,lh
¢ / sy =t+ a,h
——t—t— {
t=s1 t+h
Man unterteilt [¢,¢ + o,h] in t + B0k, £ = 1,...,7 — 1. Dort bildet man wiederum mittels
Br1,- .., Brr—1 eine Partition mit der Eigenschaft

r—1
Qpr = Z /Br,f'
/=1
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Dies fiihrt auf den Ansatz:

ki(ty) = f(ty@) = f(s1,y(s1))
ka(t,y) = f(t +ash,y(t) + hB2ki(t,y))  (Rechteckregel)
ks(t,y) = f(t+ash,y(t) + h(Bs1k1(t, y) + B3 2k2(t,v)))

(3.24)

' m—1
knlty) = f (t+amh,y<t> > Bm,eke(t,y)>

(=1

und dann

m

F(t,h,v) := Z Yeke(t, v),

=1
also
m
Y = by Y ekt ).
=1

Man nennt dies ein m~—stufiges Runge—Kutta (RK)-Verfahren. Typischerweise wird es durch
das so genannte Butcher-Tableau dargestellt:

0= (05}
as | Po1
az | B3 P32

am | Bm1 Bm2 ... /Bm,m—l
"M Y2 - Tm—1  Tm

ﬂﬁ

Es stellt sich sofort die Frage, wie man die Parameter o, 7;, 5;; bestimmt.

Firm =1, v, = 1, also

ergibt sich das Euler—Verfahren.

Betrachte zundchst den Spezialfall m = 2:
F(t,h,v) =y f(t,v) + v2f(t + agh,v + hBa1 f(t,v)). (3.25)

Es wire von Vorteil, die Parameter o, 71, v2, 821 S0 zu bestimmen, dass ein Verfahren moglichst
hoher Ordnung resultiert.

Lemma 3.4.1 Mittels (3.25)) ergibt sich ein ESV der Ordnung 2, falls
(i) m=0,7 =1 a=1/2, B2 =1/2, also
0
1/2 | 1/2
0 1

d.h.

Ft,h,y) = f(t+ 3.y +5(t,v)),

Y =y +h £t + 3y + S F(,00),
das sogenannte verbesserte Euler-Verfahren, vgl. Abbildung
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(ii) 1 =2 =1/2, ag = o1 = l also

0
1)1
1/2 1/2

das sogenannte Euler—-Cauchy-Verfahren, d.h.

F(t,h,y) = 3f(t,y) + 5+ h,y+ hf(t,y))

Y =+ (Pt 07) + 5+ gy’ + by f(t,57)).

) verb. Euler

oo ) Euler

Abb. 3.3: Euler-Verfahren gegeniiber verbessertem Euler-Verfahren.

Bemerkung 3.4.2 Es kann Ileicht gezeigt werden, dass Ordnung 2 genau dann erreicht wird, wenn

1

Y1+72 =1, Yooz ="72021= 3

Man kann analog zeigen, dass p = 3 fiir (3.23) nicht méglich ist.

Es wird nun untersucht, welche (Konsistenz- und) Konvergenzordnung Runge—Kutta—Verfahren
allgemein haben
Uberpriife zunichst die Voraussetzung (3.20) (Lipschitz—Bedingung fiir F).

Lemma 3.4.3 Erfiillt f eine Lipschitz—Bedingung, so auch die Verfahrensfunktion des Runge—
Kutta—Verfahrens.

Beweis. Per Induktion iiber 7 bzgl. k;:
i=1: |lki(t,y) — k1t 2 =1fE ) = f& 20 < Lily — =],

i—1 i—1
i>1: lki(ty) — kit = f (t +aihy+h S m,zkm,y)) -f (t +aihz+h 5 Bicke(t, z)) [
i—1 -
< L{lly ==l + 1 3 1Biel ke (t.v) = ke(t.2)1| } < Lily = =1,
=1 D e ———
— <Llly—=z||
-

per Induktionsvoraussetzung. O

Bemerkung 3.4.4 Unter obigen Voraussetzungen folgt also aus Satz |3.2.12] dass aus der
Konsistenz—Ordnung auch die Konvergenz—Ordnung folgt.

Wir kénnen uns also auf die leichter zu untersuchende Konsistenzordnung beschrinken. Zunéchst

betrachten wir die Frage, welche Ordnung erreichbar ist.

Zunichst kann man fiir ein m-stufiges Runge—Kutta—Verfahren mit f € C'* fiir die Konsistenz—
Ordnung p € N zeigen, dass p < m gilt. Dann kann man mit etwas technischem Aufwand folgen-
de Aussage zeigen.
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Satz 3.4.5 Ein Runge—Kutta—Verfahren besitzt fiir jedes f € CP genau dann die Konsistenz—
Ordnung p falls gilt

(i) fiirp=1: 3 v =1,
=1

m
(i) fiir p = 2: zusdtzlich Y, vio; = 3,
i=1

m m
(iii) fiir p = 3: zusdtzlich " vl = %, > vibijoy = %,
: y

=1 %,

m m
(iv) fiirp =4: zusitzlich Y- yiod =1 3 yiaiBijog = 3,
i=1 ~

1,7=1
- 2 1 S 1
2 viBiag =13 X vibiBikak = o7
1,5=1 i,7,k=1
Beweis. Mittels Taylor-Entwicklung und Koeffizienten—Vergleich. (]

Bemerkung 3.4.6 Viele Beweise fiir numerische Verfahren zur Losung gewdhnlicher Differen-
zialgleichungen gehen nach dem gleichen Schema. Verfahrensfunktion oder der jeweilige Feh-
ler werden in eine Taylor—Reihe entwickelt. Um dann eine bestimmte Ordnung zu garantie-
ren, miissen die Terme niederer Ordnung verschwinden. Durch entsprechenden Koeffizienten—
Vergleich erhilt man Ordnungsbedingungen.

Die Austiihrung dieser Beweis—Idee fiir den jeweiligen Fall ist technisch aufwindig, zeigt aber
keine neuen Ideen. Daher lassen wir viele dieser Beweise weg und verweisen auf die Literatur.

Beispiel 3.4.7 Will man ein Verfahren der Ordnung p = 4 konstruieren, so hat man nach Satz
[3.4.5]acht Gleichungen zu erfiillen. Wir wissen, dass fiir Stufenanzahl m gilt m > p. Fir m = 4

hat man
0

s | P21

az | B3 B2

g | P Baz Pas
7 e s

i—1
mit den zusitzlichen Bedingungen o; = ) ;4.
(=1

Man hat also 10 Freiheitsgrade und somit ein unterbestimmtes (nichtlineares) Gleichungssystem
zu l6sen! Man kann also davon ausgehen, gewisse Freiheiten zu haben.

Gibt man a4 = 1 vor, erhdlt man im Wesentlichen 2 Losungen:

0
1/21/2
/21 0 1/2 Klassisches Runge-Kutta—Verfahren (Simpson—Regel)

110 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

0

1/3] 1/3

2/3|-1/3 1 Kutta’sche 3/8-Regel
1 1 -1 1

1/8 3/8 3/8 1/8

Hier treten jedoch negative f3; ; auf, was zu Ausloschungseffekten fiihren kann.
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Beispiel 3.4.8 Bekannte Verfahren der Ordnung p = 3 sind:

Verfahren von Heun Verfahren von Kutta

0 0

1/31/3 1/2|1/2

2/3| 0 2/3 1| -1 2
[1/4 0 3/4 11/6 2/3 1/6

Wiederum treten wie bei der 3/8-Regel negative Werte auf.

Bemerkung 3.4.9 Es zeigt sich, dass m > p fiir Ordnung p notwendig, aber nicht hinreichend
ist. Sei p(m) die maximale Ordnung eines m-stufigen Runge—Kutta—Verfahrens; dann erhalt man

m |1]2]3[4]5]6]7|8|9] >9
p(m)[1]2]3[4]4][5[6]6|7[<m—2

Man kann also festhalten, dass man fiir hohre Ordnung eine wachsende Anzahl von Stufen
benotigt.

3.5 Schrittweitensteuerung

Ein naheliegendes Ziel ist das Erreichen einer gewiinschten Genauigkeit mit moglichst geringem
Aufwand, d.h. mit moglichst wenig (Zeit-)Schritten. Die Steuerung der Schrittweite soll wihrend
des Algorithmus (,,adaptiv‘) ohne Kenntnis der Losung erfolgen.
Wir gehen dazu wie folgt vor
1.) Festlegung einer Zielgenauigkeit: der globale Fehler soll maximal
g ’t — to‘
fiir ein vorgegebenes € > 0 sein.

2.) Der globale Diskretisierungsfehler ergibt sich aus der Summe der lokalen Abbruchfehler.
Daraus resultiert die Forderung: lokaler Abbruchfehler pro Schritt ist maximal

hjE.

3.) Um dies zu gewihrleisten, braucht man einen berechenbaren Schéitzer (SCH) fiir den lo-
kalen Abbruchfehler c- SCH < Fehler < C - SCH . Wir zeigen hier 2 Moglichkeiten:

e Ausgehend von t; berechne parallel 2 Schritte mit der Schrittweite %hj.
Die Differenz dient als Schitzer fiir A7 (t, b, y).
e Differenz von Verfahren verschiedener Ordnung (sogenannte eingebettete Runge—

Kutta—Verfahren).

Algorithmus bei einem Verfahren der Ordnung p: Der grobe Ablauf sieht wie in Abbildung|[3.4]
aus. Die Abfrage SCH< 2~ (P+1)he ergibt sich aus den Uberlegungen in Beispiel [3.2.14, Wenn
der Schitzer kleiner als %h*pa (also der Hilfte des fiir Ordnung p zu erwartenden Fehlers) ist,
dann verdoppelt man die Schrittweite.

Nun zur Fehlerschétzung, also zur Konstruktion und Analyse von berechenbaren Schétzern.

Definition 3.5.1 Sei x(t) Losung der AWA

2'(t) = f(t,z), x(ty) = x0. (3.26)
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Setze to, 3 fixiere Ay, hviax Wihle A

tj +h =: tj+1 berechne y7 ™! und SCH

Falls SCH < h & oder h = hymn h := max {g hMIN}
nein

ja

Falls SCH < 2= (P+1 pe

ja

h:= min{2h, i hMAX} nein

j:=j+1, h:=min{h,t —t;}

Falls t = t; ENDE
nein ja

Abb. 3.4: Algorithmus zur Schrittweitensteuerung bei Ordnung p.

(a) Die Abbildung ®"'° definiert durch z(t) = ®%'x( heiBt Evolution von (3.26).

(b) Sei A = {tg,t1,...,tn} eine Diskretisierung von (3.26) auf dem Intervall [to,T| und xa
sei ein ESV, dann heiBt die Abbildung W'* definiert durch

oz (t) = zo,  wa(tjpr) = W 9aa(ty), j=0,...,n—1, (3.27)
diskrete Evolution.
Bemerkung 3.5.2 Mit obiger Definition gilt fiir den lokalen Abbruchfehler
Su(t, hyy) = BtHity — glthity,

Eine sich daraus entwickelnde Idee ist es nun, ein zweites Verfahren zur Fehlerschédtzung (mit an-
derer Schrittweite oder anderer Ordnung) zu verwenden und dies durch zwei diskrete Evolutionen
auszudriicken, also

On(t, hyy) = By — WMty

Zu beachten ist dabei, dass diese Grofle unbekannt ist. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass ¥ genauer
ist, d.h.

L R]

= < 1. (3.28)
|5h (ta h7 y)’
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Definiere nun den Fehler—Schitzer

[5/7,] — \Ift+h’ty _ \i'/t-l-h,ty _ \Ift+h’ty _ (I)t+h’ty + (I)t-‘rh,ty _ \i,t-‘rh,ty (329)
= 5h(t7ha y) —6h(tah7y)'

Lemma 3.5.3 Der (berechenbare) Term [Sh] ist ein effizienter und zuverldissiger Fehlerschditzer
fiir oy, d.h.

1 - - 1 A
m\[%” < [0n] < 7—5110n]l (3.30)
Beweis. Zunichst gilt mit (3.28)) und (3.29)
1ol 1l _, _,
|0n| |0n|

und mit der Dreiecks—Ungleichung

Bl < 1B~ Bl ] = 016 + [l aso 1] < 1O
sowie
|[0n]] < 1[0n] = On| + [0n] = (1 + 6)[0n]-

O]

Fiir # — 0+ wird aus den Ungleichungen in (3.30) eine Gleichungskette, der Fehlerschitzer ist
also asymptotisch exakt. Man kann daher mit zwei beliebigen Verfahren Fehlerschitzer konstru-
ieren. Eine einfache Moglichkeit ist, dasselbe Verfahren mit %ﬂ zu verwenden. Wir wollen nun
eine besonders effiziente Moglichkeit vorstellen.

Wir mochten nun einen effizient berechenbaren Fehlerschitzer konstruieren (also mit wenigen

Funktionsauswertungen)
e mit halber Schrittweite p zusitzliche Auswertungen,
e mit drittel Schrittweite 2p zusitzliche Auswertungen,

e mit viertel Schrittweite p zusétzliche Auswertungen.

Eingebettete Runge—Kutta—Verfahren

Wir betrachten nun zwei Verfahren unterschiedlicher Ordnung und benutzen die Differenz als
Fehlerschitzer. Dabei sollen die Berechnungen so effizient wie moglich sein. Sei

o Uithit ein Verfahren der Ordnung p

e W!tht ein Verfahren der Ordnung p — 1, wobei a, 3 bei beiden identisch sind, nur die
Gewichte ~,  variieren

o) B
’}’T
,?T

insbesondere werden keine zusétzlichen Funktionsauswertungen benétigt. Die Schreibweise
ist RK (v, B) fir U™ und RK (¥, B) fiir U*!, Das zweite Verfahren ist in das erste
eingebettet, man schreibt RKp(p — 1).
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Beispiel 3.5.4 Man kann zunichst zeigen, dass es kein RK 4(3) mit m = 4 gibt. Das Beispiel
RK4(3) mit m = 5 lautet

0
1/2 1/2
121 0 1/2

110 0 1

1 1/6 1/3 1/3 1/6
1/6 1/3 1/3 1/6 0
1/6 1/3 1/3 0 1/6

Andere Beispiele sind unter anderem das Verfahren von Dorman/Prince (1980-81) DoPri 54, Do-
Pri 87 (vgl. [Deuflhard/Bornemannl] 223-225).

Beispiel 3.5.5 Vergleiche die Anzahl der Stiitzstellen ma und der Funktionsauswertungen # f
beim Dreikorperproblem

ma | #f
RK 4 117.000 | 468.000
DoPri 54 346 2.329
DoPri 87 101 1.757

3.6 Steife Anfangswertaufgaben

Wir beschéftigen uns nun mit einer grofen Klasse “besonders schwieriger” Anfangswertaufga-
ben, die in vielen Anwendungen vorkommen. Wir wollen zunéchst beschreiben, was “besonders
schwierig” heif3t.

3.6.1 Kondition einer Anfangswertaufgabe

Die Konvergenzaussagen sind typischerweise asymptotisch
lealloe = C - By
(ohne Adaptivitit), wobei C' in der Regel unbekannt ist. Man hat also folgende Situation

e Man weiss oft nicht, wie man ha wéhlen muss, um eine gewiinschte Genauigkeit tol sicher
zu erreichen.
e Gute Abschitzungen fiir C fehlen, typisch sind
— worst case—Szenario (oft zu pessimistisch),
— nur fiir kleine Funktionenklassen (unrealistisch).

Wir wollen verstehen, wann C' grofl bzw. klein ist. Dies hat offenbar etwas mit der Kondition einer
Anfangswertaufgabe

v = flty), ylto) =1’
bzw. deren numerischer Approximation mittels der Parameter
Y, h, F

zu tun. Sei wieder 7, die numerische Losung zum Anfangswert y(tg) = 7°.
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Definition 3.6.1 Die kleinste Zahl «j, mit

max lyn(t) — gn(t)|| < wplly® — 3°|| + Terme hoherer Ordnung
€

fiir j° — 1/° heiBt diskrete Kondition des Verfahrens F'.

Definition 3.6.2 Seien y, z Losungen der Differenzialgleichung y' = f(t,y) zu Anfangswerten
y(to) = y° bzw. y(tg) = 2°. Die kleinste Zahl x[to,t] mit

m[ax] ly(s) — 2(s)|| < &lto, ] ||y® — 2°|| + Terme hoherer Ordnung (3.31)
s€|to,t

heiBt intervallweise Kondition der Differenzialgleichung.

Falls F',,verniinftig" ist, sollte

Kn = Klto, T (3.32)
fiir den Endzeitpunkt 7" gelten. Falls jedoch

kp > K[to, T (3.33)

reagiert offenbar W sensibler auf Stérungen als ®. Dies bedeutet, dass i zu grof ist, denn aus der
Konvergenz des Verfahrens folgt ja

Iﬁh—>lﬂi[t0,T] fir h —0+.

Definition 3.6.3 Gilt (3.33), so nennt man das AWP (etwas vage) steif, fiir (3.32) nicht steif.
Steife AWA sind also Probleme, die mit einem vorgebenen Verfahrenstyp nicht effizient geldst
werden konnen (da (3.33)) sehr kleine h, also groen Aufwand, erzwingt).

Beispiel 3.6.4 Betrachte das skalare Modellproblem
Yy =Xy, y(0)=1
mit der Losung y(t) = ' und verwende das Euler—Verfahren auf dem Gitter
A={ty=0<ty <ty <---}, hj:=tj —tj,

also
Yn(tj+1) = (1 + hjiA)y;(t;)
und damit
J
wn(tis1) = [T+ hedya(to).
k=0

Also haben wir
J
8 — i ()] < 1+ hp) 0_g°
L0 yh<>||_( o \> Iy =l

0<j<na—
SIsnA k=0

=Kh

Angewandte Numerik 2, 7. August 2014



Abschnitt 3.6: Steife Anfangswertaufgaben

87

Fall 1: A > 0: Hier gilt in (3.31) fiir die exakte Losung

max [0 — 20 [ = [ly° — 2| = ||y® = 2°|| - k[0, T7,
s€[0,7T

andererseits (mit 1 + Ah; < eMhi)

na—1 na—1
K < H (1+ M) < exp{ Z )\hk} =,

k=0 k=0
also kj, < k[0, T, das Probem ist also nicht-steif.
Fall 2: A\ < 0: Wie oben sieht man [0, 7] = 1 wegen A < 0. Fiir das dquidistante Gitter
A={tj=jh:j=0,...,na —1}, h;=h,
gilt wegen A < 0

kp= max [14+AN\TL= max |[1— A\
0<j<na-—1 0<j<na-1

o falls h < 3 gilt wy < 1= k[0, 7]
o fir h > \%\I gilt hingegen
kn > |1 = h|A|]" > 1 = k[0,T].

Also bedeutet (3.32) eine (unrealistische) Beschrinkung der Schrittweite (besonders fiir den Fall
|A| = o00), das Problem ist also steif!

Bemerkung 3.6.5 Steife Differenzialgleichungen treten u.a. hiufig bei chemischen Reaktionen
und auch in der Biologie sowie Medizin auf.

3.6.2 Stabilitit

Falls die diskrete Kondition deutlich groBer als die intervallweise Kondition ist, kann dies also nur
daran liegen, dass das Verfahren ungeeignet ist.

Die Frage, welche Verfahren fiir steife AWA geeignet sind, fiihrt auf die Untersuchung der Stabi-
litatseigenschaften. Zunéchst wieder einige Wiederholungen.

Definition 3.6.6 Die lineare Iteration x, 1 = Ax,, A € C™*", heift stabil, falls

sup || A"|| < oo,
n>1

sie heifSt asymptotisch stabil, talls

lim ||A"] = 0.

n—oo
Satz 3.6.7 Die lineare Iteration x,+1 = Az, ist genau dann stabil, wenn fiir den Spektralradius
gilt

A) = N <1
p(A) Aglof%ﬁ)l | <

und alle Eigenwerte A € o(A) mit |\| = 1 einfach sind. Sie ist genau dann asymptotisch stabil,
wenn fiir den Spektralradius p(A) < 1 gilt.
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Beweis. - [Deuflhard/Bomemant] . 118-119]. o
Nun zum numerischen Verfahren beschrieben durch die diskrete Evolution
gh = pitht
wie in (3.27). Dann heifit der Ausdruck
he :=sup{h > 0: die Rekursion z, 1 = Ulg,, iststabil fir 0 < h < h}
charakteristische Schrittweite (die Grofe entscheidet iiber die Steifheit).

Nochmal zuriick zu Beispiel Wir brauchen offenbar eine Verfahrensfunktion, die in |hA|
fallt. Idee (wenn h|\| groB wird): Entwickle F' aus dem Euler—Verfahren mittels geometrischer

Reihe:
1

1 =
+ hA T

O(|RA]?), |RA| < 1.

gilt fiir dquidistante Stiitzstellen

1
yn(tjr) = <1—1h/\> yn(to)

und damit fiir alle h > 0: kj, = [0, 7] = 1.

Offenbar macht es also Sinn, als Verfahrensfunktionen rationale Funktionen R : C — C =
C U {oo} der Form

mit zwei teilerfremden Polynomen P, () zuzulassen.

Bemerkung 3.6.8 Die Losung des Modellproblems y' = Ay lautet ja y(t) = eAty0 mit der

Matrixexponentialfunktion: ®* = exp(tA). Nach obigem betrachten wir nun rationale Approxi-
mationen:
Ul = R(tA).

Bemerkung 3.6.9 (a) In Erweiterung von Satzist V! genau dann stabil, wenn p(¥t) < 1
gilt und die Eigenwerte \ mit |\| = 1 einfach sind.

(b) Man kann weiter zeigen, dass

Ul = R(t))|.
p(¥") féﬁfi)' (tA)]

Definition 3.6.10 Die Menge
S:={z€C:|R(»)| <1}
heiBt Stabilititsgebiet von R.

Ziel ist es nun also, tA € S zu erreichen.
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Beispiel 3.6.11 Fiir das explizite Euler—Verfahren gilt R(z) = 1 + z und
S={ze€C:[1+2 <1} =By(-1)
Andere Beispiele sind in Abbildung[3.5]dargestellt.

Wir kénnen nun entsprechende Stabilitétsbegriffe definieren. Die erste Idee ist, dass S zumindest
das Stabilititsgebiet der Exponentialfunktion

{zeC:|exp(z)| <1} ={2€C: Re(z) <0} =C_
enthalten sollte, (Dahlquist 1925 - 2005).
Definition 3.6.12 (Dahlquist, 1963) Ein Verfahren heif3t A-stabil, falls

C_cs.

Satz 3.6.13 (Dahlquist, 1925-2005) Das Verfahren V' = R(tA) ist genau dann fiir alle t > 0
und fiir alle (asymptotisch) stabilen AWA ' = Ay, y(0) = y° (asymptotisch) stabil, wenn das
Verfahren A-stabil ist.

Beweis. |Deuflhard/Bornemanni S. 294] O

Beispiel 3.6.14 Fiir R(z) := 1~ wie oben gilt

—
S={z€eC: |1iz| <1}={z€C: |1 -z >1} =C\By(1),
also ist R(-) A-stabil.
v =2,y (0) =1,y = ﬁzﬂ = Y -myt =y

YT = WAy T 4y
=9/ 4+ hf(y’*') ~ impl. Euler.

Dies entspricht offenbar dem impliziten Euler—Verfahren.

Satz 3.6.15 (Dahlquist) Ein lineares A-stabiles Verfahren ist stets implizit.

Beweis. |Dahl] O

Also scheinen implizite Verfahren fiir steife Probleme geeignet zu sein.
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(a) Abbildung aus [Deuflhard/Bornemann]: Stabi- (b) Abbildung aus [Deuflhard/Bornemann]|: Stabi-
litdtsgebiete der einfachen expliziten Runge—Kutta— litdtsgebiete der Verfahren von J.R. Dormand und P.J.
Verfahren. Prince.

Abb. 3.5: Weitere Beispiele fiir Stabilititsgebiete.

3.6.3 Implizite Runge—Kutta—Verfahren

Wir haben nun hinreichend motiviert, warum man implizite Verfahren benétigt. Die Runge—Kutta—
Verfahren hatten wir als wichtige Klasse bei expliziten Verfahren kennengelernt. Nun also zu deren
impliziter Variante. Eine Idee wire, (3.24) durch

kit hoy) == f [ t+oshy+h> Buki(thy) |, j=1,...,m, (3.34)
=1

zu ersetzen, wobei die innere Summe nun also bis m lduft. Also sind die k;(, h,y) Losungen
des nichtlinearen Gleichungssystems (3.34). Man muss sich nun zunéchst die Frage stellen, wann
Losungen von (3.34) existieren.

Satz 3.6.16 Es gelte

Hf(t7y) - f(tv Z)H < LHy - z”? V(t,y), (t7 Z) €I xR (335)

Falls fiir alle Schrittweiten h die Bedingung

q:=Lh | max ;mjﬂ <1 (3.36)

yeeey T

gilt, dann existieren fiir alle (t,y) € I x R™ eindeutige Losungen k;(t,h,y), i1 =1,...,m.
Beweis. Mit dem Banach’schen Fixpunktsatz aus @ (m}
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Bemerkung 3.6.17  (a) Es geniigt, die Lipschitz—Bedingung (3.33) nur lokal in einer Umge-
bung des Losungsgraphen zu fordern.

(b) Die Bedingung (3.36)) besagt, dass h ,,hinreichend klein‘ sein muss.
(c) In der Praxis 16st man (3.34) typischerweise mit Newton.

Es stellen sich nun folgende zwei Fragen, welche Konsistenzordung diese Verfahren haben und
wie gro} kann man die Ordnung (maximal) machen. Diese Fragen mochten wir nun klédren.

Bemerkung 3.6.18 Fiir die Konsistenz (expliziter und impliziter) RK—Verfahren ist
notwendig.

Satz 3.6.19 Es gelte die Lipschitz—Bedingung (3.35) fiir f. Wahlt man zu paarweise verschiede-
nen a; € [0,1], j = 1,...,m, die Parameter ~v;, j = 1,...,mund B, i,l = 1,...,m, so dass
fiir ein r gilt

m Oél~+1
> Bikoh = ——, 1=0,...,r—1, j=1...,m, (3.37)
p [+1
“ 1
l
ap = ——, 1=0,...,r—1, 3.38
2227% ¥ I+1 (3.38)

so ist das entsprechende RK—Verfahren konsistent von der Ordnung p = r.

Beweis. Einsetzen der Exaktheitsbedingungen und Nachrechnen. (]

Bemerkung 3.6.20 Die Bedingungen (3.37), (3.38) besagen gerade, dass die Quadraturformeln
mit den Gewichten vy, . .., yn, auf [0, 1] und den Gewichten 3, auf [0, o;] exakt vom Grade r — 1
sind (dies entspricht Exaktheitsbedingungen tiir Newton—Cotes—Formeln).

Nun zur zweiten Frage, wie grol man die Ordnung (maximal) machen kann.

Bemerkung 3.6.21 Man kann die Ordnung p = 2m erreichen, indem man die «; als die GauB3—
Knoten wihlt (vgl. Grigorieff, 1977). Diese Ordnung ist maximal.

Beispiel 3.6.22 (a) GauB—Form: Fiir m = 1, p = 2 ergibt sich 1/2 1{2 , also

kl(tvhay) = f (t+ %7:1/‘1‘ %7k1(t>h7y))a

Yyt =yl + hjky.

(b) GauB-Form: Fiir m = 2, p = 4 erhilt man

1/6(3 — V/3) 1/4 1/12(3 — 2v/3)
1/6(3++/3) | 1/12(3 4+ 2v/3) 1/4
| 1/2 1/2

(c) Weitere Beispiele: Radon-Form, Lobatto-Form.
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3.7 Mehrschrittverfahren fiir Anfangswertaufgaben

Wie schon in den bereits vorhergehenden Kapiteln beschrieben, sind die wesentlichen Vorteile der
Einschrittverfahren zum einen die einfache Umsetzung und zum anderen ist eine einfache Schritt-
weitensteuerung moglich. Ein wesentlicher Nachteil ist aber, dass sehr viele Funktionsauswertung
notwendig sind, um ein Verfahren hoher Ordnung realisieren zu konnen. Eine Alternative bieten
sogenannte Mehrschrittverfahren (MSV), die wir nun beschreiben.

3.7.1 Konsistenz bei Mehrschrittverfahren

Seien zunichst %g,...,t; paarweise verschieden. Wir verfolgen nun den Ansatz, die Losung
der AWA durch ein Interpolationspolynom anzunihern. Fiir das Interpolationspolynom
P(y|to, ..., tx) an y bzgl. to, ..., t; gilt dann ndherungweise

P'(ylto, ..., tr)(t) =~ y'(t) (numerische Diff.)

und auf der anderen Seite

k
P'(ylto, ... tr) (&) = > ai(D)y(t:)
i=0
mit der Lagrange—Darstellung
k
d t—ty
t) = —
ai(f) = g t—tg
L [t=t
Setze dies nun in die AWA ein
y' = fty), ylto) =y’ (3.39)
dann erhilt man die folgende Form.
Definition 3.7.1 Ein Verfahren der Form
k
Jt+e . . J Jtk
[Z:any h’F(t]""at]-i-kvh?y s Y ) (340)

tj=to+jh, 7=0,1,2,...

heiBst Mehrschrittverfahren (k-Schrittverfahren) und F' hei3t Verfahrensfunktion. Das MSV
(3-40) heiBt explizit, falls F nicht von y/** abhiingt, sonst implizit.

Bemerkung 3.7.2  (a) Offenbar benétigt man fiir 3.40) k Startwerte y°,y*,...,y*! (,,An-
laufstiick”). Diese berechnet man z.B. iiber ein ESV.

(b) Lineare k-Schrittverfahren haben die Form
Flty, o tin by, oy ) = b it (3.41)
/=0
mit f* = f(ts, "), d.h.
D ag T =h) bt (3.42)
(=0 (=0
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(c) Wie bei ESV (RK) kann man im impliziten Fall (fiir kleine h) mit einem Fixpunkt-Argument
die Losbarkeit der entsprechenden Gleichungssysteme zeigen.

Definition 3.7.3 Der Ausdruck

k
Tt hyy) =7 Y agy —Oh) = F(t —kh, ...t h,y(t —kh),...,y(t))

=0

:*M—‘

fiir t — kh > to heiBt Konsistenzfehler (lokaler Diskretisierungsfehler) und h7(t, h,y) heift
lokaler Abbruchfehler.

Definition 3.7.4 Ein MSV heift konsistent (von der Ordnung p) mit der AWA (3.39)), falls fiir
jede exakte Losung gilt

ly(ts) - o]l = o(1) (O(hP)), J=0 k=1,
ma (L, by )| = o(1) (OUP)), b= 0+,

fiir alle gentigend glatten f.

Beispiel 3.7.5 Betrachte die Taylor—Entwicklungen

2 3

y(t 4 h) = y(t) &+ hy/ (1) + 1y ()

5 . ///( )+O(h4)

also wegen v/ (t) = f(t,y)

3
(t-+B) —y(t — ) — 20 f(1,9) = "S"(1) + O(HY),

d.h,,

2
=y () + O(h?).

e+ ) =yt = ) =20 (0) =

Das Verfahren

Yy —y T =2hf(t, ) (3.43)
hat also die Ordnung 2. Offenbar entspricht der Mittelpunktregel.
Bei MSV impliziert die Konsistenz nicht die Konvergenz (mehr dazu spiter). Nun zunichst einige
Beispiele.
Eine nun offensichtliche Idee ist, in der folgenden Gleichung (0 < r < k,0</¢ <)

Y(tin) — y(tjar i) = / £(s,y(s))ds

Litr—e
den Integranden f durch den Interpolanden zu ersetzen
Prj(s) = P(fltj, -, tjtr)(s) € Pp.
Ubliche Werte sind: 7 = k,k — 1, £ = 0, 1, 2. Man erhilt also
e Integrationsbereich: [t; ¢, ;i) (k + € — r Stiitzstellen)

e Interpolationsbereich: [¢;, ..., t;4,| (r Stiitzstellen)
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t; titr_t tjtr tivk

Abb. 3.6: Visualisierung des Interpolations- und Integrationsbereich.

Wir wollen diese Verfahren ab sofort mit MSV (r, ) bezeichnen.

Typische Verfahrensklassen werden im folgenden Beispiel aufgelistet.

Beispiel 3.7.6  (a) Adams Bashforth: (¢ = 0, MSV(k — 1,0)):

' ‘ k—1 .
Ytk =yt s g0 pib speziell
=0

e r=k—1=0(k=1):¢T! =4/ + hf’ (Euler)
o r=k—1=1(k=2):yt2 =yt 4 b(3fitl _ fi)
(b) Nystrom: (¢ = 1, MSV (k — 1,1):
. k 1 . .
yItk = gitk=2 4 p D Bl(k—l»l)fj—&-z , speziell

=0
e r=k—1=0(k=1):9/T! = y/~1 + 2hfJ (Mittelpunktregel)
. gk k=1 R k) (k1) ¢jtk
(c) Adams-Moulton: MSV(k,1)): /% = ¢ +he X BT BT
i=0
o r=k=0:y =y~ 4 hf’ (implizites Euler)

o r=k=19yt =9 + %(fjJrl — f7) (implizite Trapezregel)
o r=k=2yt =yt B{5IR L8 — fT)

r ‘ l ‘ Name ‘ Art ‘
k—1 | 0 | Adams Bashforth | Extrapolation explizit ]
k—1 11| Nystrom Extrapolation explizit
k 1 | Adams—Moulton | Interpolation implizit —
k 2 | Milne-Simpson | Interpolation implizit

i Gik2  Gek-l o Gak

Satz 3.7.7 Die MSV vom Typ (r, () sind konsistent fiir alle f € C™+*(U) (wobei U eine Umgebung
der Losung ist) von der Ordnung

p=r-+1

Beweis. Mit der Restglied—Darstellung der Polynom—Interpolation. O

Bemerkung 3.7.8 Fiir Adams—Bashforth und Nystrom gilt also p = k, fiir Adams—Moulton und
Milne—Simpson giltp = k + 1.

Man sucht natiirlich allgemeine Konsistenz-Kriterien.
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Definition 3.7.9 Zum MSV (3.40) heiBt

k
p(z) = Z ag
£=0

das 1. charakteristische Polynom.

Lemma 3.7.10 Sei y € C! Losung von (3:39). Dann ist das MSV (3.40) genau dann konsistent

(p=1), wenn
y(t)p(1) =0, (3.44)
vy, >y’ =yto), j=0,....k—1, h— 0+, (3.45)
li F(ti,...,tiq k, hyy(ti),...,y(t; — o' (1) f(t:,y(t; =0. (3.46
i { e [P0 tysn b0 pltgan)) = PG | =0, Go)
Beweis. Taylor-Entwicklung von F' und Koeffizienten—Vergleich. (m}

Die Gleichungen (3.44)) - (3.46) sind etwas unhandlich. Fiir lineare MSV (3.41) kann man einige
Aussagen mehr treffen.

Definition 3.7.11 Die Funktion

k
o(z) = Z bzt
=0

heiBt 2. charakteristisches Polynom des linearen MSV (3.41).

Lemma 3.7.12 Ein lineares MSV (3.41)) ist genau dann konsistent (also p = 1) fiir alle glatten f,

wenn

vl = 9" =ylto), j=0,....,k—1, h— 0+

p(1) =0, p'(1)=0(1). (3.47)
Beweis. Taylor—Entwicklung von F in (3:46). (]

Satz 3.7.13 Fiir das lineare MSV (3.41) sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) Es gilt
k: . .
> (#a;i— 7)) =0 Vj=0,...,p
i=0
vgl. 3.47), dort fiirp = 1.
(b) Das MSV ist fiir jedes f € CP(U) konsistent von der Ordnung p.

(c¢) Die Konsistenzordnung betrdigt p fiir die AWA
y' =y, ylto) =1.
(d) Die Konsistenzordnung ist p fiir eine Klasse von AWA, deren Losungen den P, aufspannen.

Bemerkung 3.7.14 Die maximale Ordnung ist p = 2k und man kann zeigen, dass diese auch
erreichbar ist.
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3.7.2 Asymptotische Stabilitat

Eine unbeantwortete Frage bisher ist, ob es Konvergenzaussagen gibt.

Als Voriiberlegung dazu, betrachte die spezielle AWA
y =0, y(0)=1 (dh. f=0,y=1).
Dann ergibt sich fiir die numerische Losung aus (3.42)

k
Sayt =0, j=012., (3.48)
=0

die sogenannte lineare homogene Differenzengleichung k-ter Ordnung. Offenbar muss die Fol-
ge {y/} zumindest beschriinkt sein, damit das MSV konvergiert.

Bemerkung 3.7.15 Die Losungen von (3.48) sind alle genau dann beschridnkt, wenn p die
Wurzel-Bedingung (WZB) erfiillt

p(z) = 0= |2 <1

(3.49)
p(z) =0, |z| =1 = z ist einfache Nullstelle
Beweis. Differenzialgleichungen, Wronski-Deteterminante. O
Nun zur Konvergenz. Dazu schreiben wir das allgemeine MSV in der Form
Z aly(t]+1) = hF(tJ7 R 7tj+k7 h7 y]7 sty y]+k> + hngrk(h),
=0 (3.50)

¥ =yt;) +e(h),  j=0,.... k-1,
tj:t0+jh, t =t,, = tg +mh.

Linearitdt wird hier nicht vorausgesetzt.

Definition 3.7.16 Das MSV (3.50) heifit konvergent, falls
li I —y(t;)]| =0
A, max [ly” = y(ts)l
fiir alle Startwerte j =0, ...,k — 1, mit
le?(h)|| = o(1), h—0+, j<m— oc.
Mit einigem Aufwand (Storungstheorie) zeigt man folgende Aussage.
Satz 3.7.17 Angenommen, es gilt: Falls f(t,u) = 0V(t,u) € U, dann verschwinde dort auch F.
Dann gilt
(a) Ist das MSV (3.50) konvergent, dann ist die WZB (3.49) erfiillt.

(b) Das MSV sei konsistent und I sei zusditzlich stetig. Dann ist das MSV fiir alle f € C!
konvergent genau dann, wenn die WZB gilt.

Bemerkung 3.7.18 (a) Man kann kurz sagen ,,Konsistenz + Stabilitit = Konvergenz®.
(b) Fiir lineare MSYV gilt auch die Umkehrung.

(c) Unter der Voraussetzung der Stabilitdt (WZB) folgt aus der Konsistenzordnung auch die
entsprechende Konvergenzordnung.

Bemerkung 3.7.19 In Abschnitt hatten wir Verfahren iiber Quadratur konstruiert. Man
kann alternativ numerische Differenziation verwenden. Dies fiihrt auf die sogenannten BDF-
Verfahren. Eine weitere grof3e Klasse wére das sogenannte Pridiktor-Korrektor-Verfahren.
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RANDWERTPROBLEME

Wir kennen bereits ein Modellproblem fiir Randwertprobleme (RWP), die schwingende Saite
—u"(x) = f(z), x€(0,1), u(0)=u(l)=0.

Dies ist ein so genanntes raumartiges Problem fiir z € (0, 1). Wir betrachten zunéchst Randwert-
probleme in der Zeit. Wir betrachten hier Probleme der Form

y'(t) = f(t,yt), yv= (1 )"
{ f(t7y) = (fi(tvyla---ayn))szl n @.1)

goooy

mit den allgemeinen Randbedingungen

r(y(a),y(b)) = 0 und r(u,v) = (ri(us, ... U, 01, .., 00)) =1, - 4.2)

4.1 Typen von Randwertproblemen

Die Formulierung (4.2) ist sehr allgemein. Aus diesem Grund mochten wir nun einige wichtige
Spezialfille auffiihren

Lineare Randbedingungen:
Ay(a) + By(b) =c mit A,B € R™", ce R". 4.3)
Separierte Randbedingungen:
Ary(a) = c1,  Bay(b) = ca,
dh @3 mit A= (). B= (). c= (D).

Bemerkung 4.1.1 Mit By = 0 erhilt man eine AWA, also sind AWA spezielle Randwertproble-
me.

Mehrpunkt-Bedingungen:
Konnen beispielsweise in folgender Form auftreten

v(“57) = 500 + w0

2 2

Integral-Bedingungen:
Konnen beispielsweise in folgender Form auftreten

oder
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Definition 4.1.2 Ist f in (4.1) affin-linear und die Randbedingungen (@.2)) linear in y(a) und y(b),
dann nennt man das Randwertproblem linear.

Wir mochten nun einige Beispiele geben, welche uns fiir das Verstidndnis und anschlieende ge-
nauere Betrachtung von RWP helfen.

Beispiel 4.1.3 Die Differenzialgleichung w” + w = 0 fiir w : R — R lésst sich wie iiblich
transformieren:

ya2(t) —Z’((tt)) }i [ z; ]/: [ _y;l ]v Y = ( _01 (1) >y, y=(y1,42)"

Die allgemeine Losung lautet: w(t) = ¢y sint + ¢ cost, ¢1,co € R.
e w(0) =0, w (%) =1~ w(t) = sint ist eindeutige Losung.
e w(0) =0, w(m) =0~ w(t) =cysintist Losung Ve; € R.
e w(0) =0, w(m) =1 ~ es existiert keine Losung.

Eine offensichtliche Konsequenz aus Beispiel .1.3]ist, dass es keinen allgemeinen Existenz- und
Eindeutigkeits—Satz geben kann.

Beispiel 4.1.4 Betrachte das Differenzialgleichungs—Eigenwertproblem

y = f(t,y,\), 7r(y(a),y(b),\) =0 (4.4)

(Bsp.: w” 4+ Aw = 0), wobei die Eigenwerte \ so zu bestimmen sind, dass die jeweilige Losung
eindeutig ist.
Ein erster Ansatz wire y,41(t) := A, d.h., 3/, ;(t) = 0 zu setzen. Dann ist (#.4) dquivalent zu

¥ = f(t,y), 7(yla),y(b) =0
mit

y = [ Y ] ft,g) = { f(t’ybynﬂ) ]

und

T(ULy e oy Upy U1y VTy e v vy UnUng1) i= T(Uly - ooy Upy ULy v oy Upy Upge1 )

Beispiel 4.1.5 (Randwertprobleme mit freiem Rand) Zu v’ = f(¢,y) und festem a ist eine
Funktion gesucht, die n + 1 Randbedingungen

r(y(a),y(b)) =0, 7r(u,v):=(ri(u,v),...,rns1(u, U))T

erfiillt, wobei b hier unbekannt ist.
Solche Probleme tauchen z.B. bei Schmelzvorgingen, Simulation von Lawinen, Diffusion durch
porose Medien oder Bewertung Amerikanischer Optionen auf. Wie oben wihlt man als Ansatz

Yn+1:=b—a,
d.h., man fiihrt eine neue Variable x ein durch die Definition

7t—a

T 0<z<1,

?

B Yn+1
ein, also fiir £ = b folgt x = 1. Zunichst gilt

d d
YUni1 = dz T @(b —a) =
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Setze nun z(x) := y(a + xyn+1), 0 < x < 1, dann gilt

2(x) = L 2(a) = (jtm ta ynm) Yo
= i1 S0+ T, 2(2)) = F(232(2))

aufgrund der Differenzialgleichung. Fiir die Randbedingungen gilt

also erhilt man ein Randwertproblem mit festem Rand, d.h. auf [0, 1]. Man kann also freie Rand-
wertprobleme in 1D (!) in gewohnlich Randwertprobleme umschreiben. Dies gilt nicht in htheren
Dimensionen!

4.2 Das einfache SchieB—Verfahren

Das einfache Schie3—Verfahren basiert auf der intuitiven Idee, das Randwertproblem auf eine Fol-
ge von AWA zuriick zu fiihren.

Betrachte das Randwertproblem

V') = ftyy), yla) =a, yb) =B 4.5)
und die AWA

V') =f(ty,y), yla)=a, y'(a) =>s. (4.6)
Wir wollen nun § so bestimmen, dass fiir die Losung y(¢; s) von (4.6) gilt

y(b;5) = B,
d.h., bestimme die Nullstelle § von
F(s) :==y(b;s) — 5.

Dies ist ein nichtlineares Gleichungssystem. Hier bedeutet s also die Steigung am linken Inter-
vallrand. Man zielt also so lange, bis man rechts trifft. Daher der etwas martialische Name des
Verfahrens, siehe auch Abbildung[4.1]

Bemerkung 4.2.1 Fiir jedes feste s € R kann y(t; s) mit den Verfahren aus Kapitel 1 bis 3 be-
rechnet werden. Dabei entspricht eine Funktionsauswertung von F', also der Losung einer AWA.

Bemerkung 4.2.2 Zur Losung des nicht-linearen Systems F'(s) = 0 kann man die Verfahren aus
Numerik I verwenden.

Beispiel 4.2.3 Falls F' € C? (dies ist im Falle von [#.3), {#.6) gegeben) verwende das Newton—
Verfahren

50 e R™ Starwert, fiir i =0,1,2,...
F'(s))As() = —F(s) (4.7)

5(i+1) = S(Z) _|_ AS(Z)
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Abb. 4.1: Visualisierung des Schie3-Verfahrens

Man braucht offenbar F’(s) = %y(b; s). Fiir die Berechnung betrachte

0
t) :=v(t = —y(t;s).
o(t) i=v(t, ) i= 5y(t:s)
Fiir diese Funktion gilt aufgrund der Glattheit un der Anfangsbedingungen:
0 0

v(a) = %y(a; s) = 254~ 0 (4.8)
V(@) = (), = sy = ey l@) = as =1 (49)
) = 2 0= 20 = Ly

= %f(S;y,y')|s=t (4.10)

0 B
= fy(t;y, y’)%y(t; s)+ [y (t;y, y’)gy’(t, s)
= fyty, v )o) + fy Gy, v )0 (1),

also ist v (fiir beliebiges s) Losung einer AWA (4.8))-(@.10). Diese ist jedoch deutlich komplizierter
als (4.6)! Man ersetzt daher in (4.7) F’ durch den Differenzenquotienten

1
AF(s):= —(F(s+ As) — F(s))
As
mit ,,geniigend kleinem™ As, also numerischer Differenziation. Man erhilt also ein Quasi-Newton-
Verfahren.
Es treten dabei die folgenden naheliegenden Probleme auf

e Wihlt man As zu groB, ist AF eine schlechte Approximation von F’, man erhilt also
langsame Konvergenz von (4.7).

e Wihlt man As zu klein, dann gilt F'(s + As) ~ F(s), es kommt also zu Ausloschung!

Wir sehen also, dass die Berechnung von F' sehr genau sein muss. Dafiir verwendet man
Extrapolations—Verfahren fiir 7' (bzw. y(b; s)).
Bemerkung 4.2.4 Bei allgemeinen Randbedingungen

v =fty); rya)y®) =0, y=(y,....,ya)"
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geht man so vor, dass zuniichst ein Startvektor s©°) € R™ fiir das AWP gewiihlt wird
v =fty): yla)=s (4.11)
und suche § € R"™ so, dass die Losung y(t; s) von (@.11)
r(y(a; 8),y(b; 8)) = r(5,y(b;8)) =0

erfiillt. Also 16se F'(s) = 0 fiir
F(s) :=r(s;y(b; 5))

wiederum mit obigem Quasi—Newton—Verfahren.

Bemerkung 4.2.5 Bei linearen Randwertproblemen stimmen Newton- und Quasi—Newton—
Verfahren iiberein, d.h. man hat lokal quadratische Konvergenz (sonst lineare). Man kann dann
sogar eine explizite Formel herleiten, so dass das Schie3—Verfahren die Losung in einem Schritt
liefert.

Bemerkung 4.2.6 Ein Teil der oben beschriebenen Probleme Iost die Mehrziel-Methode
(Mehrfach—Schie3—Verfahren, multiple shooting) (Morrison, Riley, Zancanaro 1962).

Die Idee ist hierbei, das Intervall [a, b] gemiB
A:{a:t1<t2<---<tm=b}, m > 2
zu unterteilen. Betrachte nun lokale, unabhingige AWA, vlg. Abbildung §.2]

{ vy = ftys), teltytinl, j=1,...,m—1,
yi(t;) =&

&L=«

t1=a to t3 t4 = b

Abb. 4.2: Visualisierung des Mehrfach-SchieB3-Verfahrens

Man hat also Stetigkeitsbedingungen
(& &) =yitjt) =&+ =0, j=1,....m—1,
und Randbedingungen
Fn(€1,&m) i= r(61,6m) = 0,
also ein Gleichungssystem

F(S):O, F:(Fla"'7Fm)T7 52(617"'a£m)T'
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Zu beachten ist hierbei, dass I und F” zyklische Struktur besitzen, da F; nur von zwei §; abhéingt

* % 0
*
0
* %
* *

Fiir derartige Systeme kann man spezielle Newton—Verfahren konstruieren [DH, 430-439].

Multiple shooting wurde erfolgreich in einer Reihe komplexer Optimalsteuerungsproblemen ver-
wendet. Typischerweise sind Schie3—Verfahren nur fiir ,,zeit-artige” Randwertprobleme verwend-
bar, fiir ,,raum-artige“ verwendet man andere Methoden.

4.3 Modellproblem eines raumartigen Zweipunkt RWP

Wir betrachten ein Modellproblem — die schwingende Saite — eines Randwertproblems, das
auch als Modellproblem fiir partielle Differenzialgleichungen verwendet werden kann

—u"(z) = f(x), x€(0,1), (4.12)
w(0) = u(l)=0. 4.13)

Aus dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechung folgt die Existenz einer Losung u €
C?(0,1) von @12):

T

u(z) = e+ cox — [ F(s)ds
/

T
mit beliebigen Konstanten ¢1, c; € Rund F(z) := [ f(t) dt.
0

Die Idee ist es nun, die Konstanten ¢y, ¢ so zu bestimmen, dass erfiillt ist. Dazu fithren wir
eine partielle Integration durch

xT

/F(s)ds = sF(s)’jzg—

0

sF'(s) ds

St~

T

= xF(m)—/sf(s) ds:/(m—s)f(s) ds. (4.14)
0

0
Setze nun die Randbedingungen ein:
e 0 =u(0)=c
1

1
e 0=u(l) =co— [ F(s) ds also folgt mit #.14) die Bedingung: c; = [(1 — s) f(s) ds,
0 0
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also
1 T
u(zx) = x/(l —5)f(s)ds — /($ —s)f(s) ds
0 0
T 1
— [lolt=9) = (= 9 ds (1= 5)1(s) s,
Ox X T
— /5(1 1) f(s) ds +x/(1 —9)f(s) ds,
0 T
oder kompakter

1
u(z) = /G(aj,s)f(s) ds (4.15)
0
mit der sogenannten Green’schen Funktion des Randwertproblems (4.12), (4.13))

G(z,s) = {3(1 -2, 0 i T (4.16)

s <
z(1—s), r<s<

Lemma 4.3.1 Falls f € C°([0,1]) exisitiert genau eine Losung u € C?([0, 1]) von @&12), @13).
Falls f € C™([0,1]), m > 0, gilt u € C™"2([0,1]) (,shift theorem*).

Beweis. Der erste Teil folgt aus @I35) und den Eigenschaften von GG — der zweite Teil ist nicht so einfach. (]

Natiirlich kann man die Theorie der Green’schen Funktion auf allgemeine Randwertprobleme er-
weitern. Dies wird in der Vorlesung ,,Partielle Differenzialgleichungen™ gemacht. Wir verwenden
G hier dazu, um die fiir die Numerik von Randwertproblemen notwendige Analysis zu vereinfa-
chen.

Satz4.3.2 (a) Monotonie: Ist f > 0, f € C°, dann folgt u > 0.
(b) Maximumprinzip: Fiir f € C° gilt
Jlloe < &1l @17)
Beweis. (a) folgt aus {TT3) wegen G(z, ) > 0.V, s € [0, 1]. Weiter gilt wegen {E13)

lu(z)]

IN

1 1 x 1
[ 6@l @lds < 1flloo [ Gl s)ds = 1 Floo {/s(l ~o)ds + [2(1 - s)ds}
0 0 0 T

= Wl {0 -02e? + 2o~} = I7lee { 227

a®+sa—at 4 b = e - )l
— -z —z —x —x =—z(l -z
2 2 2 2 2 °°

woraus sich Behauptung b) ergibt. [m]

Bemerkung 4.3.3 Die beiden Eigenschaften aus Satz[4.3.2 sollten auch von jeder numerischen
Approximation erfiillt werden.
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4.4 Finite Differenzen—-Methode (FDM)

Dieses Verfahren kennen wir teilweise aus Beispielen in der Numerik 1.

Die grundlegende Idee fassen wir wie folgt zusammen

e Fiihre auf [0, 1] ein dquidistantes Gitter ein

e Bestimme eine Approximation von u durch {u;} ; mit
uj =~ u(z;).
e Ersetze v durch den zentralen Differenzenquotienten
" 1 9
u (.CU]) ~ ﬁ(uﬂ_l — 2Uj + uj_l)

und 16se das Gleichungssystem

{—uj+1+2uj—uj_1 = h2f(z;), j=1 . m—1 (4.18)

ug = Uy = 0,

also A™y(m) = £(m) it einer tridiagonalen Matrix A e R(m~1)x(m=1) Djes kann
man z.B. mit dem vorkonditionierten cg-Verfahren oder einer speziellen LR-Zerlegung mit
optimalem Aufwand in O(m) 16sen.

Lemma 4.4.1 (Diskretes Maximumprinzip) Falls f(xz;) > 0Vj = 1,...,m — 1, dann gilt
Uj >0 Vj

Beweis. Wir geben hier nur eine Idee. Zeige, dass A eine M -Matrix ist und M —Matrizen Monotonie-erhaltend sind. O

Wir untersuchen nun Stabilitits- und Konvergenz-Eigenschaften. Dazu betrachten wir wiederum
Gitterfunktionen

wp=Ap =R, Ap={z;=4jh:j=0,....,m; hza}.
Definition 4.4.2  (a) Sei V}, die Menge aller Gitterfunktionen und setze
V0 = {wh € Vi, : wp(0) = wp(1) = 0}.
(b) Wir definieren den diskreten Operator Ly, : V. — V) durch

1 .

(Lpwp)(xj) = —ﬁ(wﬂl —2wj+wj—1), j=1,....m—1,
sowie w; 1= wp(x;).

Damit wird (4.18)) zu folgender Aufgabe:

Finde wuy, € V,? sodass Lpup = fn

mit fr, = (f(2;))j=1,....m—1-
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Definition 4.4.3 Fiir vy, wy, € V}, definiere das diskrete Skalarprodukt
m
(wh, v)n == h Y crwgvg (4.19)
k=0

mit ¢ == ¢y := 5, ¢p := 1,k =1,...,m — 1, sowie die diskrete Norm

lonlln == v/ (vh, vp)n-

Bemerkung 4.4.4 Offenbar enstpricht @.19) der zusammengesetzten Trapezregel zur Berech-
nung des exakten Skalarproduktes

1
(w,v) = /w(m)v(x)dx,
0

d.h., (wp, vp)n = Th(wv) wobei wy, vy, die Funktionen w, v auf Ay, interpoliert. Man nennt || - ||,
auch Energie—-Norm und die entsprechende Stabilititsanalyse Energie-Methode.

Wir konnen die Gleichung Lpup = fp, auch dquivalent schreiben als (Lpup,, vp)n = (f, vp)p fiir
alle v, € V}?, was man leicht sieht. Mit der Holder-Ungleichung sieht man ebenso leicht, dass gilt
(wh, wr)n < ||wplln ||vnlln, also eine Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Beides ist fiir die Analysis
des Verfahrens sehr niitzlich.

Lemma 4.4.5 Der Operator Ly, ist symmetrisch und positiv definit.

Beweis. Wir hatten in Numerik I bereits gezeigt, dass Alm) s.p.d. ist. Fiir die weitere Untersuchung benétigen wir jedoch Teile eines alternativen Beweises: Wegen

Wi1Vj41 — wivj = (Wip1 — wj)vg + (vj41 = vj)wita

folgt
m—1 m—1 m—1 m—1
Do (wigr—wivy = 30 wipavipn— D0 wivg — D (v541 — v)wig
j=0 j=0 j=0 j=0
m—1
= Wmum —wovo — D (Vi1 — vi)wiq1, (4.20)
j=0
was auch partielle Summation genannt wird. Setze w_1 := v_1 := Ound verwendemfﬁr wp,vh € V,?,sowie v; = Ofijl‘j =0,mundcg = ¢cm = %
cp=1Vk=1,...,m—1
m m—1 1
(Lhwp,vp)n = kY cj(Lpwp)jv;=h > (7}T2> (wjp1 — 2wj; +wj_1)v;
j=0 j=1

m—1 m—1
= -nt { D (wipr —wy)vy — Y (wy — w]‘—l)v]‘}

j=1 j=1
m—1 m—1
—1
= ~—h D (wipr —wy)vg — D (wj —wj_1)v;
j=0 i=0

wegen vg = 0. Auf den ersten Term wenden wir partielle Summation an

m—1 m—1
D (wisr —wy)vy = — D (vj41 — v)wji,
j=0 j=0
da die Randterme verschwinden. Fiir den zweiten Term gilt
m—1 m—1 m—1 m—1 m—2
Do (wj—wia)v; = 3D wivg— 30 wiqvj = 30 wiv; = > wivigs
7=0 ji=0 j=0 7j=0 J=0
m—1 m—1 m—1
= 20 wivy = 30 wivgr = >0 wiv; —v4),
j=0 =0 j=0
wobei wir v,,, = 0 benutzt haben. Damit erhalten wir
1 m—1 m—1
Lhwnson)n = > {41 —vwip1 +wjilvy —vip1)} = n D (Wit —wi) (g1 —vj).
j=0 j=0
Daraus folgt sofort (L wp,, vy )p = (wp, Lp vy )p. Setze nun wy, = vy,
1 m—1
2
(Lpvp,vh)h = W ST (g1 —v5)7, 4.21)
j=0
woraus die Positivitit folgt. (]
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Definition 4.4.6 Fiir v, € V}? definiere die Norm

B 1/2
m—1 — 2
=< h A d
loall o= 40 3 (2222
7=0
Nun wird (.21)) zu folgender Aussage: Es gilt
(Lnop,vp)n = ||onl| fiir alle vy, € V) (4.22)
Lemma 4.4.7 Es gilt
1
[[on]ln < ﬁmvhH‘h (4.23)
fiir alle v € V}?.
Beweis. Mit der Minkowski—Ungleichung, vgl. auch [?, S. 222]. O
Lemma 4.4.8 (A priori-Abschétzung) Es gilt
1
lunlln < S fulln (4.24)

Beweis. Aus Lpup = fp, folgt komponentenweise wegen u;, € V}?

m—1 m—1

(Lpup,up)p =h Y (Lpup)(zj)u; = h Z flzj)uj = (fiun)n

i=1 j=1
und mit @22, sowie

) 1 , 1 1 1
lurlly, < gmuhth:E(Lh“hvuh)hzg(fvuhhzg EHthh‘H“h”)r

Bemerkung 4.4.9 (a) Aus (4.24) ergibt sich auch die eindeutige Losbarkeit.

(b) Lemmal[4.4.8 besagt, dass uy, stetig von f, abhingt, also ist dies ein Stabilititsresultat!

Definition 4.4.10 Fiir f € C°([0,1]) und u € C*([0, 1]) definiert man den lokalen Abbruchfeh-
ler 1, € V}, durch

mh(zj) i= (Lpu)(xs) — f(zy), j=1,...,m—1,
Mittels der diskreten Maximumnorm
= i V
[vn | n,00 Jmax. [vn(x5)],  wvn € Vh,
definiert man die Konsistenz(ordnung) analog zu Kapitel[3,

Lemma 4.4.11 Lj, hat Konsistenzordnung 2, genauer

h2
L T PLA (4.25)

falls f € C*(]0,1)).

Beweis. Taylor-Entwicklung und Vergleich mit den Differenzenquotienten. (m}

Angewandte Numerik 2, 7. August 2014



Abschnitt 4.4: Finite Differenzen—Methode (FDM) 107

Bemerkung 4.4.12  (a) Fiir f € C? gilt w € C* Man kann Ordnung 2 sogar fiir u €
C310,1) := {u € C3(0,1) : u'® ist Lipschitz-stetig} zeigen.

(b) Den Ausdruck ey, := u — uy, nennt man Diskretisierungsfehler. Es gilt
Lyen, = Lyu — Lpup, = Lpyu — fr, = . (4.26)
Man kann zeigen (vgl. [Quarteroni et. al, S. 266]), dass
I7l2 < 30113 + 1120000
also ist wegen 1, = Lyey, der Ausdruck e beschrinkt fiir f € C([0,1]) N La(0,1).

Satz 4.4.13 (Stabilitit) Falls f € C*([0,1]), dann gilt

1
h,00 < é”f”h,oo

[[un]
Beweis. Definiere zuniichst die diskreten Green-Funktionen G* ¢ V}? durch: mit 6% € V,(LJ, sk (zj) =0k 5.5 =1,...,m — 1, definiere GF als Losung von
L,k =5,
Dann gilt
GF(z;) = hG(aj, zy) “.27)

mit der Green’schen Funktion G' aus m vel. Abbildung@ denn sei ', fest, dann gilt fiir alle j # k

z(1 =zl Glan, )

1 \ s

0 Tk 1

ADD. 4.3: Green’sche Funktion.

"
LpG(zj, @) = G (x5, 7) =0
sowie aufgrund der Definition von G

1

InGeron) = (=15 ) Glersnion) = 26k, ox) + Glon—1.2))

(-5
1

(ﬁ {zrt1(X —zp) =205 (L —op) + 2 (1 —2p—1)}

- ,le ((k + 1)h(m — k)h — 2kh(m — k)h + kh(m — k + 1)h)

1
= (k+172k)(m7k)+k(mfk)+k:mfk+k:m:7,
Y

also &
hLpG(zj, ) =6, = (LpG™)j,

und daraus folgt @27). Definiere nun den Opertor Ty, : V;2 — V2 durch
m—1
- ; o
wp, =Th(gn), wp = Y g;G’, gn €V,
i=1
dann gilt mit Ly, G =67

m—1

m—1
Lywp, = > g;LpG? = > gje? =gy,
j=1 =1
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also
Lpup = frn=Lp(Thi),
woraus uy, = T}, f folgt. Dies bedeutet mit Hilfe von {E27), dass

m—1 m—1

up (zj) = > f(lk)Gk(Ij) =h > f(zp)G(zj, xp).
= k=1

k=1 =
Weiter gilt:

m—1 m—1

1
lup (@)l < h D> |f(@)IG(h,26) < I flln,coh D, Glzj,zx) = Hf”h,oogmj(l —zj),
k=1 k=1

denn die Funktion u(x) = %:c(l — ) 16st das RWP —u// (2) = 1, u(0) = u(1) = 0, woraus die Form der Green’schen Funktion folgt. Bildet man nun das Maximum
iiber j, so ergibt sich

1
luplln,oo < g”f”h,ooa

also ein diskretes Analogon von @T7). O

Nun konnen wir alles zusammenfiigen und erhalten eine Fehlerabschétzung, die die Konvergenz
des Verfahrens sichert. Wegen (4.26)) Lyep, = 73 folgt mit der Stabilitéit und der Konsistenz (4.25))

1 1

1 h?
_ o = o < = o < = - h2 //OO:i //OO fall 2 1.
lu—unllhoo = llenlnoo < glmmlince < 5+ T5h° 15" o = Gall " llor falls f € C([0,1])

4.5 Variable Koeffizienten

Wir betrachten nun etwas allgemeinere Randwertprobleme der Art

{mex=—m@ma@y+w@m@»=f@x v e (0,1),
u(0) = dp, u(1) = dy,

wobei o, 7 € CY([0, 1]) sogenannte variable Koeffizienten sind. Typischerweise setzt man voraus
v(xz) >0, Vrel0,1], alr)>as>0, ap fest

Oft fiihrt man eine Hilfsvariable, den sogenannten Fluss

ein, der oft eine physikalische Bedeutung besitzt und daher genau approximiert werden muss.

Dabher fiihrt man oft ein zweites Gitter ein, das sogenannte verschobene Gitter

1
i1 = 525+ zj41)

(,,staggered grid ‘) und verwendet die zentrale Differenz

1
Lnw(a) = =3 Tz (0n) = J_1 (wn) + 50, (4.28)
mit y; := v(z;) und dem approximierten Fluss
1
Jj+%(wh) = aj-l—%ﬁ(wj"'l — wj). (4.29)

Der Vorteil dieser Approximation ist klar, da die System—Matrix symmetrisch ist

A, =Dy + Ry, € R(m_l)x(m_l),
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mit
[ ays + ag) —Q3/2 0 |
—Q3/9 Qg+ Q59 —Q5/9
1 .
Dh — ﬁ
—Qm—_3/2
| 0 —Qp-3/2 Om-3/2 T Q12 |

und Ry = diag(v1,...,Ym-1)- Falls v > 0, ist Ap s.p.d. und streng diagonaldominant. Dann
fiihrt man das Verfahren analog durch.

4.6 Randbedingungen

Bislang haben wir Randbedingungen der Form
u(0) =dp, u(l)=d; (4.30)

kennengelernt. Diese heiflen Dirichlet-Randbedingungen. Zunichst geniigt es, sich bei linearen
Operatoren L auf homogene Randbedingungen (dy = d; = 0) zu beschrinken, denn sei ug eine
glatte, beliebige Funktion, die (4.30) erfiillt. Lose dann

Lu* = f — Lup, u*(0)=u*(1)=0,

also ein Randwertproblem mit homogenen Randbedingungen, dann 16st v := u* + ug das ur-
spriingliche Randwertproblem:

Lu=Lu*+ Lug = f — Lug + Lug = f,
u(0) = u*(0) 4+ up(0) = do,
u(1) = u*(1) +up(l) = dy.

Dieser Vorgang heil3t Homogenisierung (Reduktion auf homogene Randbedingungen).
Oft treten auch andere Randbedingungen als (4.30) auf, z.B. Bedingungen an Ableitungen etwa
J(u)(1) = a(1)u'(1), (4.31)

sogenannte Neumann-Randbedingungen. Zur Diskretisierung von (4.31) verwendet man das
Spiegelungsprinzip: fiir ¢ € C? gilt mit Taylor

h h?
V(1) = Vo) £ 50 (2m) + 0" (ER)
mit Zwischenstellen &, € (z,, xm+%) & € (wm_% , Ty, also

2
Dlm) = 5 y) + 0lEs) — T () +07(62).

Fiir ¢ = J(u) ergibt sich eine h>~Approximation durch

9= ) = 50 () + T4 )) + OB,

1
2
also
J(uer%) =291 — J(umfé), (4.32)
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wobei J(u,,, 1) der Fluss am , fiktiven Punkt =z, 1 ist. Fiir den Punkt z,, ergibt sich also mit
2 2

(#28), @.29) und #32)
1

2 2
= ﬁe]m,%(wh) + YmWm — Egl,
— g l( _ ) + — g
= hamf%h Wm Wm—1 YmWm, hgl

also

1 1 1
et (g 0 um = g

-
Dies bedeutet, dass die letzte Zeile im linearen Gleichungssystem modifiziert wird.
Eine weitere Form der Randbedingungen sind

Au+u =g fiir A\ #0,

sogenannte Robin-Randbedingungen.

4.7 Galerkin—-Verfahren

Diese Klasse von Verfahren sind grundlegender Bestandteil Finiter Elemente Methoden (FEM)
und Finite Volumen—Verfahren (FV). Die Analyse fiir hoherdimensionale Probleme (2d, 3d) ba-
siert auf der Funktionalanalysis. Galerkin-Verfahren geben den geeigneten Rahmen zur ,.korrek-
ten” Formulierung von Partiellen Differenzialgleichungen (PDEs).

Beispiel 4.7.1 Fir —u”(z) = f(x), z € (0,1), u(0) = u(1) = 0, hat man oft nur f € Ly([0, 1]),
d.h., eine #uBere Kraft mit endlicher Energie. Wie ist dann u” zu verstehen?

Beispiel 4.7.2 Fiir den Laplace-Operator

2 2
0 u(z) + 87u(av)

Aul(x) : D2a

betrachte das Randwertproblem der PDE

—Au(z) = f(z), =€, (4.33)

Eine Schlussfolgerung ist, dass die punktweise Interpretation von Differenzialgleichungen oft kei-
nen Sinn macht. Ein Ausweg wére beispielsweise

e Physikalische Gesetze, die auf Differenzialgleichungen fiihren, gelten oft nur im Mittel
tiber Kontrollvolumina(z.B. physikalische Erhaltungssitze wie etwa das Prinzip der Masse-
Erhaltung)

e Suche einen schwicheren Ableitungsbegriff.
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ulag =0

7

_
o
2

Abb. 4.4: Laplace-Problem auf dem L-Gebiet.

Wir betrachten nun die allgemeine Form linearer Randwertprobleme zweiter Ordnung in 1D

{—(a(w)U'(w))’ + B()d (z) + y(@)u(z) = f(z), z € (0,1)

u(0) = u(1) = 0. (4.34)

mit o, 3,7 € C°([0,1]), () > ap > 0. Nun sei v € C([0,1]) = {w € C1([0,1]) : w(0) =
w(1) = 0}, dann folgt aus (@.34)

1 1
/f(a:)v(a:)dx = —/(a(m)u'(m))’v(m)daz
0 0

+/16 dm+/17( Ju(z)v(z)dz
0 0

1
= [a(fﬂ)U'(fﬂ)v(fﬂ)]iié+/a(fc)U’(fﬂ)v’(w)dfC
0

:0(1)601)
1
/6 dac—i—/v( Yu(x)v(z)d. (4.35)
0

Offenbar ist (.33) fiir alle Funktionen «, v sinnvoll, fiir die beide Seiten endlich sind:
HY(0,1) := {v € Ly(0,1) : v € Ly(0,1),v(0) = v(1) = 0},

wobei v’ hier wieder stiickweise zu verstehen ist. Dieser Raum heiflt wie in Abschnitt ?? Sobolev-
Raum, hier mit Randbedingungen.

Mit dem Test- und Ansatzraum V := H}(0,1) lautet dann die schwache Formulierung von

@.34)

finde uw € V : a(u,v) = (f,v), Yv eV, (4.36)
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mit der Bilinearform

1 1 1
a(u,v) := O/Q(x)u’(:l:)vl(x)d:c+O/B(:U)u'(:v)v(:v)dx—i—O/W(x)u(;v)v(;v)dx

und der Linearform (,,Funktional)
1
F(v) :=(f,v) := /f(:n)v(:n)da: (Skalarprodukt in Ls).
0

Bemerkung 4.7.3 Falls u € C2([0,1]) das Randwertproblem (#34) 16st, dann ist u auch Losung
von [@#36). Umgekehrt, falls u € V [@#36) 16st und zusiitzlich u € C?([0,1]) gilt, dann ist u auch

Losung von (4.34).

Definition 4.7.4 Sei u € L2(0, 1). Eine Funktion v € Ly(0, 1) heit schwache Ableitung von u
(v =), falls

jv(w)go(a:)dx = —/lu(x)gp’(ac)dx
0 0

fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(0,1) = {w € C*°(0,1) : w(0) = w(1) = 0}.

Beispiel 4.7.5 Sei die Hutfunktion u(z) gegeben durch, vgl. Abbildung

1/2 |

Abb. 4.5: Bsp Visualisierung der Hutunktion u(z).

Dann gilt u'(z) = h(x) = x[0,1/2(x) — X[1/2,1](), vel. Abbildung

Man definiert dann die Sobolev—Norm

lull 3 = llull, + 1v/]Z,
und zeigt dann

Hy (0,1) = Cg=(0, )l

Letzteres nutzt man als Definition in héheren Dimensionen: H} () := Cg°(Q)) a1 fiir @  R™.
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1/2 1

Abb. 4.6: Bsp Visualisierung der Funktion v/ (x).

Bemerkung 4.7.6  (a) Mit Hilfsmitteln aus der Funktionalanalysis sichert der Satz von Lax—
Milgram, dass die schwache Formulierung (4.36) (auch Variationsformulierung genannt)
fiir alle f € L2(0, 1) eine eindeutige Losung besitzt mit

lull e S 1Nz,
vgl. [Arendt/Urban].

(b) Neumann- und Robin—Randbedingungen koénnen 4hnlich behandelt werden. Die partielle
Integration liefert hier wieder wie in Abschnitt[4.6| Randterme auf der rechten Seite.

Nun ist (#36)) so numerisch unbrauchbar, da H}(0,1) ein co-dimensionaler Raum ist. Die Idee
des Galerkin—Verfahrens ist es, V' durch einen endlich-dimensionalen Teilraum

Vi, CcV, dimV, =:N,=:N < o0

Zu approximieren:

finde up, € Vi, @ a(up,vy) = (f,vn), Yop € Vi 4.37)
Falls eine Basis {¢1, ..., @n} von V}, bekannt ist, geniigt es, (4.37) fiir alle ; zu testen und man
sucht
N
up =) ujp;
j=1
mit
N
(fr00) = alun, i) =a | Y ujps, e
j=1
= ZG(SO“SOJ)UJ, Vizla"'aNa
j=1
also
Anun = fN

mit der sogenannten Steifigkeitsmatrix

Ay = (a(pi, )))ij=1,..n € RNV

und den Vektoren
un = (Wi)iz1, N, v = (f,¢i))iz1,. .~ € RY.
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Beispiel 4.7.7 Firm > 1seiz; = th, h = %, A={x;:1=0,...,m}.Sei V), = SS’A (Raum

der linearen Splines bzgl. der Knoten x;, ¢ = 1,...,m — 1, und homogenen Randbedingungen)
Pi—1 ®i Pi+1
Zi—1 X5 Tit+1

AbD. 4.7: Hut—Funktionen.

Also gilt dimV;, = N = m — 1. Dann gilt im Beispiel —u”(x) = f(x) fiir die Eintrdge der
Steifigkeitsmatrix wegen h = x; — ;1 = Tj4t — T;

Li41
aluw) = [ (Gl@) e
Ti—1
ih (i+1)h
_ / d [z —mig dm+/ d (Tig1 —x g
dr \x; — x;—1 dr \ xiy1 — x;
(i-1)h ih
_1 __1
“h ~ h
_ 2
h

fiir die Diagonaleintridge und

a(pior,pi) = / &1 (@) (@) de

= / (-2) (i) dr = —% = a(pi, pi-1)

(i—1)h

sowie a(p;, pj) = 0 fiir [ — j| > 2, also

1
Ay = —
N h . ° .

0 -1 2
wie bei FDM. Trotzdem kommt i.A. eine andere Niherungslosung heraus, denn bei der FDM
lautet die rechte Seite

bei Galerkin hingegen f; = (f, ;).

Bemerkung 4.7.8 Die Spektral-Kollokations—Methode (??) lautete
finde wm, € PY,(I) mit (Litm, Vin)m = (fs0m)m  Yom € P,
also eine spezielle Form eines Galerkin—Verfahrens mit

am(uma 'Um) = (Lmum7 Um)m
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und dem Funktional F(vy,) := (f, vm)m auf der rechten Seite. Wegen der besonderen Form von

am (-, -) kann man beide Verfahren jedoch nicht vollig analog analysieren.

Nun zur Analyse. Wir definieren die Semi—-Norm (Halb—Norm)
ol = V]| L,
Damit lautet die Poincaré—Friedrichs—Ungleichung (??) etwas allgemeiner
[vllz, < Crlvlgr, v e Hy(D).
Lemma 4.7.9 (Stabilitit) Fiir die Koeffizienten in (4.34)) gelte zusditzlich
FeCH D), —3F@) +a() 20, Ve 1)

dann gilt

Cr
[up| g < OTHfHL?'
0

Beweis. Wihle als Testfunktion vy, = wp,, dann gilt

(frup) = a(up,up)
1

1 1
/a(z)ug(z)ug(z)dz‘+/B(z)u;l(z)uh(1)dz+/'y(z)ui(z)d1.
0 0 0

Mit partieller Integration gilt fiir alle V}, € Hé (I)
1 1 1 1
[B@un@e @i =~ [@@en@) on@ds = = [ 8@ @3z~ [ 8)ef, @)on(@)de,
0 0

0 0

also

1 1
: ! 1 : !
O/m)mw)vh(mdw - 0/ B! (2)v} (x)dz

und mit (’y(z) — %ﬁ/(z)) > 0 nach @39)

1

1 1
aonn) = [a@i@)Pde+ [ (2@ = 28/ @) vk @de > a0 [ 7, )2de = aolon (@),
0 0 0

d.h. a(-, -) ist koerziv auf Hé (I). Mit Cauchy-Schwarz und {@38) gilt schlieBlich fiir die Losung up, € Hcl) (1) von @37

2
aolupl, < alup,up) = (Frun) < Ifllg lunlly < Crlifllny lualga-

(4.38)

(4.39)

(4.40)

Satz 4.7.10 (Céa-Lemma) Mit C' := (||a/|oo+C1|Blloo+C?|7|1%) gilt a(u,v) < C |u| g |v| g

und

C
|u —up|gr < — - min |u — wpy|y.
g wrEV

Bemerkung 4.7.11 Die Galerkin—Ldsung uy, ist also — bis auf eine Konstante — so gut wie die
beste Approximation an u aus V}. Damit wird die Bestimmung der Konvergenzrate zu einem

Problem der Approximationstheorie.
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Beweis. Betrachte noch einmal (4.36) und

@36) findeueV: al(u,v)=/(fv), Yo eV
@37 findeup, € V. alup,vp) = (f,vn), Yopb € V3 CV

Teste nun #.36) mit vj, € Vj, C V und subtrahiere beide

a(U_Uh,Uh):(f,’[)h)—(f,’Uh)ZO, VvaV,

die sogenannte Galerkin—Orthogonalitit. Damit gilt fiir den Fehler e;, := u — wy, fiir beliebiges
wy, € Vy, mit@),(@bundwh —up €V,

aolenltn < alenen)

= al(ep,u—wp)+ alep,wy, —up) = alep,u — wp,)
1

1 1
= /ae%(u —wp,) dx + /ﬁe%(u — wp,)dx + /’yeh(u — wp,)dz
0

0 0

< lelloo lenlmr [u = walm +11Bllo lenlmr [l — whllL,
Fllloo llenllzy llu = wal L,
< lenlm Ju—wnlm {llallse + CrllBlloo + CFll7lloo}-

O]

Bemerkung 4.7.12 Offensichtlich gelten Lemma[4.7.9 und Satz[4.7.10]in einem viel allgemeine-
ren Rahmen, der auch fiir partielle Differenzialgleichungen notwendig ist: Sei V' ein Hilbert—Raum
mit Norm || - ||y unda : V' x V' — R sei eine Bilinearform mit

Jag > 0: a(v,v) > allv]|¥, Yo eV, (Koerzivitit),
3C > 0: |a(u,v)| < Cllullv||v]v, VYu,v €V, (Stetigkeit, Beschrinktheit).

Fiir die rechte Seite gelte auBerdem

IK >0:|(f,0)] < Kl|jolly, YweV

dann gilt
(a) Satz von Lax-Migram: (.36), (d.37) besitzen eindeutige Losungen v € V bzw. uj, € V,
mit
K K
lully < —, lunlly < —.
Qg 0
b) Céa-L lu — < £ mij — .
(b) Céa-Lemma: ||u — uyllv < & wr}flelr‘}hﬂu wp ||y

Lemma 4.7.13 Fiir § = 0 und v > 0 ist die Steifigkeitsmatrix Ay s.p.d.

Beweis. Die Symmetrie folgt aus der Symmetrie von a (-, -). Nun sei

vy = (vj)=1,..., N €R"

N
der Koeffizienten—Vektor eines vy, = >° vjp; € Vp,, dann gilt
j=1

N

N N N
ST viagu; = D vialei, vj)v; =a (Z Ui‘Pi:Z”j‘Pj) = a(vp,vp),
- i1 i=1

ij=1 ij=1

VEANVN =

also v% Anvn > agllvp ||%, > 0 falls v}, # O und vershwindet genau dann, wenn vy, = 0. O

Bemerkung 4.7.14 Fiir 8 # 0 (nicht-verschwindende Konvektion) ist Ay unsymmetrisch.
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4.8 Finite Elemente Methode (FEM)

In Beispiel [4.7.7 hatten wir bereits eine erste FEM gesehen (Hutfunktion). Der allgemeine Ansatz
lautet: Zu 2 := (0, 1) wihlt man eine Zerlegung

Tn={Ti}M, N =N,

in Intervalle (sogenannte Elemente) 7; = [x;, z;+1], so dass

Np,
=1,
i=1
alsooBAdA. O=zg <1 < - <ay_1<ay=1,
hi =241 —x;, ©1=0,....,N—1, h 3:m?Xhi-
Als Ansatzfunktionen wahlt man stiickweise Polynome
XF={vp € C°Q) topyp, € Pr, Vi=1,..., Ny},
bzw.
X770 = {o, € XF 2 0 (0) = vp(1) = 0}.
Satz 4.8.1 Fiir die exakte Losung u von gelte
w € Hy(Q) N H(Q)
fiir ein s > 2. Dann gilt fiir die Losung uy, € X,]f’o von
lu = unll @) S W llullgesrg), €= min{k, s — 1},
und
= up |y S Bl geri gy, €= min{k, s — 1}. (4.41)

Bemerkung 4.8.2 (a) Der Beweis erfolgt mit Mitteln der Funktionalanalysis und Approxima-
tionstheorie.

(b) Die Abschiitzung @A) (mit ¢ — ¢ + 1, H} — L) heiBt auch Aubin-Nitsche-Trick.

(c) Die ,,Regularitiitsschranke”
¢ = min{k,s — 1}

besagt auch, dass es wenig Sinn macht, Elemente mit mehr als k = s — 1 zu verwenden.
Allerdings ist s in der Regel nicht bekannt! Ausweg: Fehlerschiitzer, adaptive Methoden,
hp-Methoden.

(d) Fiir s = 1 gilt nur noch Konvergenz, keine Ordnung, fiir s = 2, { = k = 1 folgt

lu = unll gy () = O(h),  llu—unllry) = O(h%), h—0+.
(e) Esgilt
dim X0 = Nk — 1
also fiir die Hutfunktionen (k = 1) genau die Anzahl der inneren Knoten.
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Fiir die numerische Losung ist
k2(ANn), An = Ay

eine entscheidende Grofe. Zur Ermittlung zunichst eine Vorbereitung. Wir betrachten nur den
linearen Fall £ = 1.

Lemma 4.8.3 (Inverse Abschéitzung) Es gilt

C
|op| g1 < EHU}LHLQ, Yo, € Vp, = X}ll,O. 4.42)
. . A e k,0 e (V-1 N-1
Lemma 4.8.4 (Norm-Aquivalenz) Fiir v, = ). vjp; € X, v = (v])j:1 e RN
j=1
N-1 ~
[v]|? == = |v;|? existieren Konstanten 0 < & < C' < oo mit
j=1
lvnllz, < RIVII < CllvallL,- (4.43)

Satz 4.8.5 Es gilt
1
HQ(AN):O ﬁ , h—=0+.

Bemerkung 4.8.6 Dies besagt also, dass die Kondition schlechter wird, wenn die Diskretisierung

besser wird! Daher ist eine Vorkonditionierung dringend notwendig! Dies ist unabhingig vom
. . . 17 1.D

speziellen Beispiel —u" = fund V}, = X",

Beweis. Wir schiitzen die Rayleigh-Quotienten ab mit Hilfe von @42) und @43)

2 2
viApv _ alvn,vn) [vr 31 <1 lonllz,,
- ~ ~ - ~ ’
lIvil2 livii2 v h2 v

also Amax (Ap) < C. Andererseits gilt mit {43)

T 2 2
viApv a(vp, vp) > aO”“hHH1 > HUhHLz S Q0,2

2 = 2 = 2 =90 2 =&
[l (vl (vl vl

also Amin (Ap) 2 h2. o

Zur Vereinfachung der Darstellung (und der Implementierung) reduziert man typischerweise alle
Berechungen auf ein Referenzelement

T =10,1]
mit Hilfe der affin-linearen Transformation
¢:[0,1] =T;, z=0¢&) :=x;+&xip1 —x3), i=0,1,....,n—1.
Auf dem Referenzelement definiert man dann sogenannte Formfunktionen, z.B. im linearen Fall

¢o(§) =1-¢ @1(8) =¢
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Abb. 4.8: Lineare Formfunktionen

und damit ergeben sich die Ansatzfunktionen ;, ;11 auf T; durch

pi(z) == @o(&(z)), @it1(z) = P1(&(x))

mit
_ x — x; .
fa)=¢ ()= ———, &1
Tit1 — T
Allgemein definiert man k£ + 1 Formfunktionen ¢y, . . ., 9 auf T und transformiert diese auf 7}.

Beispiel 4.8.7 (Quadratische FE) Wir wollen Formfunktionen ¢g, ¢1, @9 fiir X }QL konstruieren.
® Vjj;. € Pa, d.h. also 3 Punkte legen vy, fest
o Stetigkeit: Wahle Funktionswerte in den Knoten 1, . . ., xy_1 (g, n sind durch die Rand-

bedingungen festgelegt), woraus folgt, dass N — 1 Freiheitsgrade (d.o.f. — degrees of free-
dom) existieren. Nach Bemerkung gilt dim X Z’O = 2N — 1, es fehlen also N d.o.f.

o T o x3 T4 s g TN = X7

wihle also die Mittelpunkte
Go(§) =1 -9 -2, @) =41-8¢& () =826 -1),
vgl. Abbildung[4.9]
Offensichtlich sind ¢; interpolatorisch, deswegen heif3t diese Basis auch vom Lagrange-Typ.

Beispiel 4.8.8 (Hierarchische Basen) Die Idee ist eine Verfeinerung h — % oder £ — k + 1.

Diese sollte unter Hinzunahme neuer Funktionen geschehen (Aufdatierung). Bei X ,1’0 ist dies
kein Problem bzgl. h, vgl. Abbildung
Diese Basis fiihrt zu besseren Konditionszahlen (Yserentant, 1986)

o0(1), d=1 (optimal!),
k(AN) =< O(N +1)2, d=2 (N — ),
022N, d>3.

Fiir X 2’0 kann man zeigen, dass folgende Formfunktionen auf eine Basis fiithren (vgl. Abb. :
Qo(&):=1—¢€  ¢1(6) =41 =8¢,  $a(6) =¢.

Dies ist besonders giinstig fiir hp-Methoden!
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R H1
I N o ¢ |o]1/2]1
@o(§) 1] 0 |0
¢1(§) |0 1 ]0
@208) |0 0 |1
N\_//T g
1/2 1
ADbb. 4.9: Quadratische Formfunktionen
| h=1/2
I
h=1/4
@ . @
h=1/8

ADD. 4.10: Hierarchische Basen
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Abb. 4.11: Hierarchische quadratische Formfunktionen

4.9 Multilevel-Verfahren

Dies sind moderne und duBerst effiziente Verfahren. Man betrachtet hier nicht einen einzelnen
Raum V},, sondern eine Folge geschachtelter Rdéume

VocViC---CVy, C...CV(zB. H(Q))

(z.B. Vi, = Vo—m, d.h. h = 27™), dhnlich zur MRA bei Wavelets.

| 0
1 ° 1
—eo—+—e—1 2
o
MitV := |J V; C V (hier muss nicht ,,= gelten!) assoziiert man zu jedem V; einen Projektor
i=0
P;
PV =V
mit
P2 = P, (Projektion), P,, Vi, = Vi, k> m. (4.44)

Beispiel 4.9.1 Sei V = Ly(2), V; = X} beziiglich des Gitters Ay, h = 277. Dann kann man
z.B.
Pj = PAh>

also den Interpolations—Operator bzgl. Ay, wihlen.

Zu beachten ist hierbei, dass wir nicht verlangen, dass P,,,u — u, (m — o0),u € V, selbst wenn
Py, auf ganz V' definiert ist! Diese Familie P := {P; };";0 erzeugt eine Multilevel-Zerlegung des
Ansatzraums V,,,. Sei m > j und u; € Vj;, dann gilt

uj = Pjauj + (1= Pj1)u;
wegen (d.44) gilt Pj_ju; € V;_1 , also (dhnlich wie bei Wavelets)
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mit
Nj—l = {Uj S Vv] : Pj_luj = 0} = V] N Kern (f)j—l)-
fiir j > 1.

Bemerkung 4.9.2 Die Zerlegung ist nur dann orthogonal, (V;—; L N;_1), wenn die P;
orthogonale Projektionen sind!

Iteriert man (4.43)), so erhélt man

Andererseits gilt mit einer Teleskopsumme

J
V}'B’LL]':P()U]"FZ(Pm_Pm—l)Uj

m=1

und damit erhalten wir eine weitere Zerlegung V; = V;_1 & W, _1 mittels

j—1
Vi= @ Wy, Wy := Bild (P, — P,_1)

m=0 (4.46)
Wy := V.
Lemma 4.9.3 (a) Fiir die Projektoren gilt stets
PjPj—1 = Pj-1.
(b) Es gilt
N; =W;
genau dann, wenn
P;_1P; = P;_1. 4.47)
In diesem Fall ist ()j := Pj — P;j_; eine Projektion mit Q;Qr = 0, j # k.
Beweis. (a) ist trivial, (b) benotigt (etwas) Funktionalanalysis, weswegen wir den Beweis hier weglassen. O

Bemerkung 4.9.4 Die Bedingung ist z.B. fiir den Interpolationsoperator I; bzgl. A;_1 C
A oder auch den orthogonalen Projektor P; erfiillt.

Nun zur konkreteren Form des sogenannten BPX-Vorkonditionierers (Bramble, Pasciak, Xu,
1990), der optimal (O(1)) ist. Dazu sei

V; = span {0}

(z.B. Finite Elemente beziiglich geschachtelter Gitter). Wir formulieren zunéchst das diskrete Pro-
blem leicht um: zu

ueV: a(u,v)=(f,v), YveV, fgegeben,
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definiere f; € Vj; durch

(f]?vj) = (f7 Uj), VUJ € V}a (4.48)

d.h. f; = P;f mit der orthogonalen Projektion P; : V' — Vj, denn P; f ist eindeutig bestimmt
durch
(f = Pif,v5) =0, Vu; €Vj

also
(P]f7 Uj) = (fv U])
und damit f; = P; f. Damit ist das diskrete Problem

uj € Vj ra(uj,vy) = (f,v), Yu; €Vj,
dquivalent zu
u; € R™ . Ajllj = q)jfj
mit der Steifigkeitsmatrix A; = (a (901( ), go](fj )))M:l’._’nj € R™*"  der Gram—Matrix
®; = ((@Ej)7¢§gj)))i,k:1 ..... n

und f; = (fi)izl ; mit f; = Z flgo , denn wegen cp(j) € V; gilt mit (4.48)

a(us, o) = (£,e?) = (f;, 07
nj ) )
= Y R o) = @8,
k=1

Definition 4.9.5 Der BPX-Vorkonditionierer C; ist fiir v; € V; definiert durch

Ciloy = 24 ’fz ”J’% o™ (4.49)

= et ||H1(Q

Bemerkung 4.9.6 Man beachte, dass C; nicht als Matrix gegeben ist, sondern nur durch die
Anwendung von C i ! auf ein Element aus V;. Dies geniigt aber fiir den Algorithmus vollkommen.

Algorithmus 4.9.1: BPX-pcg

(0)

Sei u; €R" ein beliebiger Startwert.
-1 0

20 == C7(f; — Al”)

p©@ .=z

Fir 1:=0,1,2,... bestimme

1) r® .= &;f; — Aju”  (Residuum)

L (x® g
2:) Q= gt
3.) ulth) .= @ + Oéip(i)
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5.) (’+1 (fj Ajug-i))

(r(z+1) z(z+1>)

6.) Bi:=- @ 20)
7 . ) p(7*+1) = Z(i+1) + Blp(z) .

Bemerkung 4.9.7 Die beiden Anwendungen von Cj_l beziehen sich auf f; — Ajuy) € Vj (nicht
auf die entsprechenden Koeffizienten—Vektoren!), wobei

n;

J
;07 =3 ale?, o)e)
k=1

der diskrete Opterator Aj : V; — Vj ist.
Satz 4.9.8 Fiir den BPX—Vorkonditionierer gilt

K(C;1A;) = 0(1), j— oo, (4.50)
der Vorkonditionierer ist asymptotisch optimal.

Der Beweis folgt spiter.

Bemerkung 4.9.9 Die Aussage (4.50) bedeutet Folgendes: um einen Anfangstehler €( auf eine
Genauigkeit € < e¢ zu reduzieren, benétigt Algorithmus[4.9.1] gleich viele Schritte, egal wie fein
das Randwertproblem diskretisiert ist, also unabhingig von j!!

Nun zur rekursiven Berechnung von C'; 11)]-. Wegen V;_1 C Vj gilt
] 1) _ Zak‘P 1<i<mnjg, 4.51)

mit Koeffizienten ai, die von der Diskretisierung abhingen (und von denen die meisten ver-
schwinden). Dies ist analog zur Verfeinerungsgleichung bei Skalierungsfunktionen.

Beispiel 4.9.10 Sei V; = X fle’ dann erhalten wir

, . . o
o = 2‘P§Jz) L+ o8 + 290%)“7 1<i<nia =271 (n; =227 =2)),

vgl. Abbildung[.12]
Fiir die Effizienz des Verfahrens ist es absolut essentiell, (4.51) nur auf die ai # 0 zu beschrénken!

(k))

Nun sei angenommen, dass (vj, ¢;

ng
k— 1
(0,08 ) = 37 ok (v, 8,
m=1

bekannt seien fiir 1 < ¢ < ny, dann gilt

also eine Rekursion. Also brauchen wir nur noch

(fj—AjUEi),gD](gj)), kzl,...,nj,
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! !

() (J)

Tai—1 Toit1

7 <o)

Abb. 4.12: Geschachtelte Rdume erzeugt durch lineare Elemente fiir den BPX-Vorkonditionierer

denn nur fiir v; = f; — A; U @ Wird C] v; in Algorithmus |4.9.1|bendtigt. Nun gilt aber

k k k
(fi = A o) = (f o) = (Al o)

= (®;f), — (A;ul),
= (®,f - Au()) :rf;)

Ik

und diese Zahlen werden im Algorithmus berechnet!

Nun zum Beweis von Satz[4.9.8] fiir den wir einige Vorbereitungen brauchen.

Definition 4.9.11 Sei X endlich-dimensional mit Skalarprodukt (-,-). Zwei s.p.d. Operatoren
A, B : X — X heiBen spektral dquivalent, falls es Konstanten cy, c; > 0 gibt mit

co(Bu,u) < (Au,u) < ¢1(Bu,u), Yue X. (4.52)

Lemma 4.9.12 Seien A, B : X — X s.p.d., dann gilt
(a) 0(AB) = o(BA).
(b) Seien zusdtzlich A und B spektral dquivalent, dann gilt

k(B7A) < a
Co

mit den Konstanten aus (4.52)).

Bewelis. (a) Siehe Numerik I (pcg-Verfahren).

(b) Mit dem Skalarprodukt
(u,v) := (Bu, v)
gilt (Au, u) = (BBflAu, u) = <BflAu, w) und (Bu, u) = (u, u), also aus

cofu,u) < (B™ ' Au,u) < e (u,u)

und mit dem Rayleigh-Quotienten bzgl. (-, -) gilt Apin (B~ A) > ¢, Amax(B™TA) < c;.
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Bemerkung 4.9.13 Wir wissen bislang noch nicht, dass C} s.p.d. ist!

Der BPX—Vorkonditionierer entsteht aus der Multilevel-Zerlegung (4.46), wenn man P; als or-
thogonale Projektion wihlt

(Pju’vj) = (U,Uj), VU]' S Vv]
Nach Lemma sind (); := P; — P;j_1 auch Projektoren mit

QjQr = Qri;.

Dann zeigt man (mit reichlich F.A. und Approximationstheorie), dass

J
> 4 1Qkus7 ) ~ lusln gy,  Yui €Vj (4.53)
k=0

(man braucht u.a. direkte und inverse Abschitzungen) und dann liefert

au,u) ~ Hu”?ﬂ(Q)

bereits, dass A; und die linke Seite von {.53) spektral dquivalent sind. Also sei

J

S k

Cj’LLj = E 4 Qku]', Uu; € Vj,
k=0

dann gilt
J
C’;luj = 24_kauj,
k=0

denn

J J Jj J
Go = z4kc;k{z4—m@m} SYY e g,

k=0m=0 :6k,QO

also auf V; die Identitit.

Nun ist die orthogonale Projektion P; numerisch aufwindig zu realisieren (man miisste dazu

{(pgj ), e wﬁff} orthonormalisieren). Also ersetzt man P; durch einen spektral dquivalenten Ope-
rator M, der dann auf die Form (#.49) fiihrt. Dieser sei definiert als

nj
1 (7)),
Mjvj =) W(Uja ©)e;
mit ) w
o = [lp{"],
vgl. (4.49), die Definition von BPX.
Lemma 4.9.14 Folgende Eigenschaften gelten

(a) Myu; = MyPyuj, uj€Vj, k<j.
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(b) (Uj,MkUj) = (Pkuj,MkPk’LLj), Uj; € Vj, k<ij.
Beweis. Esgilt (Pruj, gpgk)) = (’u.j,cpgk)),l < i< ng,k < jalso

nj

1 .
My (Pruj) = ﬁ(Pkuj,q;Ek))gpgk) = Myu;

i=1 &
woraus sich wegen (P j, y),(ik> ) = (ug, Apgk) ) gerade die Behauptung a) ergbit. Weiter gilt wegen M, Ppuj; € Vi

(uj, Mpug) = (uj, My Pruj) = (Pguj, My Prug).

Satz 4.9.15 Es gilt (uj, Mjuj) ~ (uj, Pjuj) ~ (uj,uj). Fiir uj € Vj, also sind Cj und M;
spektral dquivalent.

Bemerkung 4.9.16 Andere asymptotische optimale Verfahren sind (a) Mehrgitter—Verfahren
(Multigrid); (b) MG-pcg (Mehrgitter vorkonditioniertes cg); (c) Wavelet—Verfahren.
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Gradienten—Verfahren:,
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Richardson, [46]
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Gradienten—Verfahren, [66]
von Stein, [52]
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Gradienten—Verfahren, [66]
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