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Aufgabe 1 (Finite Differenzen Methode 1) (5 Punkte)

Sei Q C R? ein beschriinktes Gebiet. Die in der Vorlesung entwickelte 5-Punkte-Stern-Diskretisierung lisst
sich als eine Abbildung —A, auffassen, die definiert ist durch

1
—Apu(r1,72) = Z cijup(z1 + ih, z2 + jh), (1)
z"]:—l

wobei die Gewichte ¢; ; gegeben sind durch
® Cop = 4/h2,
® o1 =Cl0=1C0-1=C_10= —1/h? und
e ¢;; = 0 fiir alle anderen (i, 7).

Man zeige: Es gibt in (1) keine Wahl der Gewichte c;;, so dass fiir eine beliebige glatte Funktion u : Q2 — R
gilt:

HAu — AhuHhm S Ch3

mit einer von A unabhingigen Konstanten C.

Aufgabe 2 (Finite Differenzen Methode 2) (5 Punkte)
Fir a = (ai,...,0,) € Njj ist

Hlel

D= ————
: (o] o
Ozt - - dxp

und |a| = a1 + ... + a,. Mit dieser Bezeichnung definieren wir fiir « € C*(Q) die Halbnorm

U] %5y = max max | D% .
) = g e | Do)

Sei z €  C R® mit n = 1 oder n = 2. Sei u € C3(Q). Man zeige: Es existiert eine von h unabhingige
Konstante C' > 0, so dass fiir h > 0 und hy, ho, hs, by < h klein genug, so dass die folgenden Abschitzungen
gelten:

a) fir n=1:

2 2 2
— _l’_ -
ho(ho + hw) 'C~ hohw 2 hw(ho + hy)

uw —u’(z)] < Clulcs@yh

wobei uz := u(z), uy = u(x — hy) und up = u(x + ho).



b) fiir n = 2:

2 2 2
uo +
ho(ho + 1) "C " Ty (ho + 7)™ his(hs + ) "
2
N — Au(z)|< C
I (hs + ) <hohw hShN> uz — Au(@)|< Clulos@y
wobei uz := u(z), uy = u(x — hy), uo := u(z + ho), u u(x — hy) und hg := u(x + hg).
Aufgabe 3 (Finite Differenzen Methode 3) (10 Punkte)
Wir betrachten die eindimensionale Wérmeleitungsgleichung, d.h.
Up = Ugg, in (0,7) x (0,1),
u(t,0) =u(t,1) =0, firte|0,T], (2)
w(0, ) = up(z), fir x € [0, 1],
mit up € C([0,1]) und up(0) = ug(1) = 0.

Fiir die Anwendung der FDM betrachten wir der Einfachheit halber dquidistante Gitter fiir Raum und Zeit
mit den Gitterweiten

T 1
At=—, Azx=-—, M,NeN.
N ST M
Mit Hilfe der FMD bestimmen wir nun Approximationen
Uik%u(tk,xi), th = kAL, ;= iz, k=0,....,.N,i=0,..., M,

der exakten Losung u von (2). Fiir die Diskretisierung von (2) fithren wir folgende Abkiirzungen ein:

DE ol ) = A (ot + Dt,2) — vt ),
Deolt,7) = A (ult,2) — vt — At ),
1

D%, v(t, x) := L (v(t,x + Ax) — 20(t,z) + v(t,z — Ax)).

Verwendet man nun DXt zur Diskretisierung der Zeitableitung u; in (2) gelangt man zum expliziten Euler-
Verfahren:

DX, UF = DA, UF, 0<i<M,0<k<N,
Uy =uk, =0, 0<k<N, (3)
UL = (), 0<i<M.
Verwendet man hingegen Dy, so gelangt man zum impliziten Euler-Verfahren:
DR UM = DX, UM 0<i<M,0<k<N,
Uk =uk, =0, 0<k<N, (4)
U = up(x;), 0<i<M.
Aufgabe:

a) Implementieren Sie sowohl das explizite- als auch das implizite Euler-Verfahren fiir ' = 1. Verwenden Sie
beide Verfahren fiir N = 100, M = 2, 3,...,20 und U? = (—1)%sin (iAzm), 0 < i < M, und vergleichen
Sie die Losungen. Was stellen Sie fest?

b) Variieren Sie N und M derart, dass sie einen geeigneten Konvergenzplot erhalten. Verwenden Sie dabei

das implizite Euler-Verfahren fiir U = # sin (7 - 1Ax).

Hinweis: Die exakte Losung lautet: u(t,z) = #e*”% sin (7).



