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Aufgabe 1 (Finite Elemente Methode) (10 Punkte)

Wir betrachten die folgende Variationsformulierung:
Sei @ C R? mit Rand I' :=Tp UTy, f € L3(Q), g € L*(Tn) und up € H' (). Suche u € H}(Q) := {v €
HY(Q):v=0auf I'p}, so dass:

/VUTVU dx:/fv dm—{—/ gv ds—/Vu%Vv dx Vo € HY(Q). (1)
Q Q Ty Q

Fiir die Implementierung definieren wir eine Triangulierung 7; auf dem Gebiet 2 und den diskreten Ansatz-
Raum S(7) mit Basis-Funktionen ¢;, i = 1,.., N. Fiir die gesuchte Losung wéhlen wir den Ansatz

N
= Z OékQDk(x, y)
k=1

und testen (1) mit allen Basis-Funktionen ¢;, j = 1,..., N. Wir erhalten dadurch das LGS
Ax =D

mit dem Koeffizientenvektor x = (o )g=1,.. n, der Steifigkeitsmatrix

A = (aij)jr=1,..N; Gjr= / Vi Ve;da
Q
und der rechten Seite

b= (bj)j:17---,N’ bj = / f(pj dzx +/ ge; ds — / Vu%chj dx.
Q 'y Q

(i) Laden Sie sich die Datei fem2d von der Homepage herunter und entpacken Sie die zip-Datei.

(ii) Stellen Sie den Vektor b fiir die rechte Seite auf. Verwenden Sie dabei folgende Naherungen

Ty T3 — I
d ~ f(xs, dv = f(zs,ys) 5 det
/fgoj r= f(zg ys)/% z = f(zs ys) ¢ <y2—y1 y3-3~/1>

und

E
/ gpjds =~ |2’g(xM,yM)7
FE

wobei (zg,ys) den Schwerpunkt des Dreiecks T' € Tp, und (zas, ypr) der Mittelpunkt der Kante E auf
dem Neumann-Rand bezeichnet. Testen Sie ihre Funktion am Beispiel Lshape.

(iii) Erweitern Sie das Skript fem2d.m, sodass die folgende Variationsformulierung gelést werden kann:
Suche u € H(Q), so dass Vv € HY(Q) und x € R gilt

/VUTVvdx—l—ﬁ/uvdx:/fvda:—i—/ gvds—/Vujl;Vvdx. (2)
Q Q Q T'n Q

Stellen Sie dazu die Massematrix M (siehe Blatt 4, Aufgabe 1 (7)) auf und testen Sie das Programm
am Beispiel Square fiir k = 2.



Aufgabe 2 (FEM, Wirmeleitungsgleichung) (10 Punkte)
Die Wirmeleitungsgleichung ist fiir 7 > 0 gegeben durch

) = f(z,y,t), inQx][0,T]
=up(z,y,t), aufI'p x[0,T]

)
)

u(x,y,t) = g(x,y,t), auf 'y x[0,T]
)

Um die Wirmeleitungsgleichung zu 16sen, verwenden wir ein implizites Euler-Verfahren in der Zeit. Dazu
teilen wir das Zeitintervall in IV dquidistante Teilintervalle der Linge dt = % auf. Mit ug(z,y) := u(x,y, k-dt)
und fx(z,y) := f(z,y,k - dt) erhalten wir in jedem Zeitschritt die Gleichung

U1 — dtAug = up + dt fryq.

Die schwache Formulierung (beziiglich des Ortes) lautet dann (mit Homogenisierung der Dirichlet-
Randbedingung)

/uk+1v d:E—I—/uD,kHU dx—l—dt-/ Vu;‘cFHVv dx
Q Q Q

:/ukvda:—i—dt-(/ fk+1vda:+/ gk+lvds—/Vu%k+1Vvda:>.
Q Q 'y Q ’

Mit gleichem Vorgehen wie in Aufgabe 7 erhalten wir das LGS

(M+dt'A)xk+1:M$k+dt’ </ fk+1<pj d.CU+/
Q

I'n

Jk+1 (pj d8> — (M -+ dt . A)UD’k+1.

(i) Schreiben sie eine Funktion fem2d heat .m die die Wérmeleitungsgleichung 16st (viele Teile aus fem2d .m
konnen iibernommen werden). Speichern Sie die Losungen in allen Zeitschritten in der Matrix u ab.

(ii) Stellen Sie den Temperaturverlauf graphisch dar.

(iii) Testen Sie ihr Programm m Beispiel Square heat



