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Aufgabe 1 (Finite Elemente Methode) (10 Punkte)

Wir betrachten die folgende Variationsformulierung:
Sei Ω ⊂ R2 mit Rand Γ := ΓD ∪ ΓN , f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(ΓN ) und uD ∈ H1(Ω). Suche u ∈ H1

0 (Ω) := {v ∈
H1(Ω) : v = 0 auf ΓD}, so dass:∫

Ω
∇uT∇v dx =

∫
Ω
f v dx+

∫
ΓN

g v ds−
∫

Ω
∇uTD∇v dx ∀v ∈ H1(Ω). (1)

Für die Implementierung definieren wir eine Triangulierung Th auf dem Gebiet Ω und den diskreten Ansatz-
Raum S(Th) mit Basis-Funktionen ϕi, i = 1, .., N . Für die gesuchte Lösung wählen wir den Ansatz

uh(x, y) =
N∑
k=1

αkϕk(x, y)

und testen (1) mit allen Basis-Funktionen ϕj , j = 1, ..., N . Wir erhalten dadurch das LGS

Ax = b

mit dem Koeffizientenvektor x = (αk)k=1,...,N , der Steifigkeitsmatrix

A = (ai,j)j,k=1,...,N , aj,k =

∫
Ω
∇ϕT

k∇ϕj dx

und der rechten Seite

b = (bj)j=1,...,N , bj =

∫
Ω
f ϕj dx+

∫
ΓN

g ϕj ds−
∫

Ω
∇uTD∇ϕj dx.

(i) Laden Sie sich die Datei fem2d von der Homepage herunter und entpacken Sie die zip-Datei.

(ii) Stellen Sie den Vektor b für die rechte Seite auf. Verwenden Sie dabei folgende Näherungen∫
T
f ϕj dx ≈ f(xS , yS)

∫
T
ϕj dx = f(xS , yS)

1

6
det

(
x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

)
und ∫

E
g ϕj ds ≈

|E|
2
g(xM , yM ),

wobei (xS , yS) den Schwerpunkt des Dreiecks T ∈ Th und (xM , yM ) der Mittelpunkt der Kante E auf
dem Neumann-Rand bezeichnet. Testen Sie ihre Funktion am Beispiel Lshape.

(iii) Erweitern Sie das Skript fem2d.m, sodass die folgende Variationsformulierung gelöst werden kann:
Suche u ∈ H1(Ω), so dass ∀v ∈ H1(Ω) und κ ∈ R gilt∫

Ω
∇uT∇v dx+ κ

∫
Ω
u v dx =

∫
Ω
f v dx+

∫
ΓN

g v ds−
∫

Ω
∇uTD∇v dx. (2)

Stellen Sie dazu die Massematrix M (siehe Blatt 4, Aufgabe 1 (i)) auf und testen Sie das Programm
am Beispiel Square für κ = 2.



Aufgabe 2 (FEM, Wärmeleitungsgleichung) (10 Punkte)

Die Wärmeleitungsgleichung ist für T > 0 gegeben durch

∂

∂t
u(x, y, t)−∆u(x, y, t) = f(x, y, t), in Ω× [0, T ]

u(x, y, t) = uD(x, y, t), auf ΓD × [0, T ]

∂

∂n
u(x, y, t) = g(x, y, t), auf ΓN × [0, T ]

u(x, y, 0) = 0

Um die Wärmeleitungsgleichung zu lösen, verwenden wir ein implizites Euler-Verfahren in der Zeit. Dazu
teilen wir das Zeitintervall in N äquidistante Teilintervalle der Länge dt = T

N auf. Mit uk(x, y) := u(x, y, k·dt)
und fk(x, y) := f(x, y, k · dt) erhalten wir in jedem Zeitschritt die Gleichung

uk+1 − dt∆uk+1 = uk + dtfk+1.

Die schwache Formulierung (bezüglich des Ortes) lautet dann (mit Homogenisierung der Dirichlet-
Randbedingung)∫

Ω
uk+1 v dx+

∫
Ω
uD,k+1 v dx+ dt ·

∫
Ω
∇uTk+1∇v dx

=

∫
Ω
uk v dx+ dt ·

(∫
Ω
fk+1 v dx+

∫
ΓN

gk+1 v ds−
∫

Ω
∇uTD,k+1∇v dx

)
.

Mit gleichem Vorgehen wie in Aufgabe 7 erhalten wir das LGS

(M + dt ·A)xk+1 = Mxk + dt ·
(∫

Ω
fk+1 ϕj dx+

∫
ΓN

gk+1 ϕj ds

)
− (M + dt ·A)uD,k+1.

(i) Schreiben sie eine Funktion fem2d heat.m die die Wärmeleitungsgleichung löst (viele Teile aus fem2d.m
können übernommen werden). Speichern Sie die Lösungen in allen Zeitschritten in der Matrix u ab.

(ii) Stellen Sie den Temperaturverlauf graphisch dar.

(iii) Testen Sie ihr Programm m Beispiel Square heat


