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Aufgabe 1 (Nichtkonforme Methoden) (5 Punkte)

Bei der Diskretisierung mittels konformer finiter Elemente wird davon ausgegangen, dass dem kontinuirlichen
Problem, z.B. der Form

a(u,v) = f(v), fiir allev €V, (1)

durch Wahl eines geeigneten Unterraumes V;, C V' unter Beibehaltung von a(-, ) und f(-) ein endlichdimen-
sionales Problem

a(up, ) = f(p), fiir alle ¢ € Vj, (2)
zugeordnet wird. Diese Art der Diskretisierung kann sich jedoch als ungeeignet erweisen, falls:

e die Wahl eines Funktionenraumes V;, C V' zu kompliziert ist (z.B. bei Differentialgleichungen héherer
Ordnung, wie es beispielsweise auf Blatt 6 bei der Plattengleichung der Fall war);

e die Bestimmung der Bilinearform a(-,-) und des linearen Funktionals f(-) nur ndherungsweise, etwa
durch eine Quadraturformel moglich ist;

e inhomogene wesentliche Randbedingungen oder krummlinige Rdnder des Grundgebietes 2 keine exakte
Darstellung der Randbedingung im diskreten Problem erlauben.

Finite-Elemente-Verfahren, die nicht auf der direkten Diskretisierung von (1) durch (2) mit V}, C V beruhen,
werden nichtkonforme Methoden genannt. Wir wollen nun ein konkretes Beispiel fiir eine nichtkonforme
Methode betrachten, bei der sich auch das 2. Lemma von Strang anwenden ldsst, um die Analysis dahinter
besser verstehen zu kénnen.

Es sei Q C R? ein polyedrisches Grundgebiet. Als Ausgangsproblem sei

—Au = f, in €,
u =0, auf 012,

gegeben und das Problem besitze eine Losung v € H2(Q). Wir zerlegen das Grundgebiet € mit Hilfe einer
zuliissigen, quasi-uniformen Dreieckszerlegung T;, = {T;}M,

Mit p? € Q, j =1,..., N bezeichnen wir diejenigen Mittelpunkte der Seiten der Dreiecke T} der Zerlegung,
die im Innern des Grundgebietes liegen und mit p/ € 09, j = N + 1,..., N, die Mittelpunkte auf dem
Rand. Wir betrachten die Menge aller stiickweise linearen Funktionen, bei denen die Funktionswerte in den
Mittelpunkten der Seiten von T;, ¢ = 1,..., M vorgegeben sind und bei denen man die Stetigkeit an den
Seiten-Mittelpunkten fordert, d.h. genauer:

ML ={v e Ly(Q) :v|r € PU(T), T € Ty, ,vist stetiginp/, j =1,...,N}.

Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen erhalten wir den Finite-Elemente-Raum V},, der in unserem
Beispiel definiert ist als

Vii=Mlyg={veM,:v@p)=0firj=N+1,..., N}



Das so definierte Pi-Element heifit Crouzeiz- Raviart- Element. Offenbar impliziert vy, € V}, nicht, dass vy, auf
0N verschwindet, also Vi, € H}(2). Es liegt demnach eine nichtkonforme Methode vor. Wir definieren ein
diskretes Skalarprodukt mit induzierter Norm wie folgt:

n(up, vp) Z /Vuh Vo, dz, Up, Vp, € Hl(Q)@M}“
TeTh

HuhHh = ah(uh,uh), up € Hl(Q)@Mi
a) Zeigen Sie, dass fiir den Konsistenzfehler mit dem Crouzeix-Raviart-Element die foltende Abschitzung
gilt:
| fa(vn) — an(u, up)| < c b fulz [Jon|[p-

b) Zeigen Sie, dass fiir den Approximationsfehler mit dem Crouzeix-Raviart-Element die folgende
Abschétzung gilt:

lw = unlln < chflulla.
Aufgabe 2 (Poisson-Gleichung als Sattelpunktproblem) (5 Punkte)

Betrachten Sie das Poisson-Problem auf einem Gebiet €,
—Au=f in und u=0 auf Q.

Dieses Problem kann mit Hilfe einer zusétzlichen Variablen als System partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung geschrieben werden und dann in ein Sattelpunktproblem umgewandelt werden. Zeigen Sie,
dass dieses Sattelpunktproblem eindeutig losbar ist.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Beweisen Sie Lemma 6.2.5 aus der Vorlesung:

Seiv € HY(Q) mit Av € Ly(Q). Dann existiert ein O,v € La(0Q) und es gilt
10nvllop0 < ca{llAv[loo + [Volloq}

mit einer Konstanten cq.

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Beweisen Sie Lemma 6.3.1 aus der Vorlesung:

Seiv € HY(Q) mit Av € Lo(Q). Dann gilt

1020113 o7 < c{br vl 7 + Az [0lIE 7}

Aufgabe 5 (5 Punkte)
Beweisen Sie die Abschéitzung (4) von Satz 6.3.2 aus der Vorlesung:

Sei T, quasi-uniform. Dann gilt

1/2
lenllo < Moy (un) =c | > b3 {pr(un)? + por(un)?} (3)
TeT,
sowne
1/2
nyun < cllenllo+e | D hrIfIGr] - (4)
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