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Aufgabe 13 (Richardson Verfahren) (15 Punkte)
Sei A € R™*™ eine symmetrische Matrix und sei b € R".

(i) ey := xx — x bezeichne den Fehlervektor nach der k-ten Iteration des Richardson Verfahrens
Tpt1 = xp — w(Axg — b).
Zeigen Sie, dass die folgende Fehlerabschétzung gilt:
llexlla < o(I = wA)*|leolla-
Hierbei bezeichnet o(B) den Spektralradius der Matrix B.

(ii) Falls alle Eigenwerte \;, ¢ = 1, ...,n, von A die Ungleichungen 0 < ¢ < \; < C erfiillen, wie ist dann der Parameter
w zu withlen, damit die Richardson Iteration méglichst schnell (im Sinne der euklidischen Norm) gegen die Losung
von Ax = b konvergiert? Beweisen Sie Thre Behauptung.

(iii) Fiihren Sie fiir das lineare Gleichungssystem

5 =2 0 3
2 -1 1|lz=|2
2 -4 4 2

zwel Schritte des Richardson-Verfahrens mit optimalem Parameter w aus (w muss berechnet werden). Falls Sie
Aufgabe (ii) nicht bearbeitet haben, verwenden Sie w = 0.4. Wihlen Sie als Startvektor den Vektor (0,0,0)7.

Loésung:
(i) Es gilt

er=xp — ¢ =ap—1 —w(Axp_1 —b) —x
=xp1 —w(Azg_1 — Az) —x =241 — & — WA(TR—1 — ) = €1 (I — WA).

Damit folgt
llewll2 = llex—1(I = wA)l2 < [|(1 = wA)l[ollexll2 < ... < ([T = wA)[[5]|eo]]2-

Weil A symmetrisch ist, ist auch I — wA symmetrisch und es gilt ||[(I — wA)||2 = p(I — wA), wobei p(B) der
Spektralradius von B ist. (In Aufgabe 11 (i) haben wir gezeigt, dass gilt |C||> = p(CTC). Fiir C symm. gilt also
IC|I? = p(C?) = p(C)?.) Also erhalten wir

llexll2 < p(I — wA)*||eo |-

(Man sieht, dass das Verfahren genau dann konvergiert, wenn der Spektralradius von I — wA kleiner als 1 ist.)



(ii) Wir fithren eine Hauptachsentransformation der Matrix A durch und erhalten eine Matrix U mit UTU = I und
UTAU = D = diag()\; ... \n), wobei die \; die Eigenwerte von A sind. Damit gilt

1T —wAlls = ||[UT(I — wA)U||s = ||I — wD||2 = max{|1 —wAi|,..., |1 —wh|}

((I — wD) ist symmetrisch).
Weiter gilt
1-wC<l-wh <l—-we = |l—wl| <max{|]l —wc|,|1 —wC|}.

Nun muss w so gewihlt werden, dass max{|1 — wc|,|1 — wC|} minimal wird. Dies ist genau dann der Fall, wenn

l—we=—-(1-wC) < =g

(iii) Die Eigenwerte von A sind 1, 3 und 4 (berechnen!). Damit ergibt sich der optimale Ddmpfungsparameter zu
2 .
w = . Also gilt

L [1 40 %
B :I—wA:g -4 7 =2], und wb= H
-4 8 -3 5
Damit erhalten wir
6 4 4
Tr = B.’L'O +CUb = (g, g, g)T
ry = Bxy +wb = (0.64, 0.64, 0.64)T.
Aufgabe 14 (Jacobi Verfahren,ATEX) (10 Punkte)

(i) Zeigen Sie: Konvergiert das Jacobi-Verfahren fiir ein Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix A fiir jeden
Startvektor, so konvergiert es auch fiir jedes Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix A7

(ii) Fiihren Sie von Hand zwei Schritte des Jacobi-Verfahrens fiir das LGS

310 7
2 4 1)lxz=110
1 0 2 6

und den Startwert zo = (0 0 0)7 durch.
Lésung
(i) Fir das Jacobi-Verfahren zu Az = b mit A = L + D + R als Standardzerlegung gilt
z—ap= (=D YL+ R)*(x - x0),
das heift, es konvergiert genau dann fiir alle Startvektoren, wenn limy_,o(—D~!(L + R))* = 0. Dies ist genau
dann der Fall, wenn der Spektralradius von —D~!(L+ R) kleiner als 1 ist. Analog konvergiert das Jacobi-Verfahren
zu ATy = b genau dann, wenn o(—D~1(RT + LT)) < 1. Es geniigt also
o(=D7NRT + L") = o(-D7' (L + R))
zu zeigen. Durch
det(~=D Y (RT + L") — XI) = det(D~*(—(RT + L) — AD))
=det(D™1) - det((—(RT + LT) — AD)T)
= det(D™1) - det(—(L + R) — AD)
=det(—D YL+ R) — )
sind die Eigenwerte und damit auch die oberen Spektralradien gleich.

(ii) Es gilt

0 -1/3 0
B:=-DYL+R)=|-1/2 0 -1/4
-1/2 0 0

Damit ergibt sich
w1 = Bxo+ Db = (7/3, 5/2, 3)T
xy = Bxy + D710 = (3/2, 7/12, 22/12)7.



Aufgabe 15 (Gauss Seidel Method) (15 Punkte)

(i) Show that the Gaufl-Seidel iteration converges for all systems of linear equations with a symmetric and positive
definite coefficient matrix A € R™*",
Hint: Show first that for A = L + D + R the equation

(1= X" Dv = (1+ MNoT Av
holds for every eigenvalue A of —(L + D)~!R with associated eigenvector v € R™.

(ii) Perform two steps of the Gauss-Seidel Method for the linear system from Exercise 14 (ii). Do not calculate any
inverse matrices and show all your work.

(i) Aus —(L + D)1 Rv = M folgt Rv = —A(L + D)v. Man erhiilt durch Multiplizieren von vT von links und wegen
vI'Lv = vT LTy = vT Rv die beiden Gleichungen

v Rv = = T (L + D),
v Lv = - " (R+ D)v.
Addiert man beide Gleichungen, so folgt
v Av — v Dv = v (L + R)v = — T Av — A Du

und schlieBlich die Gleichung (1 + A)v” Av = (1 — X)v? Dv. Wire nun A > 1, so wiire die linke Seite der Gleichung
positiv, die rechte Seite aber nicht. Analog wiirde fiir A < —1 die rechte Seite positiv sein, die linke aber nicht.
Folglich sind alle Eigenwerte und damit auch der Spektralradius von —(L + D)~!R kleiner 1. Das GauB-Seidel-
Verfahren konvergiert.

(ii) Es gilt

B::(L+D):

=N W
O = O
N OO

Um z, zu berechnen 16sen wir das Gleichungssystem
Brp =b— Rx,_ 1
durch Vorwirtseinsetzen. Damit gilt (Rechnungen!)

xy = (7/3, 4/3, 22/12)
zy = (1.89, 1.10, 2.06)7.
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