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1 SPLINES

Splines finden weite Anwendungen z.B. in der Computergrafik und der numerischen Losung von partiel-
len Differenzialgleichungen z.B. in der Stromungsmechanik. Wir wollen die wesentlichen Eigenschaften
und Algorithmen verstehen, die dazu gefiihrt haben, dass Splines heute so weit verbreitet sind. Dabei ist
alleine schon interessant, wie die Theorie von Splines entstanden ist.

Bemerkung 1.0.1 Das Wort ,,Spline* bedeutet etwa ,,diinne Holzlatte®. Im Schiffsbau etwa seit dem
18. Jahrhundert wurden solche Holzlatten um die Spanten gelegt, um so einen Schiffsrumpf aus Holz zu
formen.

/S(X)

\

Spanten Knotenpunkte ("ducks")

Aus der Physik ist bekannt, dass sich die Latte so biegt, dass die innere Energie (Formarbeit) minimal
wird. Dies driickt sich in Formeln wie folgt aus:

b
S"(HE)

E(S) ::/de:ﬁ — Min,

a

wobei das zu minimierende Integral die mittlere quadratische Kriimmung ist. Es ist also diejeige Kurve
S gesucht, fiir die die mittlere Krimmung F(S) minimal wird. Nun ist der obige Ausdruck noch ein
bisschen kompliziert, in erster Linie wegen des Nenners. Bei schlanken Booten ist jedoch die Biegung
S’ beschrinkt und dann spielt der Nenner fiir die Minimierung keine groBe Rolle, da er ja konstant ist.
Man kann also anstelle des komplizierten Ausdrucks den deutlich einfacheren Term

b
B(S) = /S”(:U)dx — Min (1)
a
minimieren unter den Nebenbdingungen S(z;) = f; firi = 1,...,n, wobei (x;, f;) die gegebenen

Daten (also die Positionen der Ducks) sind.

Wir erinnern uns an die Polynominterpolation und das Gegenbeispiel von Runge. Dabei waren immer
stirkere Oszillationen aufgetreten, je hoher man den Polynomgrad gewihlt hat. Das war deswegen unbe-
friedigend, weil man ja eigentlich hofft, mit einem hoheren Grad eine bessere Approximation erhalten zu
konnen. Splines beheben diesen Mif3stand, da das ,,Glattheitsmal3* der mininalen Energie das Oszillieren
wie etwa beim Gegenbeispiel von Runge verhindert.
Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaften solche Kurven S haben miissen, wenn sie den Ausdruck
in minimieren. Euler und Bernoulli haben schon erkannt, dass die Losung S des Minimierungspro-
blems folgende Eigenschaften besitzt:

D) (2,2, ér1) € Ps (lokal polynomial),

(2) S € C*([a,b]) (global glatt).
Dies wird uns zur folgenden Definition von Splines fiihren, indem wir das Verhiltnis “lokal P53 / global
C?” auf “lokal Pr.+1/ global Cck ke Np, verallgemeinern. Dies bedeutet offenbar, dass der einfachste
Spline-Raum fiir £ = 0 aus stetigen Geradenstiicken besteht.
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Definition 1.0.2 (Splineraum S* (7)) Essei T = {to,--- ,t,.1} eine Knotenfolge von n+2 paarweise
verschiedenen Knoten
a:t0<---<tn+1:b.

Ein Spline vom Grad k (k > 0) beziiglich der Knoten T ist eine Funktion s € C*~1[a, b], fiir die auf
jedem Intervall [tj,tj11],j=0,...,n

k
it ) € P o= {Z;M La; eR1<i< kz}

gilt. Den Raum aller Splines vom Grad k zur Knotenfolge T bezeichnen wir mit S*(T). Unter C~'[a, b]
ist der Raum der stiickweise stetigen Funktionen zu verstehen, d.h. unstetig nur an den Knoten z; (j =
0,....,n+ 1)

Wir lernen nun zunéchst einen wichtig Spezialfall kennen und gehen spiter auf den allgemeinen Fall ein.

1.1 KUBISCHE SPLINE-INTERPOLATION

Im Folgenden betrachten wir die Interpolation mit kubischen Splines (also k = 3). Betrachten Sie fol-
gende Bilder:

\
\

. \\\ | /\ \\
N | N

Abb. 1.1: Verschiedene Funktionen aus C°, C'' und C?

Welche dieser Funktionen in der Sequenz von Grafiken empfinden Sie als “glatt”?

Der Knick im linken Graphen ist offensichtlich, auch im mittleren Graphen erkennt man mit etwas Ge-
duld und Erfahrung eine Unstetigkeit in der Kriimmung der Funktion, welche jedoch in der rechten Grafik
nicht mehr auszumachen ist. In vielen grafischen Anwendungen geniigen diese Glattheitsanforderungen
an die Interpolationsfunktion, ndmlich sie vom Auge als ,,glatt* zu empfinden.

Dies ist einer der Hauptgriinde, weswegen wir uns zuerst auf Funktionen aus S*(7") C C? beschriinken.

1.1.1 Minimaleigenschaften kubischer Splines

Untersuchen wir zuerst die Eigenschaften der kubischen Splines, bevor wir zu ihrer Konstruktion und
Berechnung kommen.

Satz 1.1.1 Sei s ein interpolierender kubischer Spline zu der Funktion f an den Knoten
a=ty < - <tpr1 = bundy eine beliebige interpolierende Funktion von f, sodass

s"(t)- (y'(t) = 5'(t)) =0 (t € [a,b]). (1.2)
Dann gilt
" b " 2 1/2 "
I = ([ (@) ) " < e (13
Beweis. Aus folgtmity”" = s"" 4+ (y"" —s"")

b b b
[ @)?ae = [T @) 42 @ @) - @) + (4 @) @) e = [ (@) + (4 @) - 5 (@) e

a

/: (s" (2))?da,

v
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3 Abschnitt 1.1. Kubische Spline-Interpolation

falls ]: R (y” — s"")dax verschwindet. Dies It sich aber mit |D und partieller Integration unter Beriicksichtigung von s () ‘ [ € P3 (und somit s””’ (=) | v
T x

1,@;5] i—1:®i] =
c; € R) wiefolgt zeigen:

n

b ” "
/ s (z)(y (z) — s (z))dz

[T @ @) - " @)ds

i=17%i—

z

I
.Mi

(¢ @' @) = &' (@)
NI

=0

. / y(2) — o' (@de = — 3 e, [(w(@i) = s(20)) = (y(@i-1) = s(zi_1))] =0,
i=1

i=1 JTi—1

_ /:’ 8" (@) (v (@) - 5/(96))(“)

T=x;_q i1

was den Beweis abschlief3t. ]

Die Aussage des Satzes ist so zu verstehen: Wir vergleichen einen interpolierenden kubischen Spline
mit jeder beliebigen Funktion, die an den gleichen Punkten interpoliert. Nach Voraussetzung sollen die
Ableitungen (also die Steigungen der Kurven) 3’ mit denen des Splines s’ mindestens an allen Punkten
nicht-verschwindender Kriimmung von s iibereinstimmen. Der Ausdruck ||3”||2 ist die mittlere quadra-
tische Kriimmung der Kurve im Intervall (a, b). Also sagt der Satz, dass kubische Splines unter allen
interpolierenden Funktionen die kleinste Kriimmung besitzen. Die Aussage dieses Satzes benotigt man
insbesondere auch zum Beweis des folgenden wichtigen Resultats iiber die Minimaleigenschaften der
kubischen Splines. Den Beweis kann man z.B. in [deBoor] nachlesen. In diesem Buch findet man auch
viele Hinweise zur praktischen Verwendung von Splines.

Satz 1.1.2 (Minimaleigenschaft der kubischen Splines) Es sei 7 = {x;} eine Knotenfolge mit a =
xo < -+ < Tpy1 = bund s € S3(T) ein kubischer Spline, der neben den Interpolationsbedingungen
s(z;) = f(z;) eine der folgenden Randbedingungen erfiille:

(i) §'(a) = f'(a) und s'(b) = f'(b) (vollstiindige Randbedingung)
(i7) §"(a) =$"(b) =0 (natiirliche Randbedingung)
(i1i) $'(a) = s'(b) und s"(a) = s"(b) (periodische Randbedingung)

(falls f periodisch mit Periode b — a ist)

Ein solches s € S3(T) existiert und ist eindeutig bestimmt. Fiir jede interpolierende Funktion y €
C?[a, b], die diesselben Interpolations- und Randbedingungen erfiillt, gilt ferner

b b
153 = / (s"(2))” dr < / (v (2))* dz = |"]13

a a

1.1.2 Dimension des kubischen Spline-Raums

Um einen interpolierenden Spline effizient berechnen zu konnen, muss man natiirlich wissen, wie grof3
das zu 16sende Problem (es wird ein lineares Gleichungssystem sein) ist, also wie viele Freiheitsgrade
ein interpolierender Spline besitzt. Dies ist gleichbedeutend mit der Dimension von S3(7T) bzgl. der
Knotenfolge 7 = {xo, ..., Tnt+1}-
Einige einfache Uberlegungen fiihren zu einer Formel fiir diese Dimension. Fiir das Teilintervall
[;,x;41] der Linge h; := x;41 — x; wihlen wir folgenden Ansatz fiir das gesuchte kubische Poly-
nom:

si(z) = s(m)‘[xinﬂ = a;(z — ;) + bi(x — 2)* + ci(x — ;) + d;.
Fiir seinen Wert sowie erste und zweite Ableitungen an den Endpunkten dieses Teilintervalls erhalten
wir sofort

si(x;) = d; = f(x;), (1.4)
si(ziy1) = aihd +bh? + cihi +di = f(ziga), (1.5)
si(zi) = ¢, (1.6)
si(zig1) = 3agh? + 2bih; + ¢, (1.7)
si(r;) = 2b;, (1.8)
S;’(J?H_l) = 6a;h; + 2b;. (1.9)
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Kapitel 1. Splines 4

Nun gehen wir die Teilintervalle von links nach rechts durch und zéhlen die Bedingungen, die durch In-
terpolation und Stetigkeit die maximale Anzahl von Freiheitsgraden beschrianken. Gehen wir nun davon
aus, dass auf dem ersten Intervall [z, 1] die Koeffizienten ag, by, co, dy gegeben seien, sodass die Inter-
polationsbedingungen auf [z, z1] erfiillt sind. Durch die Interpolationsbedingungen und die Stetigkeit
von s’ und s” an den Knoten folgt:

si(z1) = dy = f(x1), (1.10)
si(ze) = arh} +bih3 + cihy +dy = f(z2), (1.11)
si(zy) = el = 3agh3 + 2boho + co, (1.12)
S/ll(l‘l = 2by = 6aghg + 2bp. (1.13)

Aus den obigen Gleichungen (1.10) - (I.13) folgt die Eindeutigkeit der a1, by, c1,d;. Per Induktion
folgt dann auch die eindeutige Bestimmung der weiteren ay, by, cx, di, d.h., der Raum 53(T) mit
T ={zo,...,%ny1} besitzt (n + 2) + 2 = n + 4 Freiheitsgrade. Allgemein 148t sich zeigen:

dim S¥(T) =n+k+1.

Beweis von Satz[I.T2]  Die Interpolations- und Randbedingungen sind linear in s, und ihre Anzahl stimmt mit der Dimension von Sy, (‘7) iiberein. Somit geniigt es zu zeigen, dass fiir die
Splinefunktion f = O der triviale Spline s = 0 einzige Losung ist.

Day = O alle Bedingungen erfiillt, folgt mit Satz 6, dass auch ||s’/|| = O gilt. Da s’/ stetig, folgt somit auch s’/ = 0, somit s’ = cg und s(x) = cox + c1. Aus den
Interpolationsbedingungen s(x ;) = O folgt sofort s = 0. O

Bemerkung 1.1.3 Der Satz[I.1.2 gilt unter Verallgemeinerung der Randbedingungen fiir beliebige Spli-
nerdume S* (k > 3). Siehe z.B. [Hammerlin/Hoffmannl], Seite 252.

1.1.3 Berechnung kubischer Splines

Kommen wir nun zur Berechnung kubischer Splines. Zusitzlich zu den Daten y; := f(z;) (i =
0,...,n + 1) ist es zweckmiBig, Variablen vy := s/(z;) = s/ ,(z;) einzufithren und die Variablen
a;, . .., d; durch diese zu ersetzen. Aus den Gleichungen (1.4), (1.3) sowie (I.8) und (I.9) gewinnt man
das Gleichungssystem

0 0 0 1 a; si(x;) Yi
R h? h; 1 b; si(Tit1) Yi+1
6h; 2 0 0 d; s (iv1) Yii

Die Berechnung der Determinanten der Koeffizientenmatrix liefert

0 0 0 1
h b b 1 By Ry b h o h
det | "7 & 7 =—det| 0 2 0 |=-2det( .} ' |=12n7
0 2 0 0 6h: 2 0 6h; O
6h; 2 0 O !
und damit die Eindeutigkeit der a;, ..., d; und somit von s, falls s; und s/ fiiralle ¢ = 0,...,n + 1
bekannt sein sollten. Das Losen von ((1.14)) liefert nun
. — oy o 1 Vi
di = y; b; = 5% (1.15)
._L " " 4_i ) ; 1h~ " 2" 1.16
a; = 6h,; (yi+1 - ) Ci = h, (Yit1 — yi) — 6 1(yi+1 +2y;). (1.16)

Es lassen somit sich die kubischen Polynome s;(z) in jedem Teilintervall eindeutig bestimmen, wenn
neben den Stiitzwerten yj, auch die GroBen y bekannt sind. Damit wire neben der Interpolationseigen-
schaft auch gleich die Stetigkeit der zweiten Ableitung von s(z) gesichert.
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5 Abschnitt 1.1. Kubische Spline-Interpolation

Was nun zu zeigen wire, ist, dass aus den y;, v, auch die Stetigkeit von s(z) folgt. Setzen wir die Dar-
stellung der a;, b;, ¢; und d; in (1.7) ein, so erhalten wir

Sé(l'i-i-l) = 3h2ai + thbi + ¢

1 1 1
= 3h2(6h (yivs —ui)) + th(iyé/ + E(yi-i-l —Yi) — E(?/ﬁl +2y;)
T (A
1 1 1 1 1
= hi(§y§/+1 - §y§’ + i — gyglﬂ - g@/g’) + ﬁ(yi-&-l - Yi)
(3
_ hi 2" 1" 1
= —(Quiy +¥i) + Wit — i)
6 h;
bzw.
/ 1 hi—1 1" 1"
Sio1(2i) = 7 1(y@- —yi-1) + —— (v +uil0) (1.17)
i

Die Stetigkeit von s’(z) an den inneren Knoten liefert mit der letzten Gleichung ([1.17)) wegen der Dar-

stellung von ¢; aus und (I.15) die Gleichung
1 1 ,

bl (Yi — yi-1) + ghi—1(2y§, +yi1) = sioa(w)
A
! 1

Lo N
= si(zi) = ¢ hi(yz—i-l Yi)

1
Shilyln +240),

Sortieren von y; nach links, y, nach rechts und anschliefende Multiplikation mit 6 liefert

6 6
hic1yi—1 + 2(hi—1 + ha)y) + hiyi = F(Z/i—f—l —Yi) — s (Yi — yi-1)- (1.18)
(2 1—
Diese Bedingung muss fiir alle inneren Knoten 1, . .., z,, erfiillt sein und liefert somit n Gleichungen
fiir die Unbekannten (), ...,y ;.
Allerdings reichen die n Gleichungen fiir n + 2 Unbekannte ¥, . .., y,,, | nicht aus um diese eindeutig

zu bestimmen. Wir brauchen noch Bedingungen an den Réndern. Dafiir gibt es verschiedene Mdoglich-
keiten, deren Wahl letztlich von der jeweiligen Anwendungen abhéngt, wenn man z.B. zusitzliche Infor-
mationen iliber das Verhalten der Daten am Rand besitzt. Untersuchen wir nun diese Moglichkeiten der
Behandlung der Randbedingungen.

1.1.4 Natiirliche und vollstindige Randbedingungen

Die vollstéindige Randbedingung s'(a) = f/(a), bzw. s'(b) = f'(b) liefert aufgrund von (T.6)), (I.7) und
(1.15) die weitere Gleichung

1 1 !
3/(a) = 56(170) =C = %(yl —Y0) — 6(?/1/ + 296/) = f/(a)-
Somit folgt
6
2hoyy + hoyy = %(y1 —40) — 6f'(a), (1.19)
bzw. aus
s'(b) = s, (zni1) = 3anh? — 2bphy + cp
ho, 1 1 "
= 9 (yn+1 - yn) + hnyn h (yn+1 Yn ) éh (yn+1 + 2yn)
1 1 1 1 1
= h (2yn+1 - §yn + yn - gynqtl - 7yn) + Fn(yn+1 - yn)
1 1 1
= hn(gyZ+1 =+ éyn) + Fn(yn+1 yn) = (b)7

Angewandte Numerik 2, Stand: 19. August 2015
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fiir den rechten Rand

6
bty + 2hnyy g = —h—(ynﬂ — yn) + 61(D). (1.20)

Fiir die natiirlichen Randbedingung y( = v, = 0 ergeben sich folgende Gleichungen

o= 0 (1.21)
iy = 0 (1.22)

Natiirliche und vollstindige Randbedingungen konnen auch gemischt auftreten, d.h. an der Stelle z ist
neben f(xz() auch die Ableitung f’(x() vorgegeben und an der Stelle 41 gilt y,1 = 0.

Im Falle n = 5 erhalten wir daraus folgendes lineares Gleichungssystem:

* * * * * * yg
ho 2(h0 + hl) hl
hy 2(h1 + hz) ho
ho 2(hg + h3) hs
h3 2(h3 + ha) ha

/!

* * * * * " !
*
(2 — 1) = 2 (y1 — o)
= %(Z/3-y2)—;§o(yz—y1) (1.23)
%(ZM —y3) — %(% —y2) :
7y (W5 — ya) — 75 (ya — y3)
*

Die in diesem Schema mittels x gekennzeichnete erste und letzte Zeile ist dabei durch die Wahl der

Randbedingungen ([1.19)), (I.8) bzw. (1.21), (1.22)) gegeben.

Fiir vollstindige Randbedingungen sind in (|1.23)) erste und letzte Zeile durch die Gleichungen (|1.19)
und ([1.21)) zu ersetzen, sodass wir erhalten:

2ho  ho Yo (1 — o) — 6/ (a)
* * * * *
* * * * *
hy  2hy yg+1 _%(yn-&-l - yn) + 6f/(b)

Hierbei sind die mit x gekennzeichneten Zeilen 1 bis n dem System ([1.23)) zu entnehmen.
Analog erhalten wir fiir die Randbedingungen yi = f"(a), y,, .1 = f"(b)

1 W f"(a)
* K * * *
* * * *
1)\ 7(b)

Da im letzten Gleichungssystem g und ¥, ; explizit bekannt sind, kénnen wir es wie folgt reduzieren:

2(h0 + hl) h1 ylll * - hoyg
hy 2(h1 =+ hg) ho B *
’ ° . . . B *

hn-1 2(hn—1+ hn) y! * = hnYni

Angewandte Numerik 2, Stand: 19. August 2015



7 Abschnitt 1.1. Kubische Spline-Interpolation

Bemerkung 1.1.4 Man beachte, dass y, = co und y, ., = ¢, mit co,c1 € R nicht die Matrix, sondern
nur die rechte Seite modifiziert, damit also auch eine Verallgemeinerung der natiirlichen Randbedingun-
gen moglich ist.

1.1.5 Periodische Randbedingungen

Die Stiitzstellen zg < - - - < z,41 seien nun so festgelegt, dass x,,+1 = x¢ + 1", wobei T die Periode der
gesuchten Funktion darstelle. Dies ist zum Beispiel bei Schwingungsphidnomenen der Fall.

Die periodischen Randbedingungen sind f(zg) = f(znt1), f/(x0) = f'(xny1) sowie f’(zg) =

f"(ns1). Mit den GroBen yo = Yn+41, Y1,---,Yn und den Unbekannten yi = y, . 1, y7,..., ¥y, ist
die Stetigkeit an den n + 1 Stiitzstellen zg, . . . , z,, zu erfiillen (beachte, dass die Stetigkeit bei x( der bei

ZTn+1 aufgrund der Periodizitét entspricht).

Fiir die inneren Knoten 1, . .., x,, sind die Gleichungen gegeben durch (1.18]). Aber auch zum Knoten
x sind die Gleichungen durch ([1.18]) gegeben, wenn man bei der Formulierung

hoy = z0—21=2p41—Tn=hyp
/! /!
Y—1 = Y, undy_1=yp

beachtet, da zu jedem Knoten z; nur die Informationen y;_1, y;, ¥i41 und ;"1 9}, yi', | bendtigt werden,
d.h. die Daten vom linken, rechten Nachbarn sowie vom Knoten selbst

T
I — e S—
hl h2
| | | | | | | | | |
I | I I I I I I I |
-1 0 n n+l

Das System lautet dann allgemein firn = N, zny41 =20+ T

Q(hN + ho) ho hn :ZZ)/
ho 2(h0 + hl) h1 yg
hi  2(hy + h2) ho .
hn—2 2(hny—2+hn_1) hn—1 y
hy hn-1 2(hn—1 + hn) yN/l—l
YN

h@%(m —40) — 7= (%0 — yn)
(y2 —y1) — = (y1 — ¥o)

h1
B %(3/3_92)_%)(?/2_191)
o= (yn = yn-1) = o (UN-1 = Yn—2)
o (Y0 = yn) — i (yv — yn—1)

Eine Matlab-Realisierung zur Berechnung der Koeffizienten a;, b;, ¢;, d; fiir alle Intervalls [x;, z;+1] (1 =
0,...,n)ist im Folgenden wieder gegeben.
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MATLAB-Funktion: CoeffSpline.m

function coeff =
% param(l,1) ' (a
% param(2,1)=f’ (b
n=length (t);
dy = y(2:end)-y(l:end-1);
%% Berechnung des "Kerns" von A und b
hl = t(2:n)-t(1l:n-1);
h2 = t(3:end) -t (l:end-2);
A = sparse(n,n);
= [hl, [2xh2;0], [h1(2:end);0]1];
(2:n-1, :)=spdiags (B, [0,1,2],n-2,n);
b = zeros(n,1);
(2:n-1)=6*((y(3:n)-y(2:n-1))./hl1(2:n-1) -
(y(2:n-1)-y(1:n-2))./hl1(1l:n-2));
%% Erweiterung von A und b fir unterschiedliche Randbedingungen
switch kind
case 'nat’
A(1,1)=1; A(n, )=
b(1)=param( ); b (end)=param(2);
case 'per’
if y (1) "=y (end)
error (' This data is not applicable for periodic splines’)

bzw. f£’’ (a) (abhangig von der Wahl von kind)

CoeffSpline (t,y, kind,param)
)
) bzw. £’ (b)

> W

o

end

A(l,[1,2,n-1]1)=[2*(hl1(1)+hl(end)),hl(1l),hl(end)];

A(n, [1,n])=[1, ]

b(1)=6x((y(2)- ) /h1(1)-(y(1)-y(end-1))/hl(end));
case 'compl’

A(l,[1,2]1)=[2*h1(1),h1(1)];

)
A(n, [n-1,n])=[hl(end), 2xhl (end) ];
(

]
b (1)=6x(y(2) -y (1) -param(1));
b(n)=-6* (y (end) -y (end-1) +param(2)) ;
otherwise

error (' This kind does not exist!’)
end
%% Berechnung der y’’
y2d=A\b;

%% Berechnung der Koeffizienten a,b,c,d
coeff=[y(l:end-1),
(y(2:end)-y(l:end-1))./hl(l:end)-hl(l:end).x (y2d(2:end)+2*y2d
(l:end-1)) /6,
y2d(l:end-1)/2, (y2d(2:end)-y2d(l:end-1)) ./ (6xhl (l:end)) ]’

1.1.6 Punktauswertung kubischer Splines

Nachdem wir nun im vorletzten Kapitel analysiert haben, wie sich aus den Datena = 29 < 1 < -+ <
Tpt1 = bund yg, . .., yn+1 ein kubischer Spline bestimmen 146t, stellt sich nun die Frage, wie wir diesen
auswerten konnen. Im Gegensatz zu einem Polynom sind die Splines nur jeweils stiickweise definiert,
d.h. wollen wir an einer Stelle x € [a, b] den Spline s(x) auswerten, miissen wir erst k mit = € [xg, Tg11]
bestimmen.
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9 Abschnitt 1.1. Kubische Spline-Interpolation

Biniire Suche

Bei der trivialen Realisierung, bei der man nacheinander 5 = 0,1,...,n durchgeht und testet ob z in
[z, z;41] liegt, benotigt man bei einer dquidistanten Unterteilung |41 — x| =: h (j = 0,...,n) in
n + 1 Teilintervalle durchschnittlich /2 Abfragen. Da x mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/(n + 1)
in einem der Intervalle [z, z;11] (j = 0, ..., n) liegt, wird bei einem z, welches im letzten ((n+1)-ten)
Intervall [z, ,,+1] oder vorletzten Intervall [z,_1, z,] vorher n-mal ein Test auf ,x liegt im Intervall*
durchgefiihrt. Fiir ein =, welches im j-ten Intervall [x;_1, ;] liegt, wird eine solche Uberpriifung j-mal
durchgefiihrt, d.h. durchschnittlich werden n%_l + %H +.o..+ Z—j& ot = (QT(L:;)S +ar s+l
Tests benotigt.

Wie man schnell sieht, ist man mit einer bindren Suche deutlich schneller. Vereinfachen wir die Vor-
aussetzungen insofern, dass wir von n = 2° Intervallen ausgehen und unser x liege mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit in einem der Teilintervalle. Mit einem Test ob z in den ersten 2°~! oder den letzten
25~ Intervallen liegt, reduzieren wir die ProblemgroBe auf die Hzlfte und erhalten nach s Tests das ge-
suchte Intervall.

Gilt nun 257! < n < 2%, so wihle man 2° — n virtuelle Intervalle [b, b] und nach s Bisektionen hat man
das gesuchte Intervall gefunden. Die Anzahl der Tests ist fiir 25~ < n < 2° gerade s = [log, n]. Fiir
n = 100(10000) benotigt man durchschnittlich bei der sequentiellen Suche dem 501(5001) Tests und
bei der bindren Suche nur 7(14) Tests.

Nachfolgend fiihren wir die entsprechenden Matlab-Zeilen zur Auswertung mittels sequentieller und
binérer Suche an. In beiden Fillen wird das Vorgehen durch die entsprechende Matlab-Ausgabe verdeut-
licht:

MATLAB-Funktion: sequentiellesuche.m

function k = sequentielle_suche (x,x0)
x_ 1 < x 2 < x 3 < < X_n
Finde kleinstes k, sodass x0 in [x_k,x_(k+1)]
und setze k = 0, wenn es kein solches k gibt
for k = l:length(x)-1

if x(k) <= x0 && x0 <= x(k+1)

oe o

o\

return
end
end
k = 0;
MATLAB-Funktion: binaeresuche.m
function k_unten = binaeresuche (x, x0)
$ x_ 1 < x_ 2 < x_ 3K < X_n

o

Finde kleinstes k so dass x0 in [x_k,x_(k+1)]
% und setze k = 0, wenn es kein solches k gibt
if x0 < x(1) || x(end) < x0
k_unten = 0;
return
end
k_unten = 1;
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k_oben = length (x);
while k_oben - k_unten > 1
k_mitte = floor ((k_unten + k_oben)/2); $rundet —-> —-inf
if x(k_unten)<= x0 && x0 <= x(k_mitte)
k_oben = k_mitte;

else
k_unten = k_mitte;
end
end
MATLAB-Beispiel:
Als Ausgabe erhalten wir: >> N=10"6,x=[1:N];x0=N+rand (100,1);

>> tic, for k=1:100,
sequentiellesuche (x,x0(k)); end, toc
N =
1000000
Elapsed time is 1.844000 seconds.
>> N=10"6,x=[1:N];x0=N+*rand(100,1);
>> tic, for k=1:100,
binaeresuche (x,x0(k)); end, toc
N =
1000000
Elapsed time is 0.016000 seconds.

Suche mit korrelierten Daten

Héufig kommt man bei der Auswertung des Splines noch zu einer speziellen Situation, ndmlich die Aus-
wertung von s an einer aufsteigenden Folge (¢; < t;41) von Punkten t; € [a,b] (j = 1,...,m). Gilt
tj € [x;, Tr;41] (kj € {0,...,n}), soist klar, dass man ;1 nur noch in der Teilmenge [zy;,, b] suchen
muss. Wire nur noch ein Intervall zu suchen, bote die Bisektionsmethode einen effizienten Suchalgorith-
mus, wenn aber noch mehrere Intervalle fiir ¢;,1, ... ,t,, zu lokalisieren sind, wird das nichste ;1 in
der Nihe des zuletzt bestimmten £; liegen. Dies muss aber keineswegs dasselbe oder auch das néchste
Intervall sein. Die Idee des folgenden ,Jagd*-Algorithmus ist es, das néchste k; 1 durch grofler werden-
de Schritte einzuschachteln.

Gilttj 1 ¢ [Tk, , T, +1] SO teste man nacheinander

tivr € [Th+1, Th4o] 7
tiv1 € [Thjt2,Thj1a] 7

tiv1 € [Tkj44,Th 48] 7

Hat man hierdurch ein Intervall identifiziert, wendet man beziiglich diesem Intervall die Bisektionsme-
thode an. Im ,,Worstcase“ bendtigt man zweimal lédnger als mit der Bisektionssuche, aber im besten Fall
ist man um den Faktor log, n schneller.

Nachfolgend der oben erwihnte ,,Jagd-Algorithmus“in MATLAB-Implementierung:
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MATLAB-Funktion: lokalisierejagd.m

function ks = lokalisierejagd(xs, x0)
% xs(l) < xs(2) < xs(3) < < xs(n)
% Finde fir alle x0’s die kleinsten k’s, sodass x0 in [xs(k),xs(k+1)]
ks = zeros (length(x0),1);
n = length(xs);
k = 1;
for j = l:length (x0)
inc = 1;
k_next = k + 1;
while k_next <= n && x0(j) > xs(k_next) % hunting
k = k_next;
k_next = k_next + inc;
inc = 2 x inc;
end
k_next = min(k_next,n);
if k_next > k+1 % bisection
k = k + binaeresuche (xs(k:k_next),x0(3)) - 1;
end
ks(3) = k;
end
end
MATLAB-Beispiel:
Besteht der Spline aus n Intervallen >> m = 20001; n = 80001;
und gesucht ist die Auswertung >> nodes = linspace(0,1,n);
an m < n Stiitzstellen so bendti- ~> X0 = linspace(0,1,m);
>> tic, s = lokalisierejagd(nodes,x0);toc

gen lokalisierejagd und
binaeresuche etwa gleich viel
Zeit.

Ist jedoch die Anzahl der Aus-
wertung deutlich gréfer als die
Anzahl der Intervalle, auf dem
der Spline stiickweise definiert ist,
so ist lokalisierejagd deut-
lich schneller als binaeresuche.

Elapsed time is 0.448687 seconds.

>> t=zeros(m,1);

>> tic,for j = 1l:m,t (J)
nodes, x0(j)); end,toc

Elapsed time is 0.349985 seconds.

binaeresuche (

>> m = 80001; n = 20001;
>> nodes = linspace(0,1,n);
>> x0 = linspace(0,1,m);

Elapsed time is 0.023416 seconds.

>> tic, s = lokalisierejagd(nodes,x0);toc

>> t=zeros(m,1l);

>> tic, for j l:m,t (j)
nodes, x0(j)); end,toc

Elapsed time is 1.382369 seconds.

= = binaeresuche (
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1.2 PARAMETRISIERTE KURVEN UND FLACHEN

Wir beschreiben jetzt Kurven bzw. Flichen im Raum, wie sie vor allem in der Computergrafik gebraucht
werden. Dazu bendtigen wir zunichst eine mathematische Beschreibung solcher Objekte. Die beiden
hiufigsten Methoden, um Kurven oder Flichen mathematisch zu beschreiben, sind die implizite Darstel-
lung und die parametrisierte Form.

1.2.1 Implizite und parametrische Darstellung

Die implizite Darstellung einer Kurve in der zy-Ebene hat die Form f(x,y) = 0. Zu einer gegeben Kur-
ve ist diese Darstellung eindeutig bis auf eine multiplikative Konstante. Ein Beispiel ist der Einheitskreis,
definiert durch die Gleichung f(x,y) = 22 +y> — 1 = 0.

In der Parameter-Darstellung wird jede Koordinate eines Punktes auf der Kurve separat durch eine ex-
plizite Funktion eines unabhingigen Parameters dargestellt, d.h.

C(t) = (z(t),y(t)) a<t<b.

Somit ist C(t) eine vektorwertige Funktion des Parameters ¢t. Obwohl das Intervall [a, b] beliebig sein
kann, wird es iiblicherweise auf [0, 1] normiert. Der erste Quadrant des Einheitskreises ist definiert durch
die Parameter-Darstellung

x(t) = cos(t), y(t) =sin(t) a<t<mw/2.
Substituiert man u = tan(¢/2) so erhillt man die alternative Darstellung

— U2 u
a(u) = 2 ) = 2

= <u<l.
14+u -

==L 0
1+ u? -

Die parametrische Darstellung ist folglich nicht eindeutig.

Beide Darstellungsformen haben Vor- und Nachteile, von denen einige hier genannt seien.

e Fiigt man eine z-Koordinate hinzu, so lédsst sich die gegebene Parameter-Darstellung einer Kurve
einfach in 3-dimensionalen Raum einbetten. Durch die implizite Form lassen sich nur Kurven in
der xy (oder yz oder yz) Ebene darstellen.

e Parametrisierte Kurven haben eine natiirliche Richtung (von C'(a) zu C(b) fir a < t < b. Somit
lassen sich einfach geordnete Folgen von Punkten erzeugen. Implizit gegebene Kurven haben diese
Eigenschaft nicht.

e In der Parameter-Darstellung muss man manchmal mit ,,Anomalien kampfen‘, die nicht im Zu-
sammenhang stehen mit der wirklichen Geometrie. Ein Beispiel ist die Einheitskugel. Verwendet
man Kugelkoordinaten, so sind die Pole algorithmisch schwierige Punkte, obwohl sie sich von den
anderen Punkten nicht unterscheiden.

e Die Komplexitit vieler geometrischer Operationen und Manipulationen héngt stark von der Dar-
stellung ab. Die Berechnung eines Punktes auf einer Kurve ist schwierig in der impliziten Darstel-
lung. Die Entscheidung, ob ein Punkt auf einer Kurve oder Flidche liegt ist jedoch in impliziten
Darstellung einfacher.

e Unbeschrinkte Geometrien lassen sich nur schwer mit einer Parameter-Darstellung beschreiben.

Lisst man beliebige Koordinatenfunktionen x(¢), y(t), z(t) zur Beschreibung von Kurven zu, so erhllt
man eine riesige Auswahl an moglichen Kurven. Mochte man dies aber mit Hilfe eines Rechners umset-
zen, so gibt es einige Restriktionen zu beriicksichtigen. Am besten wire es, man beschrénkt sich auf eine
Klasse von Funktionen, die
e die gewiinschten Kurven prizise genug darstellt, wie sie fiir Berechnungen oder Darstellungen
benotigt werden,
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13 Abschnitt 1.2. Parametrisierte Kurven und Flachen

e cinfach, effizient und stabil sind,

e wenig Speicherplatz bendtigen,

e mathematisch einfach gut verstanden sind (d.h. keine Heuristiken).
Eine naheliegende Wahl von Funktionen wéren die Polynome. Obwohl sie die letzten beiden Punkte in
der Wunschliste erfiillen, gibt es mehrere Beispiele wichtiger Kurven und Flidchen, die sich nicht durch
Polynome darstellen lassen, z.B. Kreise und Kugeln.

Die Darstellung einer Kurve in monomialer Basis n-ten Grades ist gegeben durch

1) = ((t)y(t),2() = S agf 0<t<1
§=0

mit a; = (x;,y;,2j). Zu einem gegebenem ¢, lasst sich der Punkt C(to) moglichst effizient mit dem
Horner-Schema berechnen:

e fiir den Grad = 1: C(tg) = ap + tpa;

[ Grad = 2: C(to) =ap+ to(a1 + toag)

° Grad = 3: C(tp) = ag + to(a1 + to(as + tpas))

Grad = n: C(to) =ag+ to(. .. to(an_g + .. .to(an_l + toan))>
In Matlab sieht der Algorithmus wie folgt aus.

MATLAB-Funktion: horner.m

function £ = horner(a, t0)
% Compute point on a power basis curve
f = a(:,end);

for k = size(a,2)-1:-1:1
f = £f.xt0+a(:,k);
end

1.2.2 Bernstein-Polynome und Bézier-Kurven

Die monomiale Basis ist nicht die einzige, um Polynome darzustellen. In Rahmen der Interpolation wur-
den auch schon die Lagrange- und Newton-Basis diskutiert. Wir definieren nun zuerst eine weitere Basis,
nidmlich die Bernstein-Polynome. Obwohl die parametrisierten Funktionen, dargestellt in monomialer
Basis oder mit Bernstein-Polynomen, mathematisch dquivalent sind, so ist die Darstellung mit Hilfe der
Bernstein-Polynome fiir die Darstellung von Kurven und Flidchen deutlich geeigneter. An entsprechender
Stelle kommen wir auf diesen Punkt zuriick.

Definition 1.2.1 (Bernstein-Polynom) Das i-te Bernstein-Polynom vom Grad n beziiglich des Inter-
valls [0, 1] ist das Polynom B} € P,, mit

| . )
BMt) = — 41—t g

il(n —1)! (1.24)

I
\'O
=

Satz 1.2.2 (Eigenschaften der Bernstein-Polynome) Die Bernstein-Polynome haben folgende Eigen-
schaften:

(i) BI'(t) > 0 fiir alle i,n und 0 < t < 1 (Positivitcit).

(ii) Y"1 o BMt) = 1fiiralle 0 < t < 1 (Zerlegung der Eins).
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Abb. 1.2: Bernstein-Polynome By, . .., B} auf dem Intervall [0, 1].

(iii) B2(0) = Br(1) = 1.
(iv) BI'(t) hat genau ein Maximum im Intervall [0, 1], und zwar bei t = i/n.
(v) Bt)=B)_,(1—1)fiiri=0,...,n (Symmetrie).

(vi) BMt) = (1 —t)BI () + tBI'' (t) (Rekursionsformel); wir definieren Bl'(t) = 0 for i < 0 oder
1> n.
(vii)
d

SBIO =n (B (1) - BTN (0)

mit B"7*(t) = B '(t) = 0.

Die Gleichung (T.24) liefert BJ(t) = 1. Aus der Eigenschaft Satz vi gewinnen wir die linearen
und quadratischen Bernstein-Polynome

Bi(t) = (1—t)BY(t)+tB%(t)=1—t

Bit) = (1—t)BY(t)+tB(t) =t

Bi(t) = (1—t)Bi(t) +tBL(t) = (1 —1t)* (1.25)
Bi(t) = (1-1t)Bi(t)+tBi(t)=2t(1—1)

Bi(t) = (1-t)By(t) +tBi(t) =1

Die Eigenschaft Satz[I.2.2]vi liefert einen einfachen Algorihmus, um Werte der Bernstein-Polynome zu
einem gegebenen ¢ zu bestimmen. In Tabelle ist dargestellt, welche B,g bendtigt werden, um B$ zu
berechnen. Beriicksichtigt man die Nulleintrige (B°, = B°; = B} = 0), d.h. man vernachlissigt die
Terme von denen man weiss das sie verschwinden, so lassen sich alle kubischen Bernstein-Polynome,
wie in der folgenden Tabelle|1.2|dargestellt, effizient bestimmen.

Die Funktion A11Bernstein.m kombiniert das in Tabelle dargestellte Vorgehen mit Gleichung
(I.24) um die Bernstein-Polynome n-ten Grades an einer gegeben Stelle ¢ zu bestimmen.

MATLAB-Funktion: AllBernstein.m
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0=nB%, B%,
p
B, Bj
/ pN
0=B% B2
p / p
Bl B
/ N /
1=B) B?
p /
B B3
/
0= BY B2
Tab. 1.1: Berechnung von B3.
B, B}
/
BY, B?
/ pN
By By
7 p /
1=D8B) B?
p / p
B B3
7 /
By B
1 > 3
By B3

Tab. 1.2: Berechnung aller kubischen Bernstein-Polynome.
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Abb. 1.3: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

function B = AllBernstein (n, x)
% Compute all n-th Bernstein polynomials
B = zeros(n+1l,1);
B(l) = 1;
for j=1:n
saved = 0;
for k=1:7
temp = B(k);
B(k) = saved + (1-x) % temp;
saved = x * temp;
end
B(j+1) = saved;
end

MATLAB-Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> n = 8; no = 100;
Bernstein-Polynome ~ BS,...,B§ >> t = linspace(0,1,no);

graphisch dar. >> B = zeros(n+l,no);
>> for k=1:no,B(:,k)=AllBernstein(n,t (k));

>> hold on, for k=1l:n+l, plot(t,B(k,:)),
end

Nun zu Kurven im Raum, die man bequem mittels der Bernstein-Polynome definieren und effizient
auswerten kann.

Definition 1.2.3 (Bézierkurve) Gegeben seien n + 1 Kontrollpunkte P; ¢ R? (d € N). Eine
Bézierkurve n-ten Grades zu gegebenen n + 1 Punkten P; € R (i =0,...,n deN)istfiirt € [0, 1]
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definiert als

C(t)=>_Bj(t)P;. (1.26)

Bemerkung 1.2.4 Da die Bernstein-Polynome eine Zerlegung der Eins bilden, ist die Summe ausge-
wertet fiir ein festes t nichts anderes als die Linearkombination der gegebenen Punkte P ;. Diese Punkte
heiBen Kontrollpunkte zur Splinekurve s.

Bemerkung 1.2.5 Ist d = 2, so heiB}t die geradlinige Verbindung der Punkte Py, ..., P, das Kontroll-
polygon.

Firn = 2und C(t) = Z?:o ng-(t)Pj gilt
Ct) = (1—t)>°Py+2t(1—t)P+1°Py

= —t)<(1 —t)Po+tP1> +t<(1—t)P1+tP2> .

linear linear

Somit kann C(t) als Linearkombination von zwei Bézierkurven 1-ten Grades bestimmt werden.
Betrachten wir dies nun allgemeiner. Bezeichnen wir eine beliege Bézierkurve n-ten Grades mit

P,

Abb. 1.4: Berechnung eines Punktes durch wiederholte lineare Interpolation fiir ¢t = 2/5.

C.(Fo,...,P,), dann liefert uns die Rekursion vi die Darstellung
Cn(t P, ... 7Pn) = (1 — t)Cn_l(t Py, ... ,Pn_l) + tCn_l(t P, Pn) .

Dies liefert ein rekursives Verfahren zur Bestimmung von C(ty) = P,, o(to) auf einer Bézierkurve n-ten
Grades, ndamlich

. k =
Py (to) = (1 = to)Pr—1,(to) + toPr—1,4+1(t0) fur{ D=0k (1.27)

Die Gleichung wird als de Casteljau- Algorithmus bezeichnet.

MATLAB-Funktion: deCasteljaul.m
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function C =
for k=1l:size(P,2)-1
for i=1l:size (P,2)-k

deCasteljaul (P, t)
% Compute point on a bezier curve using Casteljau

P(:,1i) = (1-t)*P(:,1i) + txP(:,1i+1);
end
end
C="P(:,1);
MATLAB-Beispiel:
Die folgenden Zeilen liefern >> p=[0, 1, 2, 3;
das Kontrollpolygon und die >> 0 -1, 4, 31;
Bézierkurve zu den Punkten ~> © = linspace(0,1,100);
Po= (0,0, B = (1,-1), : foé(]f:i):iegzzzs(téljaul(P t(k));
Py = (3,4)und P3 = (3,3). >> end o ’ ’
>> plot(C(1l,:),C(2,:), k=",

1), P(2,0), " rx

")

1 15 2 25 3 35

Abb. 1.5: Kontrollpolygon und Bézierkurve, Ergebnis des Matlab-Beispiels.

Kommen wir nochmals auf den Vergleich der Darstellungen zuriick, d.h. die Koordinatenfunktionen
x(t), y(t) und z(t) sind Polynome in monomialer Basis oder in der Bernstein-Basis. Betrachten wir

diesbeziiglich einige Beispiele.

Beispiel 1.2.6 Essein = 1. Aus (T.23) erhalten wir B} () = 1—t und Bj (t) = t. Die Darstellung (T.26)
nimmt dann die Form C(t) = (1 — ¢) Py + tP; an. Dies ist eine gerade Linie von P\ nach P;.

Beispiel 1.2.7 Essein = 2. Aus (1.23)) und (T.26) erhalten wir C(t) = (1—t)?Po+2t(1—t) P1+t*Ps.
Dies ist eine parabolische Kurve von Pg nach P (siehe Abb. rechts). Man beachte, dass der Poly-
gonzug mit den Punkten Py, P, Ps, sprich das Kontrollpolygon, die Form der Kurve ndherungsweise
gut approximiert. Fiir die Endpunkte gilt Po = C(0) und Py = C(1). Die tangentialen Richtungen an
den Endpunkten sind parallel zu P; — Py und Py — P;. Die Kurve liegt im Dreieck mit den Ecken

Py, P, P,.
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. P

Abb. 1.6: Eine lineare (links) und quadratische (rechts) Bézierkurve.

Beispiel 1.2.8 Es sei n = 3. Wir erhalten C(t) = (1 — t)3Pg + 3t(1 — t)2P1 + 3t*(1 — t) Py + 3 Ps.
Beispiele kubischer Bézierkurven sind in Abb. dargestellt. Man beachte, dass das Kontrollpolygon
niherungsweise die Kurve beschreibt. Fiir die Endpunkte gilt Py = C(0) und P35 = C(1). Die tan-
gentialen Richtungen an den Endpunkten sind parallel zu P; — Py und P35 — Ps5. Die Kurve liegt in
der konvexen Hiille der Punkte Py, Py, P, P3. Keine Gerade schneidet die Kurve hédufiger als sie das
Kontrollpolygon schneidet. Die Kurve kriimmt sich bei ¢ = 0 in die gleiche Richtung wie Py, P1, Py
bzw. beit = 1 wie P, Py, P3.

. P

Py=P;3

Abb. 1.7: Kubische Bézierkurve und zugehorige Kontrollpolygone.

Die Kurve C/(t) ist eine vektorwertige funktion in einer Variablen. Eine Fliche ist eine vektorwertige
Funktion in zwei Parametern s und ¢ und stellt die Abbildung eines Gebiets R von der st-Ebene in
den 3-dimensionalen Raum dar, ndmlich S(s,t) = (z(s,t),y(s,t), 2(s,t))), (s,t) € R. Es gibt mehrere
Moglichkeiten die Koordinatenfunktionen zu definieren. Der sicherlich einfachste und hiufig verwendete
Ansatz, ist der des Tensorprodukts, d.h.

m n

S(s,t) = (x(s,t),y(s,0), 2(5,)) = D > fils)g;(1)by;

i=0 j=0
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mit

bij = (wij, yij, zij) 0<s,t<1.
Man beachte, dass die Definitionsmenge dieser Abbildung das Quadrat [0, 1]? ist. Verwendet man als
Basisfunktionen wieder die Bernstein-Polynome so erhilt man

S(s,t)=>_ Y Bs)B}(t)Pi;; 0<s,t<1. (1.28)
i=0 j=0

Fiir ein festes sq gilt

Cuft) = S(s0,t) = 3> BI'(s0)Bj ()P = > B} (1) (ZB?<80>Pij>

(1.29)

T (S0, t0)

Abb. 1.8: Eine Tensorproduktfliche und isoparametrische Kurven.

Mittels (1.29) kann man also (1.28)) zu gegebenen (sq, o) durch mehrmaliges anwenden des eindimen-
sionalen deCasteljau-Algorithmus bestimmen. Dieses Vorgehen ist in der Routine deCastel jau2.m
realisiert.

MATLAB-Funktion: deCasteljau2.m

function S = deCasteljau2(P,s,t)
% Compute a point on a Bezier surface
n = size(P,2); m = size(P,3);
if n <=m
for j = 1:m
Q(:,J) = deCasteljaul (squeeze(P(:,:,3)),s);
end
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S=deCasteljaul (Q,t);
else
for i = 1:n
Q(:,1i)=deCasteljaul (squeeze(P(:,1i,:)),t);
end
S=deCasteljaul (Q, s);
end

In Abb. ist das Kontrollnetz und die Bézierfliche beispielhaft dargestellt.

Abb. 1.9: Beispiel eines Kontrollnetz und Bézierfliche in R?.

1.3 B-SPLINES

In Kapitel [I.T| haben wir uns mit dem Spezialfall der kubischen Splines beschiftigt und diese mit einem
direkten Ansatz der Form

si(z) = ai(x — xi)g + bi(z — xi)z + ci(z — x;) + d;,
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hergeleitet. Bis auf eine Verschiebung um x; ist dies ein monomialer Ansatz. Im Folgenden wollen wir
uns mit einem allgemeineretﬂ Ansatz beschiftigen, der durch die Anwendung in der Computergrafik
motiviert ist. Wir werden eine weitere Basis einfiihren, deren Basisfunktionen einen Triger minimaler
Lange haben (Monome haben ganz R als Triger) und deren Elemente sich effektiv und numerisch stabil
berechnen lassen. Wir erinnern daran, dass mit dem 7rdger einer Funktion f : R — R die Menge
supp(f) := {z € R, f(x) # 0} bezeichnet wird, wobei der Strich den Abschlufl der Menge bezeichnet.
Splines, die in dieser Basis dargestellt werden, nennt man B-Splines.

1.3.1 Rekursive Definition der B-Splines-Basisfunktionen

Es gibt verschiedene Definitionen der B-Splines. Die folgende rekursive Darstellung hat auch fiir die
Punktauswertung grof3e Vorteile hinsichtlich Effizient.

Definition 1.3.1 (B-Splines-Basisfunktionen) Sei 7 = {t¢, t,,} eine nichtfallende Knotenfolge reeller
Zahlen, d.h.,t; < t;y1 (i =0,...,m—1). Diet; werden als Knoten und 7 als Knotenvektor bezeichnet.
Die i-te B-Spline Basisfunktion vom Grade p (Ordnung p + 1) ist definiert fiir p = 0 als stiickweise
konstante Funktion der Form

1 fallst; <t <t;
0(4) .— ’ J = J+l
N;(t) { 0 . sonst (1.30)
und fiir p > 0 durch
t—1t; _ t; —1 _
NP(t) i= NP (1) + 2 NPt (1.31)
titp — i Litp+1 — Lig1

Bemerkung 1.3.2 (i) N? ist eine Treppenfunktion, die auf dem halboffenen Intervall [tj,tj+1) Eins
ist und sonst verschwindet.
(ii) Man beachte die rechtsseitige Stetigkeit in der Definition der N JQ, d.h. lim
N ]Q+1 (tj+1)-
(iii) Fiir p > 0 ist N?(t) eine Linearkombination von zwei Basisfunktionen vom Grade (p — 1).
(iv) Die Berechnung einer Menge von Basisfunktionen erfordert die Kenntnis des Knotenvektors T und
des Grades p € N.
(v) In (I.31)) kann der Nenner im Bruch Null werden; dieser Quotient sei per Definition Null.
(vi) Die N} (t) sind stiickweise polynomiale Funktionen auf der reellen Achse. Normalerweise ist nur
das Intervall [to, t,,] von Interesse.
(vii) Dasi-te Knotenintervall [t;,t; 1) kann die Linge Null haben, da aufeinanderfolgende Knoten nicht
verschieden sein miissen.
(viii) Die Berechnung der Basisfunktionen kann in dem bekannten Dreiecksschema erfolgen.
(ix) Die N ]Q liefern auf dem Intervall [to, t,,,) eine Zerlegung der Eins und sind positiv.

0 _
t—>t;.r+1 Nj (t) =

Die rekursive Definition der B-Splines (I.31)) liefert einen einfachen Algorihmus, um Werte der B-
Splines zu einem gegebenen ¢ € [t;, ;41 zu bestimmen.

Beispiel 1.3.3 Es sei 7 = {to = 0,t; = 0,t2 = 0,t3 = 1,t4 = 1,t5 = 1} und p = 2. Fiir B-Spline-
Basisfunktionen vom Grade 0, 1 und 2 lauten dann

N} = NM=0 —oco<t<oo
1 0<t<l1

Ny = N
0 sonst

Ny = N)=0 —oco<t<oo

! Allgemeiner bzgl. des Polynomgrads auf jedem Teilintervall, als auch der Glattheitsanforderung an den Knoten zwischen
den Teilintervallen, bzw. an den beiden Endpunkten.
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t—0 0—t
M':o—d@ O__ON{)ZO —00 <t <00
N t_ON? 1—%@ _Jr-t 0<t<1
1 0-0 1-0 0 sonst
Nl - E=0h0 1=t Jt 0<t<l1
2 1-0 2"71-1"3 0 sonst
t—1 1—t
Ni = 1_1N§)+1_1N2 =0 —00 <t <00
N t—oMJl 1—”% _Ja-? 0<t<1
0 0-0 1-0 0 sonst
N2 — t_ONP+1_%W _ 2t(1 — 1) 0<t<1
1 1-0 """ 1-0 "2 0 sonst
t—0 1—t t2 0<t<l1
2 _ 1 1 =
Ny = 1—0N2 +1—1N3 0 sonst

Man beachte, dass Nf auf das Intervall [0, 1) restringiert gerade die quadratischen Bernstein-Polynome
sind. Aus diesem Grunde ist die B-Spline-Darstellung mit einem Knotenvektor der Form

U={0,...,0,1,....1}
—_—— | S —
(p+1)—mal (p+1)—mal

eine Verallgemeinerung der Bézier-Darstellung ist.

Beispiel 1.34 Essei T = {to =11 =12 = 0,t3 = 1,t4 = 2,t5 = 3,t6 =17 = 4,t8 =tg =110 = 5}
und p = 2. Fiir stiickweise konstanten, linearen und quadratischen B-Spline-Basisfunktionen lauten
dann:

N} = N\=0 —oco<t<oo
1 0<t«l1
Ny = N
0 sonst
1 1<t<?2
Ny = { N
0 sonst
1 2<t<3
Ny = { N
0 sonst
1 3<t<4
N) = { N
0 sonst
Ny = 0 —oco<t<oo
1 4<t<5h
N} = { N
0 sonst
Ny = N)=0 —oco<t<oo
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t—0
NG = oM t+tg M = 0 —00 <t < ¢
t— 1—t 1—t <
M=% SA? o = { " s

— — 0 sonst
t 0<t<1

t—0 2t [ =
N} = N9+ Ny = {2t 1<t<?2
1-0 2-1 0 sonst
t—1 1<t<?2

t—1 3t =
N} = 2_1A§ 3_2A@ = {3t 2<t<3
0 sonst
t—2 2<t<3

t—2 4—t =
N} = 3_2A@ 4_3A@ = 4t 3<t<4
LO sonst

t— 4—t t—3 <
Nio= g 2 st = " o
— 0 sonst
t—4 5t 5t 4<t<5

1 _ 0 _ >
Ne = 4 — 4N +5—4N7 N 0 sonst

t—4 5—t t—4 <
Moo= g NN = T s
— 0 sonst

t—5 5—t

N = - 8+5_5N8 = 0 —00 <t <00

Die folgenden NZ-2 sind bis auf die angegebenen Intervalle jeweils Null.

t—0 1—t
N2 = Ng N = (1-1t)? 0<t<l1
0 0-0 0 1o S =
t—0 2 —t ot — 2t2 0<t<l1
N2 = Nl Nl - 2 P
! -0 1T 12 —1)? 1<t <2
1,2
t—0 3t 3 v=tel
N3 = ﬁ@+3]N§: —3 +3t— ¢ 1<t<2
1 1)\2
) t—1. ., 4—t {ﬂi D bete?
N3 = 3 Nst 5N = (-5 50 2st<3
%(4—t)2 3<t<4
t—2 4—t 1t -2 2<t<3
N} = Nj Ny = {°? -
4 12 T3 —16 4 10t — 312 3<t<d4
t—3 5—t (t — 3)? 3<t<4
> =3 tsg (5 —t)2 4<t<5
t—4 5—t
N} = Ng N = 2t—-4)5—t 4<t<5
6 = +% i 7 (t—4)(5-1) <
NI = 1 NI = (t—4)2 4<t
7 5—4 5-5 ° (t=4) steb

In Abbildung ist die Zusammensetzung von N. 32 aus den jeweiligen stiickweise polynomialen Funk-
tionen auf den einzelnen Teilintervallen grafisch dargestellt.

Es ist wichtig, den Effekt von mehrfachen Knoten zu verstehen. Man betrachte die Funktionen Ng, N 12,
N2, N2 und N? in Abbildung Beachtet man die rekursive Definition der Basisfunktionen (I.31]),
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0.5

N[

(u—1)*

0.5

Abb. 1.10: Die Zerlegung von NZ in seine stiickweise polynomialen Teilfunktionen.

Abb. 1.11: Die stiickweise linearen Basisfunktionen zu 7 = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}.

Abb. 1.12: Die stiickweise quadratischen Basisfunktionen zu 7 = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}.
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so stellt man fest, dass sie jeweils nur von 4 Knoten abhéngen, ndmlich:
Ng . {0,0,0,1}
NE . {0,0,1,2}
NZ : {0,1,2,3}
N2 . {3,4,4,5}
Ng . {4,4,5,5}

Der Begriff Vielfachheit eines Knotens, kann man verstehen

e in Bezug auf eine Knoten im Knotenvektor oder

e in Bezug auf einen Knoten beiiglich einer Basisfunktion.

Zum Beispiel hat ¢ = 0 die Vielfachheit 3 im o0.g. Knotenvektor 7, aber in Bezug auf die Basisfunktion
N2 ist t = 0 ein Knoten mit der Vielfachheit 2. Die Basisfunktionen sind stiickweise polynomiale
Funktionen, d.h. im Inneren der Intervallen (¢;,¢;41) sind sie beliebig glatt. Unstetigkeiten konnen also
nur an den Knoten auftreten. Fiir ¢ = 0 stellt man fest, dass Ng unstetig ist, N12 C’O—stetig ist, N22 Cl-
stetig ist und N2 und all seine Ableitungen dort Null von beiden Seiten ist. N7 sieht ¢ = 0 als doppelten
Knoten, NZ sieht ¢ = 0 als einfachen Knoten und NZ enthillt ¢ = 0 gar nicht als Knoten.

Satz 1.3.5 Ist t; ein m-facher Knoten, d.h.

le—1 <tg=-+=tr4m—1 < totm,

so ist N f an der Stelle ty mindestens (k — 1 — m)-mal stetig differenzierbar. Fiir die Ableitung von N f
gilt

NF=L(¢ NF-Lt
dek(t)—(k—n.( ;i ® N )
dt tivk—1— T  tjyk —tjq

Beweis. Der Beweis dieses Satzes wird an spiterer Stelle erbracht (m}

Satz 1.3.6 (Marsden Identiiit) Bei gegebener Knotenfolge T = {t;},j € Z, mitlim;_,4 o t; = 00
sei fiir beliebiges y € R

Vir(y) =1, Yuy) = (2j41 —y)(@jr2—y) - (Tjpe-1—y), k> 1
Dann gilt

k=1 __
(—y)" = E Vi (y) Bji ()
JEL
eine beliebige Folge reeller Zahlen. Dann folgt aus der Rekursion @

Beweis.  Sei (aj)j cz

D ajBjp = D (aj_1(l —wji +ajwir)Bjk—1
jEL jEL

Setzen wir aj 1= v (), so folgt
aj-1(1 = win (@) + agwin(@) = (25— ¥) (1 = wjn(@) + (@051 = V)wjk (@)Y k1) = (@ = V)b k-1)-
Damit gewinnen wir die Gleichung
Vi) Bk (@) = (@ —y) Y ¥jr—1¥)Bjr_1(z)
jEL JEL

und somit mithilfe der Definitionen der v 1, und B ;1

ST wiBir(@) = (@ -9 ST w1 )Bj 1 (2) = (@ — )P,

JEL jEZ

was die Behauptung zeigt. O

Bemerkung 1.3.7 Day im obigen Satz beliebig war, haben wir also gezeigt, dass Py_1 C Sk -

>benannt nach M. J. Marsden, vlg. hierzu [Marsden|
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1.3.2 Effiziente Auswertung der B-Spline-Basisfunktionen

Die Funktion NV ]3 ist eine Linearkombination der Funktionen N JQ , N ]Q 1 NV ]Q pund N JQ ', 1- Somit ist N J?’
nur von Null verschieden fiir ¢ € [t;,¢;44).

0= N]Q Nj2_1
> N} N3
J J—1
e N\
0= NJQH Nj2
hV / N\
NJ'1+1 NJ;;
S N /
1= N]Q+2 Nj2+1
N\ /
N]'1+2 N;)+1
e
0=Njis Nivs

Tab. 1.3: N, ]3 ist nur auf dem Intervall [¢;,¢;44) von Null verschieden.

In jedem Knotenintervall [t;,¢;+1) sind maximal p + 1 der N’ von Null verschieden, nidmlich

N f_p, ..., N jP . Auf [t3,t4) ist z.B. N?? die einzige nichtverschwindende Basisfunktion vom Grad Null.
Somit sind Ng’, . ,Ng’ die einzigen von Null verschiedenen kubischen Funktionen auf [¢3,t4). Diese

Eigenschaft ist in Tabelle[1.4] dargestellt.

N Ng
/
N9 N2
/ N
N; Ny
/ N /
1=NJ N2
hY X / p ,
/ /
Ny N
1 > 3
Ny N3
Tab. 1.4: NY ist nur auf dem Intervall [t3,¢,) von Null veschieden, Somit sind auch N, ..., Nj die

einzigen von Null verschiedenen kubischen Funktionen auf [¢3,4).

MATLAB-Funktion: BasisFunc.m

function N = BasisFunc(i,p,U,t)

% compute the nonvanishing basis functions
N = zeros (p+l1,1);

N(1l) = 1;
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for j=1:p

left(j) =t - U(i+1-7);

right (j) = U(i+3j) - t;

saved = 0;

for r=1:7
temp = N(r)/(right (r)+left (j-r+l));
N(r) = saved + right(r) x temp;
saved = left (j-r+l) % temp;

end

N(j+1l) = saved;

end

MATLAB-Funktion: FindSpan.m

function mid = FindSpan(p,U,t)

%

returns the knot span index

n = length (U) -p;
if t==U(end) % special case
mid = n-1;
return
end
low = p;
high = n;
mid = floor ((low+high)/2);
while t<U(mid) | t>= U(mid+1)
if t<U(mid)
high = mid;
else
low = mid;
end
mid = floor ((low+high) /2);
end
MATLAB-Funktion: CurvePoint.m
function value = CurvePoint (p,U,P,t)

%

compute point on B-spline curve

span = FindSpan(p,U,t);

B = BasisFunc (span,p,U,t);
value = 0xP(:,1);
for i=0:p
value = value + B(i+1l) = P (:,span—-p+i);
end
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1.3.3 Ableitung der B-Splines

Aufgrund der Rekursionsformel kann man Ableitungen ganz analog zur Punktauswertung sehr effizient
rekursiv auswerten. Dies zeigen die folgenden Matlab-Codes.

MATLAB-Funktion: AllBasisFunc.m

function N = AllBasisFunc(i,p,U,t)
% compute the nonvanishing basis functions
N = zeros (p+l,ptl);

(
N(1,1) = 1;

for j=1l:p
left(j) =t - U(i+1-7);
right (j) = U(i+]j) - t;
saved = 0;
for r=1:j
temp = N(r, j)/ (right (r)+left (j-r+1));
N(r, j+1) = saved + right(r) * temp;
saved = left (j-r+l) * temp;
end
N(j+1, j+1) = saved;
end

MATLAB-Funktion: CurveDerivPts.m

function PK = CurveDerivPts(p,U,P,d,rl,r2)
% compute control points of curve derivatives
r = r2-rl;
for i=1l:r+1

PK(:,1,1)=P(:,rl+i);
end
for k=2:d+1

tmp = p-k+2;

for i=l:r-k+2

PK(:,k,1)=tmp* (PK(:,k-1,1+1)-PK(:,k-1,1i))/(U(rl+i+p+1)-U(rl+i+k-1))
;

end

end

MATLAB-Funktion: CurveDerivs.m

function CK = CurveDerivs(p,U,P,t,d)
% Compute curve derivatives
du = min(d,p);

CK(l:size(P,1), [p+2:d+1]) = 0;
span = FindSpan(p,U,t);

N = AllBasisFunc (span,p,U,t);

PK = CurveDerivPts (p,U,P,du, span-p-1, span—-1);
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Abb. 1.13: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

for k=1:du+l

CK(:,k) = 0;
for j=1l:p-k+2
CK(:,k) = CK(:,k) + N(j,p~k+2)*xPK(:,k,]J);
end
end

MATLAB-Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> P =[0,1 ,5,5,
Bernstein-Polynome  BS, ..., BS 12,0,17];
graphisch dar. > U = [0,0,0,0,1,1,1,11; p=3;
>> s = linspace(U(1l),U(end),201);
>> for k = l:length(s)
C(:,k) = CurvePoint (p,U,P,s(k));
end
>> plot(C(1l,:),C(2,:)," -
P(l,:),P(2,:),"0:
>> hold on
>> for j = 1 :25:1length(s)
V = CurveDerivs (p,U,P,s(3),1);
quiver (v(1,1),v(2,1),
0.2+xV(1,2),0.2%V(2,2))

(@]

end

1.3.4 Rationale B-Splines

Insbesondere, wenn die zu interpolierende Funktion Polstellen besitzt (oder wann man dies aus den Daten
vermutet), sind stiickweise Polynome nicht gut geeignet. Daher verwendet man rationale Funktionen und
kann ebenso rationale B-Spline definieren. Diese finden in vielen technischen Problemstellungen, z.B.
NURBS - Non-uniform rational B-Splines.

MATLAB-Funktion: RatCurvePoint.m

function value = RatCurvePoint (p,U,Pw,t)

[

% compute point on B-spline curve
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span = FindSpan (p,U,t);
B = BasisFunc (span,p,U,t);
value = 0xPw(:,1);
for i=0:p
value = value + B(i+1l) * Pw(:,span—-p+i);
end
value = value (l:end-1)/value (end);

MATLAB-Funktion: RatCurveDerivs.m

function CK

o

RatCurveDerivs (p,U,Pw,t,d)
% compute derivatives on rational B-spline curve

du = min(d,p);
ders = CurveDerivs(p,U,Pw,t,d);
Aders = ders(l:end-1,:);
wders = ders(end, :);
CK(l:size(Aders,1l),pt+2:d+1) = 0;
for k=1:du+l

v = Aders(:,k);

for i=1:k-1

v = v — nchoosek(k-1,1)*wders (i+1)*CK(:,k-1);
end
CK(:,k) = v/wders(1l);

end

MATLAB-Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> w = [1, 1, 2];
Bernstein-Polynome ~ BS,...,B§ >> P = [1, 1, 0;
graphisch dar. o 1, 11
>> U = [0,0,0,1,1,11; P=2;
>> s = linspace(0,1,201);
>> Pw = [P(l,:).*w;P(2,:).*xw;w];
>> for k = l:1length(s)
Cw(:,k) = RatCurvePoint (p,U,Pw, s (k));
end
>> plot(Cw(l,:),Cw(2,:),’'-",
P(l,:),P(2,:),"*:");
>> hold on
>> for j = 1 :25:1length(s)
CK = RatCurveDerivs (p,U,Pw,s(3),1);
quiver (CK(1,1),CK(2,1),0.3%«CK(1,2)
,0.3xCK(2,2))
end
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Abb. 1.14: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

1.4 GRUNDLEGENDE SPLINE-ALGORITHMEN

In diesem Kapitel stellen wir einige grundlegende Algorithmen zusammen, die in Anwendungen bendtigt
werden. Viele der gezeigten Matlab-Programme sind selbsterkldarend, daher verzichten wir auf weitere
Erlduterungen.

MATLAB-Funktion: CurveKnotIns.m

function [U,Q] = CurveKnotlIns(p,U,P,t,k,s,r)
if p < s+r, Q=P; return, end

% compute new curve from knot insertion

np = length(U)-p-1;

% unaltered control points

Q P(:,1:k-p);

Q(:,k-s+r:np+r)=P(:,k-s:np);

R =P(:,k-p:k-s);

[

for j=1:r % insert new knot r times

L=k-p+j-1;

for i=l:p-j-s+l
alpha = (t-U(L+1i))/(U(i+k)-U(L+1));
R(:,1) = alpha*R(:,i+1l)+ (l-alpha)=*R(:,1);

end

Q(:,L+1) = R(:,1);

Q(:,k+r-j-s)= R(:,p—J-s+1);

end

%copy remaining control points
Q(:,L+2:k-s)= R(:,2:k-s-L);

% new knot vevtor

U = [U(l:k),t*ones(1l,r),U(k+l:end)];
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MATLAB-Funktion: CurveSplit.m

function [Ul1,P1,U2,P2] = CurveSplit(p,U,P,t)

if t==U(1)
Ul=[];P1l=[],;U2=U;P2=P; return

elseif t==U(end)
Ul=U;P1=P;U2=[];P2=[]; return

end

k = FindSpan (p,U,t);

s = sum( (t==0));

if p>s
[U,P]=CurveKnotIns(p,U,P,t,k,s,p-s);

end

Ul U([l:k+p-s,k+p-s])-U(1);

Ul = Ul/max (Ul); Pl = P(:,1:k);

U2 U([k+1-s,k+l-s:end])-U(k+1l-s);

U2 = U2/max (U2); P2 = P(:,k—-s:end);

MATLAB-Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> P =[0,1,5,5;
Bernstein-Polynome ~ B§, ..., BS 0,2,0,1];
graphischdar. >> U = [0,0,0,0,1,1,1,1];
>> p = 35
>> t 1/3;
>> [Ul,P1l, U2, P2] = CurveSplit(p,U,P,t)
Ul =
0o 0o 0 0 1 1 1 1
Pl =
0 0.3333 1.0000 1.7407
0 0.6667 0.8889 0.9259
Uz =
0o 0o 0 0 1 1 1 1
P2 =
1.7407 3.2222 5.0000 5.0000
0.9259 1.0000 0.3333 1.0000

MATLAB-Funktion: isLine.m

function [flag,P0,Pl] = isLine(P,toll,tol2)
S = mean (P, 2);

mS = P-S*ones(l,size(P,2));
[j,k] = max(sum(abs (PmS)));
ot = GivensRotMat (PmS(1l,k),PmS(2,k));
rot’ = ([PmS (1, :);PmS(2,:)1);
max (Q, [],2)-min(Q, [],2);

= o
It~

Q
h
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Abb. 1.15: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

Halbierung

,,,,,,,

Ci1, G Ci1, Cop Cio, Co Cio, Cop

Abb. 1.16: Testen auf gemeinsamen Schnitt der einzelnen konvexen Hiillen nach Halbierung der einzel-
nen Bézierkurven C1 = C1 1 UC 12 und Cy = Ca 1 U Cop.
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if h(2) <= max(toll,tol2xh (1))

9 flag = 1;
0 PO = S + rotx[h(1);0]1/2;
1 Pl = S + rot*x[-h(1);01/2;
2 else
3 flag = 0; PO=[1;P1=[];
4 end
MATLAB-Funktion: Linelntersect.m
| function [flag,s] = Linelntersect (x,Vy)
2 % check for intersection of two line segments
3 % 0 no intersection, 1 one or more intersection points
4 dx = x(: ) -x(:,1); mx = norm(dx);
5 dy = y(: -y (:,1); my = norm(dy);
6 dw = (y( , )+y(:,1)—x(:,2)—x(:,1)); mw = norm(dw) ;
7 flag = 1;s=[];
g if abs(det ([dx,dy])) >= le-12 xmx*my % check for non parallel
9 if “sum(abs ([dx,dy]\dw)>1)
0 t = [dx,dy]\dw;
1 s = ((x(:,2)+x(:,1))+t (1) *xdx)/2;
2 return
3 end
4 elseif det ([dx,dw]) < max(le+l0*realmin, le—lZ*mx*mw) % on common line
5 mm = [((x(:,2)+x(:,1))/2)*[1,1], ((y(:,2)+y(:,1))/2)*[1,111;
6 dd = [dx,dx,dy,dy];
7 xx = [dw+dy,dw-dy, —dw+dx, —dw+dx];
8 for j=1:4
9 t = xx(:,3) " *dd(:,3)/(dd(:,J) " *xdd(:, I));
0 if abs(t)<=1
| s =mm(:,3)+t/2+dd(:, J);
2 return
3 end
4 end
5 end
6 flag = 0;
MATLAB-Funktion: comConvHull.m
| function flag = comConvHull (xy, st)
2 if comBoundingBoxes (min (xy, [],2),max(xy, [],2),
3 min(st, []1,2),max(st, [],2))
4 flag = 1;

if inConvHull (xy,mean (st (:,1l:end-1),2)), return, end
if inConvHull (st,mean(xy(:,1l:end-1),2)), return, end

for j = l:size(xy,2)-1
for k = 1l:size(st,2)-1
if LineIntersect(xy(:,Jj:j+1),st(:,k:k+1))
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return
end
end
end
end
flag = 0;

MATLAB-Funktion: CurveBisection.m

function points = CurveBisection(pl,Ul,Q01,p2,U2,02,tol)
[flagl,al,bl] = isLine(Ql,tol(1l),tol(2));
[flag2,a2,b2] isLine (Q2,tol(1),tol(2));
if flagl && flag2 % both segments are lines
[flag,points] = LinelIntersect([al,bl], [a2,b2]);
else
xy = myConvHull (Ql, flagl,al,bl);
st myConvHull (Q2, flag2,a2,b2);
points =[1;
if comConvHull (xy,st) % intersection of convex hulls non empty
[U11,Q11,U21,021] = CurveSplit(pl,Ul,Ql, (max(Ul)-min(Ul))/2)

[U12,Q12,U22,022] = CurveSplit (p2,U2,0Q2, (max (U2)-min (U2))/2)

points = [points,CurveBisection(pl,Ul1l,011,p2,U0l2,012,t0l)];

points = [points,CurveBisection(pl,Ull,011,p2,U022,022,t0l)];

points = [points,CurveBisection(pl,U21,021,p2,U012,012,t0l)];

points = [points,CurveBisection(pl,U21,021,p2,U022,Q022,t0l)];
end

end

function h = myConvHull (Q, flag, a,b)

% Q
% [flag,a,b] = isLine(Q,le-7,1e-7)
if flag

h = [a,b,al;
else

h = Q(:,convhull (Q(1,:),Q(2,:)));
end

MATLAB-Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> P1=[3 0,0,7,6;
Bernstein-Polynome B, ..., BS 3,2,1,2,1]; pl=3;
graphischdar. >> Ul = [0,0,0,0,1/2,1,1,1,11;
>> P2 = [7,2,1,2,7;
3,0,1,2,0]; p2=2;
>> U2 = [0,0,0,1/3,2/3,1,1,11;
>> CurveBisection(pl,Ul,P1l,p2,U02,P2,
[1le-9,1e-7])
ans =
1.5038 4.6028 2.5178
1.5037 1.6214 1.5214
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Abb. 1.17: Ergebnis der Matlab-Zeilen.
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ITERATIVE LOSUNG LINEARER
GLEICHUNGSSYSTEME

Die in Angewandter Numerik I beschriebenen direkten Verfahren gehen iiberwiegend von beliebigen
vollbesetzten Matrizen aus. Viele praktische Probleme fiihren aber zu der Aufgabe, ein sehr grofes li-
neares Gleichungssystem (LGS) Az = b zu 16sen, bei dem A € R™*™ nur schwachbesetzt (engl. sparse)
ist, d.h. viele Nulleintréige besitzt (wie etwa Beispiel 2.0.1] zur Erinnerung noch einmal aus Angewandter
Numerik I wiederholt).

Beispiel 2.0.1 (Schwingungsgleichung aus Ang. Num. I) Gegeben sei eine elastische Saite der Linge
1, die an beiden Enden fixiert ist. Die Saite wird nun durch eine duBere Kraft f ausgelenkt (angezupft).
Wir wollen die Auslenkung u(x) der Saite aus ihrer Ruhelage als Funktion von € [0, 1] berechnen.
Die gesuchte Auslenkung u : [0,1] — R ist Losung des folgenden linearen Randwertproblems einer
gewoOhnlichen Differenzialgleichung zweiter Ordnung

—u"(x) + Mz)u(z) = f(z), z € (0,1), u(0) =u(l)=0 2.1

mit gegebener duBeren Kraft f : (0,1) — R und einer Konstanten (der Dampfung) A € R. Genaueres
zur Modellierung findet man z.B. in [[Arendt/Urban].

Wir wollen (2.1) niherungsweise mit Hilfe eines numerischen Verfahrens 16sen. Dazu unterteilen wir
[0, 1] in Teilintervalle gleicher Liange. Die Anzahl der Intervalle sei N = h = N > 1,N € N und
h= % die Schrittweite. Dann setzt man z; :=ih, i =0,...,N (29 =0,zy = 1), die z; werden als
Knoten bezeichnet. Die Schrittweite ist h := x;11 — x; fiir alle 4, man spricht von einem dquidistanten
Gitter. Wir wollen die Losung an den Knoten x; approximieren und ersetzen hierzu (wie aus der Hoheren
Mathematik bekannt) die zweite Ableitung durch den zentralen Differenzenquotienten

u” (z;) ~ %(u(xz_l) —2u(x;) + u(ziy1)) = D2u(z;).

Es gilt bekanntlich ||u” — D?u| = O(h?), falls u € C*]0,1]. Damit erhilt man fiir die Niherung
u; ~ u(x;) also folgende Bedingungen (\; = A(z;), fi = f(z;)):

1 .
ﬁ(_ui—l +2u; —uip1) FAu; = fi, 1<i <N — 1,

ug = un =0,

also ein lineares Gleichungssystem der Form

(24 h2)\)) —1 0 Uy h? f1
-1 (2 + h%\2) : _ :
. -1 : - : ’
0 —1 (2+h*N\21) Up—1 h2fn_1
=:Ap =tup, =:fn

d.h. Apup = fp. Fir N = N — oo (h — 0) konvergiert die ,diskrete Losung™ up, gegen die Losung
u von (2.1). Allerdings wichst die Dimension der Matrix Ay mit kleiner werdendem h. Bei mehrdimen-
sionalen Problemen fiihrt dies leicht zu sehr groen LGS. Wir nennen diese Matrix auch Standardmatrix.

Die bisher vorgestellten Verfahren (mit Ausnahme der speziellen Rekursion fiir Tridiagonalmatrizen)
nutzen eine spezielle Struktur nicht aus und fithren beim Losen des LGS teilweise sogar zu vollbesetzten
Zwischenmatrizen. Man betrachte dazu folgendes Beispiel.
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Beispiel 2.0.2 Zu der Matrix

111 1 1 1
1 2
1 )
A= 1 10
1 15
1 10
lautet die LR-Zerlegung mit A = L - R
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 1 3 -2 =2 =2
L= 2 ) R = 20 10 _10
1 -1 -3 1 3 T3 3
2 1
1 -1 -2 -1 10 -5
2 1 1 5
I -1 -3 -3 —5 1 2

é Obwohl A nur in der ersten Zeile und Spalte sowie auf der Diagonalen Nichtnulleintrdage besitzt, sind L
und R vollbesetzt.

Fiir die 1D-Standardmatrix gibt es eine Rekursionsformel, die speziell fiir Tridiaginalmatrizen die exakte
Losung in O(n) Operationen liefert, also in linearem Aufwand — und damit optimal. Man kann solche
Rekursionsformeln auch fiir Matrizen herleiten, bei denen mehr als nur eine Nebendiagonale besetzt ist,
man spricht von Bandmatrizen. Ist die Bandbreite einer Matrix (also die Anzahl der Nebendiagonalen,
in denen Eintrige stehen) aber grofer und stehen in jeder Zeile nur wenige Nichtnulleintrige auf (es
gibt also “Locher” in der Besetztheitsstruktur), dann sind solche speziellen Bandmatrix-Loser ,teuer”.
Man braucht also andere Verfahren. Wir sehen jetzt ein einfaches Beispiel solch einer Bandmatrix mit
Lochern.

Beispiel 2.0.3 (2D-Standardmatrix) Nun betrachten wir eine (zweidimensionale) quadratische Mem-
bran, die am Rand fest eingespannt ist und auf die eine duBere Kraft f wirkt (also z.B. eine Trommel, auf
die man mit einem Schlagzeug haut). Die gesuchte Auslenkung u : [0,1]?> — R ergibt sich als Lésung
des sogenannten Dirichlet-Problems auf dem Einheitsquadrat

0? 0?
—AU(I',y) = _Wu(xay) - aiygu(xv y) = f(xa y)7 (x,y) €N:= (0’ 1)27 (22)
u(z,y) = 0, (z,y)el =00

Den Differenzialoperator A nennt man auch Laplace—Operator. Wir verwenden die gleiche Idee wie im
eindimensionalen Fall (Beispiel [2.0.1)) und definieren ein dquidistantes Gitter auf dem Quadrat

Qpi={(z,y) €eQ:x=kh, y=¢th, 0<kL<N+1} (2.3)

fiir h := ﬁ, N = Nj, € N, wie in Beispiel 2.0.1} Der Rand besteht jetzt natiirlich aus mehr als zwei

Punkten, namlich
o, ={(z,y) €' :x=kh oder y=/¢h, 0<k{<N+1}, 2.4)
vgl. Abbildung Wir definieren Solh = Qp \ 0Qp,