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Orthogonal-Polynome und Gauss-Quadratur

Dominik Ruf

dominik.ruf@uni.ulm.de

1 Orthogonal-Polynome

1.1 Definiton und Existenz

Sei A(t) eine monoton wachsende Funktion auf R mit endlichen Grenzwerten. Weiter habe das indu-
zierte positive Mafs dA endliche Momente,

e = iy (dA) = / t"d\(t),r=0,1,2,...,mit gy > 0. (1)
R

Sei P der Raum alles reellwertigen Polynome und P; der Raum aller Polynome mit Grad < d.
Fiir alle u,v € P definiere das innere Produkt (Skalarprodukt) als

(u,v) :/Ru(t)v(t)d)\(t). (2)

Falls (u,v) = 0 so nennt man u orthogonal zu v. Fiir u = v definiert

2

Jull = v/t = [ w20ano) 3)

die Norm von u. Genauer, ||u|| > 0 fiir alle v € P.
Die Schwar’sche Ungleichung besagt:

|(w, 0)| < ]| ]| (4)

Definition 1. Man nennt das innere Produkt (2) positiv definit auf P falls ||u|| > 0 fir alle w # 0
Man nennt es positiv definit auf Pq falls ||u]| > 0 fir alle u € Pg,u £ 0

Die Hankel Determinante in den Momenten .,

Ho M1 --. Hn-—1

p1 fiz e fin

Ny = det(My,), M, = .. .
Hn—1 fn - H2n—2
gibt ein einfaches Kriterium fiir positive Definitheit.
Theorem 1. Das Skalarprodukt ist positiv definit auf P <
A, >0,Vn=1,2,3, ... (6)

Es ist positiv definit auf Py < A, >0 fir n=1,2,...,d + 1.
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Definition 2. Monische reellwertige Polynome mp(t) =t* + ...k =0,1,2,... nennen wir monische
Orthogonal-Polynome im Bezug auf das Maf$ dX, falls

(Fk,ﬁl)d)\:OVk,l:0,1,2,...u1’Ld ||7TkH >0V k=0,1,2,... (7)

Tk
IEAL

Die Normierung 7y, = liefert die Orthonomal-Polynome, die

0 firk#Il

= =
(Tky T1)dx = Ok {1 fiir k=1

Lemma 1. Seien 7y, £k =0,1,...,n monische Orthogonal-Ploynome.
Fallsp € Pp(p, 7)) =0V k=0,1,...,n erfillt, gilt: p=0.

Lemma 2. 7o, 7y, ...,7T,, monischen Orthogonal-Polynomen, sind linear unabhingig. Weiter kénnen
Polynome p € P, eindeutig dargestellt werden in der Form

p= Z Ck Tk 9)
k=0

mit ¢, € R.
In anderen Worten: mg, 71, ...,m, bilden eine Basis von P,

Theorem 2. Falls das Skalarprodukt (2) positiv definit auf P ist, existiert eine eindeutige Folge (k) ken
von monischen Orthogonal-Polynomen.

Theorem 3. Falls das Skalarprodukt (2) positiv definit auf Pq ist, aber nicht auf P, fir ein n > d,
ezistiert nur eine endliche, d + 1-elementige Menge von Orthogonal-Polynomen my, 71, ..., T4

Theorem 4. Falls die Momente von d\ nur fir r = 0,1,...,rg existieren, existieren auch nur d + 1
Orthogonal-Polynome o, 1, ..., 7q, mit d = |3

Theorem 5. Seien my, 71, ..., 7n—1 monische Orthogonal-Polynome zum Maf dA\n wie in 10. dann
erfillen sie nicht nur 13, sondern auch

g 1
—_— = — . 1
2 )] = o 1o

T

1.2 Beispiele

Beispiel 1. Legendre-Polynome Das n-te Legendre-Polynom lautet

2n — 2k)!
(@) k:O( L gy T T T (11)
Fiir diese Polynome gilt dann auf dem Intervall [—1;1]:
! 2
/1 Pn(CC)Pm(iE)dl‘ = om + 16mn (12)

Nach Definition 2 sind dann also diese Polynome Orthogonal-Polynome.

Beispiel 2. Hermitesche Polynome Das n-te Hermitsche Polynom lautet:

o) = (1" 32 (1@ (13)
ki+2ky=n 12

Mit der Gewichtsfunktion e~ gilt dann:

/ eim?H’n(‘r)Hm('r)dx = an!ﬁdm" (14)
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Beispiel 3.
1 1
|| f@gt@iogic - sldzdy (15)
0 0

ist ein Skalarprodukt, aber nicht von der Form (2).
Es existiert hierfiir eine Orthonormal-Basis, aber keiner 3-Term-Rekursion (sieche néchste Abschnitte)

2 Eigenschaften von Orthogonal-Polynomen

2.1 Symmetrie

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass dX ein positives Mafs auf R mit endlich vielen Sprungstellen
und endlichen Momenten.

Definition 3. Fin absolut stetiges Mafi dA(t) = w(t)dt ist symmetrisch wenn sein Triger ein abge-
schlosses symmetrisches Intervall ist und w(t) = w(—t) V t € R.

Ein diskretes Maf$ d\y = chvzl w0 (t — tg)dt ist symmetrisch, falls ty, = —tN_g41, Wp = WN—_k4+1 fUr
k=1,2,...,N.

Theorem 6. Wenn d\ symmetrisch ist, dann gilt:

me(—t) = (=1)Fme(t), k = 0,1,2,... (16)
Damit sind 7 gerade oder ungerade Polynome, abhdingig von der Partitdt von k.
Theorem 7. Sei d\ symmetrisch auf [—a,a], 0 < a < 0o und

mor(t) = mF (t2), mops1(t) =ty (7). (17)
Dann ist (w,f) eine Folge monischer Orthogonal-Polynome im Bezug auf das Maf
AXE(t) = tF2w(t2) auf [0, a?].
2.2 Nullstellen

Theorem 8. Alle Nullstellen von m,,n > 1 sind reellwertig, einfach und im Inneren des Trdger-
Intervalls [a.b] von dA.

Theorem 9. Die Nullstellen von m, alternieren mit den Nullstellen von m,41.

Theorem 10. In einem offenen Intervall in dem d\ = 0 kann hochstens eine Nullstelle von m, sein.

2.3 Diskrete Orthogonalitit
Die Nullstellen von ,,, wie wir in 4. sehen werden, sind die Knoten T,/G der n-Punkt Gauss-Quadratur-

Regel, die exakt ist fiir Polynome vom Grad < 2n — 1. Durch Anwendung dieser Quadratur-Regel auf
die Orthogonalititsrelation erhélt man folgende diskrete Orthogonalitéts-Eigenschaften.

Theorem 11. Die ersten n Orthogonal-Polynome mp, k =0,1,...,n— 1 sind diskret orthogonal, d.h.
S A (7 m(rE) = Suallmal|an kL= 0,1,...,n — 1 (18)
v=1

Aus der Gauss-Lobatto Quadratur-Regel und dessen Fehler-Term entsteht eine dhnliche:

Theorem 12. Falls d\ ein abgeschlossenes Tragerintervall [a,b] hat, dann sind die ersten n+ 2 (mo-
nischen) Orthogonal-Polynome disktret, d.h.

Amr(@)m(a) + ) Amp(rl)m(rl + Mo me(0)m(b) = S|kl + Okt 101m417ms (19)
v=1
wobei 7L, AL die Knoten und Gewichte der (n+2)-Punkt Gauss-Lobatto Quadratur-Formel sind und

b
Yr = / T2dNap(t), dNap(t) = (t — a)(b— t)d\(t). (20)
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2.4 Extremwert-Eigenschaften
Die Menge der monischen Polynome vom Grad n bezeichnen wir mit P?

Theorem 13. Fiir alle monischen Polynome 7 € PO gilt:

/ 72 (t)dA(t) > / 72 (t)d\(t) (21)
R R
Gleichheit gilt & m = m,

Theorem 14. Sei 1 < p < co. Dann hat das Extremwertproblem

min / |7 (t)|PAA(t) (22)
welP? Jr

eine eindeutige Lésung ),

Theorem 15. Alle Nullstellen von 7y, 2 sind reellwertig, einfach und im Inneren des Trigers von dA

Die Nullstellen von m,11,s alternieren mit den Nullstellen von m, s

3 3-Term-Rekursion

3.1 Monische Orthogonal-Polynome

Theorem 16. Seien mp, k= 0,1,2,... monische Orthogonal-Polynome zum Maf d)\. Dann gilt

Mot (t) = (t — ap)mi(t) — Bempo1(t), k = 0,1,2,...7_1(t) = 0, mo(t) = 1 (23)
mit
o= ETETE) 1o (24)
(ks 1)
By = ) 1,2,... (25)

(M1, 1)

Weiter gilt: k < oo, falls das Skalarprodukt auf ganz P positiv definit ist und k < d + 1, falls das
Skalarprodukt nur auf Py positiv definit, aber nicht auf P,, mit n > d

Beispiel 4. Legendre-Polynome Die 3-Term-Rekursion fiir Legendre-Polynome lautet:

m+1)Poyi(z) = 2n+ D)zPy(x) —nPp_1(z),n=1,2,...mit PBhb=1,P =z (26)

Beispiel 5. Hermitesche Polynome Fiir die Hermiteschen Polynome gilt folgende 3-Term-Rekursionsformel

Hn+1 = .Z‘Hn - TLHn_l (27)

Theorem 17. Sei das Trigerintervall [a,b] von d\ endlich. Dann gilt:
a<oak(dh) <bk=0,1,2,... (28)

0 < Br(d\) < maz(a®b%),k=1,2,... (29)

mit k < oo und k < d—+ 1, wie tm obigen Theorem.
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3.2 Orthonormal-Polynome
Theorem 18. Seien mp, k= 0,1,2,... Orthonomal-Polynome zum Majf§ d\. Dann gilt:

\/ﬁk+17rk+1(t):(t—akwk(t)— ﬁkﬂ—kfl(t)ak:0a1727~~~771—71(t):OaWO(t):ﬁ (30)

mit « und B wie in (24), (25) und k < oo und k < d+ 1, wie im obigen Theorem.

Definition 4. Fulls k unbeschrinkt ist, ist die Jacobi-Matrixz endlich, symmetrisch und tridiagonal

Qg \/BT 0
\/57 a1 \/E
Joo 1= VB2 ax /B3 (31)

0

Seine n x n Minorante wir bezeichnet als J,,

Theorem 19. Die Nullstellen 75" von m, sind die Figenwerte der Jacobi-Matriz J,, und [mo (TIS")), e ,wn,l(T,Sn))]T

thre zugehorigen Figenverktoren.

3.3 Christoffel-Darboux Formel
Eine einfache, aber wichtige, Konsequenz aus der 3-Term-Rekursion ist folgendes Theorem:

Theorem 20. Seien m die Orthonormal-Polynome zum Maf$ dX. Dann gilt:

Zn: Wk(.%‘)ﬂk(t) _ /ﬁn-&-l 7rn+l(x)7rn(t) - 7"'n(l')ﬂ'n-&-l(t) (32>
k=0

x—t

und
n

Dl O) = VBl 1 (T () = 7 ()71 (8)]- (33)

k=0

4 Quadratur-Regeln

Sei dA ein Maf mit endlichem oder unendlichem Tréger, die aber die Annahmen von Teil 1 erfiillen.
Eine n-Punkt Quadratur — Regel zum Maf hat die Form:

5000 = Y0 1(m) + B, (34)
v=1

wobei die Summe eine Approximation ist und R,, der Fehler. 7, bezeichnen wir als Knoten und A,, die
Gewichte der Quadratur-Regel.

Definition 5. Die Quadratur-Regel (34) hat Exaktheitsgrad d, falls
Ra(p) =0V p € Py (35)

eine Quadratur-Regel (34) mit Exaktheitsgrad d = n — 1 nennt man interpolatorisch.
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4.1 Interpolatorische Quadratur-Regeln und mehr

Die Quadratur-Regel (34) ist interpolatorisch genau dann, wenn man sie aus der Interpolation erhilt,
die man bei der Integration der Langrange-Interpolation-Formel erhalt:

t)=>_ f(r )l +roa(fit), (36)

mit
n

L= ] —= (37

p=luv ¥ TH

Dann gilt:

do= [ @A =12 Ru(h) = [ it (39)

R

Tatséchlich gilt aukerdem: r,_1(p;t) = 0, falls p € P,,_;; daher gllt R (p) =0,s0dass d=n—1
Umgekehrt gilt: Falls d = n — 1 und f = 1, in (34), gilt: [ L, (£)dA(t) = Y0 Mlu(m = Ay =
1,2,...,n,dal, € Py und (7)) = 6.
Ein erster Prototyp einer interpolatorischen Quadratur-Regel sind die Newton — CotesFormels, bei
denen dA(t) = dt auf [-1.1] und 7, € [-1,1]. Die Gewichte nennt man Cotes — Zahlen.
Das Knoten-Polynom sei im folgenden so definiert:

n

wa(t) = [[ ¢ = 7). (39)

v=1

Theorem 21. Gegeben sei eine Zahl 0 < k < n. Dann hat die Quadratur-Regel (34) Ezaktheitsgrad
d=n—1+k genau dann, wenn beide der folgenden Bedingungen erfillt sind:

(a) (34) ist interpolatorisch

(b) Das Knoten-Polynom (39) erfillt

/R wn(Op(AN(E) = 0¥ p € Py (40)

Die Quadratur-Regeln mit £ = n und Exaktheitsgrad d = 2n — 1 nennt man Gauss — Quadratur —
Regeln

Bedingung (b) zeigt, dass A\,(t) = m,(t;d)\), das heift, die Knoten 7, sind die Nullstellen der
Orthogonal-Polynome vom Grad n.

4.2 Gauss-Quadratur-Regeln

Wir nehmen an, dass das Mafs d\ positiv ist. Die n-Punkt Gauss-Quadratur-Regel schreibt man fol-
gendermafsen:

[ 70O = Y AZH ) + R, R (Pana) =0 (1)
v=1
Diese Formel hat eine Reihe von Eigenschaften:

Theorem 22. Alle Knoten 7, = 75 liegen im Inneren des Trigerintervalls vom Maf d\ und alle
Gewichte \, = \S sind positiv.

Theorem 23. (Markov) Es gilt:

n

S = [ pana(F3t)aA) (42)

v=1

wobei pay—1(f;’) das Hermite-Interpolations-Polynom vom Grad 2n — 1 folgendes erfiillen:

p2n71(f;7—1?) = f(TyG),p/Qn—l(f;Tf) = f/(TuG)vl/ =12,....n (43)

Literaturverzeichnis

[Gau] W. Gautschi, Orthogonal Polynomials, Oxford University Press,Kapitel 1.1 - 1.4



Gauss-Kronrod Quadraturformulen und ihre Berechnung

Julian Spéath

julian.spaeth@uni.ulm.de

1 Motivation

Sei eine Gauss-Quadraturformel mit n Knoten, n Gewichten und einer positiven Gewichtsfunktion w
auf (a,b) gegeben. Damit ldsst sich das Integral

/a ' fleulz) .

eines Polynoms f vom Grad d approximieren. Falls d < 2n—1, kann eine exakte Approximation erreicht
werden. Mochte man nun eine Fehlerabschétzung beziiglich eines Polynoms vom Grad d herleiten, so
ware es eine Moglichkeit als Referenzgrofie die Quadraturformel mit » + 1 Knoten zu betrachten.

Sei hierzu Q% (f) die Gauss-Quadratur mit n Knotenpunkten beziiglich des Polynoms f. Dann lisst
sich der genannte Fehler folgendermafen darstellen:

QS (f) — Q.1 (f)

Da sich allerdings sowohl alle Knoten, als auch alle Gewichte der beiden Quadraturformeln unterschei-
den, ist eine Neuberechnung von n + 1 Knoten und Gewichten notwendig.

Die Idee der Gauss-Kronrod Quadraturformel liegt darin, die bestehenden n Gauss Knoten wieder
zu verwenden und n + 1 neue Knotenpunkte hinzuzufiigen.

Da man nun 2n + 1 Knoten benutzt, ldsst sich eine genauere Fehlerabschétzung vermuten. Der Auf-
wand, n+1 neue Knoten zu berechnen, bleibt allerdings der selbe. Sei hierzu Q% (f) die Gauss-Kronrod
Quadratur zu den bekannten n Gauss Knoten. Dann lisst sich mit dieser Uberlegung die obige Feh-
lerabschéatzung durch

QL (f) = Qx ()]

ersetzen.

2 Beispiel

Um die obige Motivation zu veranschaulichen, vergleicht das folgende Beispiel beide Fehlerabschatzun-
gen mit dem exakten Fehler. Wir betrachten dazu das folgende Integral

1
/ f(z)w(z)dz, wobei w(z) =1Vz € [-1,1] und f € Py fireind € N
—1

Wir betrachten nun eine Folge n € N mit n = 2,6, ...,30 und die Funktion
f(z) = 122370 + 3230 — 4212 — 523 + 5.
Seien aufserdem
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error] — \| |t e - QO - 1Q2() - QK (1)

error? = ‘| / @yl de = QE(NI = 1QE() = Qi (1)

)

0.7r
i gﬁ;kstzigigﬁrraiur AbschArtzung Fehlerabschéitzung
0.6 Kronrod AbschArtzung
n errorl error2
05f 2 1.587¢~ 01 1.514e7 %1
6 5.325¢702 9.591¢702
0.4f
% 10 7.679¢73 6.450e702
“oal 14 1.405¢793 5.624¢~92
ool 18 3.842¢ % 3.685¢792
' 22 3.422¢705 1.843¢92
0.1 “ 26 1.700e96 7.339¢703
‘ ‘ ‘ — o . 30 5.749¢~08 2.375e93
% 5 10 15 20 25 30

Dem Schaubild und der nebenstehenden Tabelle kann man entnehmen, dass sich die Fehlerabschétzung
beziiglich der Gauss-Kronrod Quadratur (griin) deutlich schneller dem exakten Fehler (rot) annéhert.
Die Fehlerabschitzung mithilfe der Gauss-Quadratur Q% 41 (blau) néhert sich dem exakten Fehler erst
flir deutlich grofere n an.

QF | Qi | @

Lq Lg Li
-0.861136|-0.906180(-0.976750
-0,339981-0.538469|-0.861136
0,339981 0 -0.640346
0.861136 | 0.538469 |-0,339981

0.906180 0
0,339981
0.640346
0.861136
0.976750

Die nebenstehende Tabelle zeigt die berechneten Knoten fiir

n =4.

Neben der oben gezeigten, genaueren Fehlerabschéitzung
mithilfe der Gauss-Kronrod Quadratur sieht man auch, dass
die n Gauss Knoten bei der Berechnung der Gauss-Kronrod
Quadratur wiederverwendet werden. Fiir die Berechnung von
Q% 1 miissen dagegen alle n+1 Knoten neu berechnet werden.

Anhand dieses Beispiels ldsst sich auch vermuten, dass
die Kronrod-Knoten mit den Gauss-Knoten alternieren.

3 Gauss-Kronrod Quadraturformel

Man nimmt an, es liegt eine Gauss-Quadraturformel mit n Knotenpunkten und der positiven Gewichts-
funktion w € C(a,b) vor. Diese hat die Form

b n
/ f(@) (@) do = 3wl £(2) + RE(f) mit RE(f) =0V f € Py .
a i=1

Nun erweitert man diese Formel um n + 1 neue Knotenpunkte und erhélt somit
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b n n+1
/ f@) (@) do = 3wk f@8) + 3wk fal) + RE(f) (1)
a i=1 k=1

Wobei CEG die bereits gegebenen Gauss Knoten sind. Allerdings lassen sich alle Gewichte w’ wk und
die neuen Knoten z¥ frei wihlen. Da nun 3n + 2 wiihlbare Stellen zur Verfiigung stehen, kann erwartet
werden, dass ein Exaktheitsgrad von 3n + 1 erreicht werden kann. dh:

RE(f) =0 Vf € Pspyy (2)

Die Integralberechnung der Form (1) nennt man Gauss-Kronrod Quadratur mit den Kronrod Knoten

K
Xy -

Aus der Formel (1) ergibt sich das folgende Knotenpolynom

n n+1
wan+1(t) = pat) - Py (1), wobei py(t) = [T = 2) und pify; (1) = [ (¢ = 2). ®3)
i=1 k=1

Unter der Annahme, dass (2) erfiillt ist, gilt
b
/ Wan+1(x)g(z)w(z) dz = 0 Vg € P,,.
a

Beweis.

b b
/ Wonir (2)g(@)w(z) d = / po(@)p5,y (2)g(@)u(z) da

~ S0 o) s ) ) + Sl (o£) s (o) 0 (1) = 0
k=1
O
Die Gleichung mit der Darstellung
b
/a Pa(@)pE, (@)a(@)w(@) do = 0 g € P, (4)

zeigt eine neue Art der Orthogonalitiit. Man erhilt daraus, dass das Polynom pX 1 mit Grad n + 1
Orthogonal ist zu allen Polynomen mit Grad < n beziiglich des Gewichts w’ (z) = p,, (z)w(z).

Definition 1. Ein Polynom pK,, welches die Eigenschaft (4) erfiillen, nennt man Stieltjespolynom
mit Grad n + 1 beziiglich des Gewichts w.

Theorem 1. Falls w eine positive Gewichtsfunktion auf (a,b) ist, existiert das Stieltjespolynom pffﬂ
fiir jedes n > 1 und ist eindeutig.

Beweis. Sei pffﬂ(ac) = 2"t 4 ¢,z + ... + o2 das Stieltjespolynom vom Grad n + 1 beziiglich des
Gewichts w, dann gilt mit (04)

b n
/ (xn+1+l n chxkﬂ) pn(@)w(z)dz =0, 1=0,1,...n

k=0

Hieraus ergibt sich ein Gleichungssystem fiir die Koeffizienten cy,
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f 20p, (2)w(z) dz f rlpp(2)w(z)de ... f;x”pn(x)w(x) dz Co f;x"“pn(a:)w(x) dz

f:xlpn(a:)w(a:) dz fabaszpn(a:)w(x) do ... . S =- f:x"+2pn(x)w(x) dz

ffa:"pn(:r)w(z) dz e e f;xznpn(m)w(x) dz C.n fb Ity (2)w(z) do
A

Da das Polynom p,, orthogonal ist zu allen Polynomen mit Grad < (n — 1) beziiglich des Gewichts w,
gilt

b
/ 2" pp(H)w(z)de =0 ¥m <n

Somit ist also 4;;, =0V j,l =1,...,n—1mit j +1 < n. Aukerdem sind alle Diagonalelemente von A
gegeben durch

b
/ 2 p(t)w(z) dz = [|pn |2, wobe [|pn |3, > 0.
a

da die Gewichtsfunktion w nach Voraussetzung positiv ist. Somit lassen sich cg,cq, ....., ¢, eindeutig
bestimmen. O

Dies zeigt zwar, dass das Stieltjespolynom eindeutig ist, allerdings ist noch nicht bekannt, ob seine
Nullstellen, die Kronrod Knoten, reell und im Intervall [a,b] enthalten sind und ob sie durch die
Gauss-Knoten getrennt werden.

4 Jacobi-Kronrod-Matrix

Man nehme an, dass die Gauss-Kronrod Quadratur existiert mit reellen Knoten und positiven Gewich-
ten.

Bei der Gauss-Quadratur hat man einen optimalen Exaktheitsgrad erreicht, indem man als Knoten
die Nullstellen der Orthogonalpolynome benutzt hat. Wobei sich aufgrund der 3-Term Rekursion die
Koeffizienten oo und 3 ergeben haben. Durch diese wurde dann die Jacobi-Matrix

a0 VB 0
\/57041\/@

Jn = . . . € M

0 \/m Qp—1

definiert.

Die Eigenwerte von J, sind die Nullstellen des Orthogonalpolynoms mit Grad n. Aufgrund der daraus
resultierenden Eigenvektoren konnen dann die Gewichte w{’ bestimmt werden.

Zur Berechnung der Gauss-Kronrod Quadratur will man diesen Ansatz fortsetzen und die Bestim-
mung der Kronrod Knoten und der neuen Gewichte ebenfalls auf ein Eigenwertproblem zuriick fithren.
Dazu definiert man die Jacobi-Kronrod-Matriz

In \/ﬁTan 0
lefbﬂ = Brel an me{ c M2 H1x2n+1 (5)

0 Bpyiea  Jy

wobei ej, der k-te Einheitsvektor des R"” ist

Seien off ..., oL, BE. .. pE die Koeffizienten der Jacobi-Kronrod-Matrix.
Da die Gauss-Kronrod Quadratur einen Exaktheitsgrad von 3n + 1 hat, folgt, dass die ersten 3n + 1
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Koeffizienten der Jacobi-Kronrod-Matrix jene sind, die sich beziiglich der Gewichtsfunktion w berech-
nen lassen.
Die Untermatrix J; ist eine Realsymmetrische Tridiagonalmatrix mit folgender Form

Jn+1:3n271 A /63n2+1€n;1

x _ ..
J, = Fiir n ungerade,

T *
HﬂL;—len;l 3n2+1:2n
*
Jn+1;37" \/ 3n2 ez

Jr = Fiir n gerade.
* €T *
37124—2 % 371,2+2 2n

Lemma 1. Die Matrizen J und J, aus (5) haben dieselben Eigenwerte.

S

Beweis. Sei @y, das charakteristische Polynom der oberen k x k Blockmatrix von J45, ,;, beginnden bei
dem Element off. Sei Analog ¥}, das charakteristische Polynom der unteren k x k Blockmatrix von
JK 41 beginnden bei dem Element 0‘527 ki1 Da wir bereits wissen, dass die Eigenwerte der Jacobi-
Matrix die Nullstellen der zugehorigen Orthogonalpolynome py sind, gilt @ (t) = pi(t) fiir £ <n+ 1.
Nach definition gilt fiir das charakteristische Polynom ®ay41(t) = det (t - Eopg1 — JQIZ +1). Entwickelt
man Do, 11(t) entlang der (n + 1)ten Reihe, so erhilt man nach einigen Umrechnungen

Dont1(t) = Brpn—1(6)T(t) + (t — o) pr () (t) + Brs1pn (£)Pn—1(t). (6)

Da p,, ein Faktor von ®a,1 sein muss, gibt es ein IT,, 11, sodass Popi1(t) = pn(t) L, 41(t). Auferdem
liefert uns die Gleichung (6) mit 8,, > 0

pn(t) (Hn+1(t) + (t - an)gpn(ﬂ + ﬂn+lwn71(t))

pnfl(t>w’ﬂ(t) = ﬂn

Somit ist also p,, auch ein Faktor von p,_1¥,,. Da allerdings die Nullstellen von p,, und p,,_1 alternieren,
also insbesondere nicht zusammenfallen, muss p,, ein Faktor von ¥, sein. Sowohl ¥,, als auch p,, sind
vom Grad n. Daher muss gelten p,, = ¥,,. O

Anmerkung 1. Die Gewichte w} sind genau dann positiv, wenn X € R Vi und die Kronrod Knoten
mit den Gauss Knoten alternieren.

5 gemischte Momente und ihre Berechnung

Es reicht also aus, die unbekannten Koeffizienten der Jacobi-Kronrod-Matrix J&, ., zu berechnen.
Anschliefend kann man, wie schon bei der Gauss-Quadratur, die Knoten und Gewichte mithilfe der
Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen.

Wir wéhlen fiir J; eine andere Darstellungsweise

ag /i 0
J= |V en . (7)

*
n—1

0 VB ana
Man hat nun die Matrizen .J,, und J; mit den selben Eigenwerten. Jede der beiden Matrizen erzeugt

ihre eigenen Polynome pj, bzw. pj,k = 0, ..., n die beziiglich der Gewichtsfunktion w bzw. w* orthogo-
nal sind.
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Man definiert nun die gemischten Momente oy
b

ot i= ), = [ Bi@p@)e’ (@) do (8)

a

Obwohl die Gewichtsfunktion w* im Allgemeinen nicht bekannt ist, kann man aufgrund der Orthogo-
nalitét einige Aussagen liber die gemischten Momente treffen.

Da pj, orthogonal ist beziiglich der Gewichtsfunktion w* gilt,

op, =0 fiirl <k. (9)

Aufgrund des Lemmas gilt p} = p,, und daher

Okpn =0 firk <n. (10)
Mithilfe der gemischten Momente sollen die Koeflizienten von J;: berechnen werden. Um aber die pas-
sende Formeln und eine Rekursionsfolge zu gewinnen ist es notwendig, den modifizierten Algorithmus
von Chebyshev zu betrachten.

modifizierter Chebyshev Algorithmus:

Wir betrachten die beiden 3-Term Rekursionen, aus denen sich die Polynome p; und pj; ergeben.
Pr+1(t) = (t — )i (t) — Brpe—1(t) < tpr(t) = pr1(t) + cawpr(t) + Bepr—1(t), k=10,1,...  (11)

P () = (8 = ap)pi(t) = Bppp—1 (1), k=0,1,... (12)

mit den bekannten Startwerten.

Es gilt aufgrund der Orthogonalitét o141 5—1 = 0 fiir £ =1,...,n — 1 und somit:

b b
0= / Pt (O)pr—1(H)w™(t) dt = / ((t = o)k (t) = Bipk—1())pr—1(H)w* () dt = op 1 — Brok—1k-1

_ Okk

Analog und mit Hilfe von (11) und (12) lésst sich aufierdem zeigen, dass

b b
0=0kt1k = / D1 (Opr(H)w™ () dt = / ((t = ap)pi(t) = Bipk—1(t))px(t)w* (t) dt
b
= / P (O)pr(t)tw™ () dt — ook k — Brok—1,k
a
=0 kt1 + (Qr — Qf) 0k — BLok—1,k

Ok—1,k Ok, k+1 . 00,1
+ Hovk=1,..,n—1 mit af = ag — .
Ok—1,k—1 Ok,k 00,0

*
:ak:ak_

Durch passende Umindizierung und der Tatsache, dass oj11,5-1 + 0x+1,5 = O ergibt sich folgende
Rekursionsformel:

0= —0k+1, + 0pi+1 — (o) — )0kt — Brok—1,1 + Biok1-1 (13)
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k
nl —= & @
B E 0
0 XK B X 0
0 0 m B X X 0
myp2 —= 0 0 @m @ o X X 0
0 0 @« @« o o o X 0

Abb. 1. Berechnung gemischte Momente

Berechnung der Gauss-Kronrod Quadratur

Die ersten Koeffizienten o und 3} kenne wir bereits, denn es gilt

falls n ungerade und k£ =0, ...,

falls n gerade.

Q) = Qpy14+k fir k=0,...,

-1 -2
n falls n ungerade und k£ =0, ..., n

B = B4k fir k=0, ..., falls n gerade.

Dies macht man sich zu Nutze und stellen die Formel (13) folgendermafen um
Ok 141 = Opt1, + (af — a))ok + Brok—1,1 — Biok 1.

Durch die bekannten Koeffizienten kann man nun noch unbekannte gemischte Momente berechnen.
In Abb.1 sind diese durch die schwarzen Punkte gekennzeichnet. Dabei werden die Momente bei og o
beginnend, von unten nach oben berechnet.

Sobald alle bekannten Koeffizienten ausgeschopft sind, nutzt man die Rekursionsformel (13) erneut
und wendet den Chebyshev Algorithmus an

Okt1,0 = Oki+1 — (af, — @1)ok; — Brok—1,1+ Bioki—1.

Durch diesen Algorithmus lassen sich die restlichen gemischten Momente bestimmen. Diese sind in
Abb.1 mit einem Kreuz markiert. Hierbei miissen aber mithilfe der hergeleiteten Formeln
* Ok—1,k Ok, k+1

Ok,k
ap = o — + und B =——
Ok—1,k—1 Ok,k Ok—1,k—1

bestimmt werden. Wobei in Abb.1 diejenigen Momente mit einer Box umgeben sind, welche fiir die
Berechnung der unbekannten Koeffizienten o}, und /; benétigt werden.

L&auft man den Algorithmus durch, sind alle Koeflizieten a,lf fiir k=0,...,2n und B,f firk=1,..,2n
bekannt, sodass die Jacobi-Kronrod-Matrix J£ . ; erstellt werden kann.

Analog zu der Berechnung der Gauss-Quadratur lassen sich nun mithilfe der Eigenwerte und Eigen-
vektoren die Knoten zX und Gewichte w/€ berechnen. Wobei wie angekiindigt

x]K =z¢, firk=1,..,n und j € {1,2,....2n + 1}

Anmerkung 2. Falls es ein ﬁJK mit BJK < 0 gibt, gibt es keine reelle Kronrod-Quadratur.
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Numerische Quadratur auf einem gleichseitigen Dreieck im R?
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1 Einleitung

Bei der numerischen Quadratur auf einem gleichseitigen Dreieck im R? werden #hnliche Quadratur-
Regeln, wie bei der GauB-Quadratur im R! behandelt, welche gute Konvergenzraten und positive
Gewichte besitzen.

Im Vergleich zur Quadratur im R', in der sich das Intervall nur in eine Raumrichtung veréindern kann,
wird die Quadratur im zweidimensionalen Raum wesentlich komplizierter, da eine unendliche Anzahl
an Variationsmdglichkeiten fiir die Integrationsflichen im R? entsteht. Jede dieser mdglichen Flichen
wiirde eigenen Quadratur-Regeln und -Theorien benotigen.

Dreiecke sind eine der einfachsten Formen im zweidimensionalen Raum und eignen sich daher besonders
gut zur Beschreibung vom Oberflichen im R?. Daher wird im Folgenden das gleichseitige Dreieck als
Integrationsflichen genauer betrachtet. Ein grofser Vorteil des gleichseitigen Dreiecks ist der symmetri-
sche Aufbau, der einige Vereinfachungen in der Quadratur-Regel zuldsst. An dieser Stelle sei erwahnt,
dass sich die folgenden Anwendungen auch auf andere Geometrien im R? und auf Regionen in héheren
Dimmensionen erweitern lassen.

2 Mathematische und numerische Grundlagen

Im Folgenden werden die mathematischen und numerischen Grundlagen zusammengefasst, die fiir die
Berechnung der Quadratur Koordinaten und Gewichte notwendig sind.

2.1 Symmetrie des gleichseitigen Dreieckes

Im Laufe dieser Ausarbeitung wird das in Abbildung 1 gezeigte gleichseitige Dreieck mit den Eckpunk-

ten
P = ( ! ﬁ) Py = (—1 —ﬁ) Py = (1,0)

22 2" 2

betrachtet. Das Dreieck wurde so gewahlt, dass der Mittelpunkt, welcher gleichzeitig der Schnittpunkt
der drei Seitenhalbierenden ist, im Koordinatenursprung liegt.

Die Symmetriegruppe des gleichseitigen Dreiecks, unter der das Dreieck durch Spiegelungen oder
Drehungen unveradndert bleibt, ist als Diedergruppe D3 bekannt. Diedergruppen treten haufig in der
Gruppentheorie auf. Eine Diedergruppe D,, enthéilt 2n Elemente mit jeweils n-Spiegelungen und n-
Drehungen. Die Elemente der Diedergruppe D3 des gleichseitigen Dreiecks sind in Tabelle 1 zu sehen.
Die Elemente A, B und C definieren dabei die Spiegelung um die jeweilige Seitenhalbierende. Die
Matrizen D und E erzeugen eine Drehung um 120° bzw. 240° um den Mittelpunkt. Matrix E ist die
identische Abbildung des Dreiecks.
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P1

P2

Abb. 1. Gleichseitiges Dreieck

Tabelle 1. Diedergruppe D3 = {E, A, B,C, D, F'}

2 .27 4 Yy
(1 0) cos 3 sin 3 oS 3 sin 3
0 1 . 27 27 . A4Arm 47
—sin —  cos — —sin —  cos 3
E A B
27 2 47 T
<1 0 ) oS 3 —sin 3 cos 3 —sin 3
0 -1 2m 4m 4m
—sm? —cos? —Sln? —COS?
C D F

Die Spiegelungen und Drehungen durch die Ds-Gruppe unterteilen die Punkte auf dem gleichseiti-

gen Dreieck in disjunkte Teilmengen. Der Orbit S(, ,) eines willkiirlichen Punktes (z,y) ist wie folgt
definiert.

Ist der willkiirliche Punkt kein Element des Orbits S(, ) so ist die Schnittmenge leer.

Stey) N S(uwy =0, wenn  (2,y) & Su,v) (2)

Das gleichseitige Dreieck wird mit 7" definiert.

T = U S(z,y) (3)

(z,y)€T
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Betrachtet man die Veranderung eines willkiirlichen Punktes auf dem gleichseitigen Dreieck durch die
D3-Gruppe, so erkennt man, dass drei verschiedene Variationen moglich sind. Diese Variationen bilden
drei Kreisbahnen bzw. Orbits, welche in Abbildung 2 zu sehen sind.

Liegt ein Punkt im Zentrum des Dreieckes, so &ndert sich dessen Position durch Drehung oder Spiege-
lung nicht. Somit beschreibt der Mittelpunkt des Dreiecks den 1. Orbit.

Ein Punkt, der auf einer der drei Seitenhalbierenden liegt, befindet sich im 2. Orbit. Durch Spiegelung
des Dreiecks entlang der Halbierenden verdndert sich der Punkt nicht. Eine Drehung um 120° bzw.
240° verschiebt den Punkt jedoch auf die néchste Seitenhalbierende.

Alle Punkte, die sich nicht im Zentrum oder auf einer Seitenhalbierenden befinden gehérten zum
3. Orbit. Sind die Koordinaten eines Punktes bekannt, konnen die restlichen Punkte desselben Orbits
iiber Spiegelung und Drehung ermittelt werden. Durch zwei Drehungen und zwei Spiegelungen kénnen
somit aus den drei Ausgangspunkten alle restlichen Punkte ermittelt werden. Diese symmetrischen
Eigenschaften werden im weiteren benutzt, um die Unbekannten der Quadratur-Regel zu reduzieren.

TA B TC

P1 P2 P3

P3 P2 = 02
v O3

Abb. 2. Auswirkungen der Diedergruppe D3

2.2 Invariante Polynome

Um das Gleichungssystem, welches als Losung die Quadratur Koordinaten und Gewichte liefert, auf-
stellen zu konnen, bendétigt man eine orthogonale Basis B an invarianten Polynomen.

Sei p ein Polynom auf dem gleichseitigen Dreieck und g ein beliebiges Element aus der Ds-Gruppe, so
lasst sich das Polynom gp wie folgt formulieren:
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(g9p)(z,y) = plg~ " (z,y)). (4)

Nun sei p D3 invariant fiir alle g € D3,

(gp)(z,y) = p(z,y). (5)

Wie in Theorem 1 gezeigt wird, kann jede beliebige Funktion auf dem gleichseitigen Dreieck integriert
werden, indem man ihren Durchschnitt iiber Ds integriert. Dies ist moglich, da alle Elemente der
Ds3-Gruppe gleiche Determinanten besitzen|Wan].

Theorem 1. Angenommen p sei eine beliebige Funktion auf dem gleichseitigen Dreieck R in R? und
D sei wie folgt definiert

o) = 5 S (o)) (6)

g€D3

Dann,

/ﬁmwmwzjﬁ@wmw. (7)
R R

Aus den zwei unveriinderlichen Polynomen p; = x2 4 32 und py = 23 — 3xy? lisst sich eine Basis B an
Polynomen bilden. Alle Polynome, die iiber diese Basis gebildet werden, sind auf dem gleichseitigen
Dreieck invariant. Die Basis B sei wie folgt definiert B = {p*-p%,m > n}. Die Invarianz der Polynome
ist in Abbildung 3 deutlich zu sehen. Hier sind die ersten 6 Polynome der Basis B als Konturpolot
iiber das gleichseitige Dreieck dargestellt. Es ist klar zu erkennen, das die Funktionswerte innerhalb des
Dreieckes symmetrisch sind, d.h. bei einer Verénderung des Dreiecks durch ein Element der Ds-Gruppe,
bleibt der Funktionswert unveréndert.

23 — 3zy? ot 2277 + ot

-0.5 0 0.5 1
X X

2% — 62ty? + 927y x” — 2%y — 5yt — 3y

1 1
2 35
1 3
05 0.5
25
0 {
-1 > 0 2 > 0
2 15
3 -0.5 1 -0.5
05
-4
-1 ] -1
-0.5 0 0.5 1 0.5 0 0.5 1
X X

Abb. 3. Invariante Polynome bis zur 7. Ordnung als Konturplot

o - N @ A O O N

Mit der Basis B kann nun iiber das Gram-Schmidt verfahren die orthogonale Basis B gebildet werden.
Im Folgenden werden die ersten drei orthogonalen Polynome mit Gram-Schmidt beispielhaft berechnet.
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Die allgemeine Formel fiir das Gram-Schmidt-Verfahren fiir Polynome lautet:

n

dn+1,Pj
Pn+1 = Gn+1 — Z ij

= (Pipj)
mit
(f9) = | falgois
R
und
g;(xz) € B
po=1
_ (q1,po)
Pi=q — 57— Po
<p07po>
2 2
o, o (4% 1)
= - < - . 1
RO Ty
1
I S I .
Do = o — (g2, o) po— (g2,p1)
<P0:P0> <P17P1>
(x3 — 3zy?, 1) (2% = 3ay?, 2% +y? — 1) 1
=2 — 3wy? — Yool ; Lyt — -
(1,1) (@2 +y? - 122 +y> - 1) 4

6 6
3 2 2 2
=% — Z2% =3z — Zy? +4

Die weiteren Polynome bis zur 7. Ordnung sind in Tabelle 2 abgebildet. Bei der Berechnung ist darauf
zu achten, dass sich aus der Basis B bei gewissen Ordnungen mehrere unterschiedliche Polynome
bilden lassen. Ein Basispolynom der Ordnung 6 lisst sich z.B. aus p$ - p9 und aus p? - p3 gewinnen. Zur
Berechnung der orthogonalen Polynome B miissen alle moglichen Polynome verwendet werden.

3 Berechnung von Koordinaten und Gewichten

Ziel der numerischen Quadratur ist eine Approximation des exakten Integrals {iber das gleichseitige
Dreieck, wie in Formel 8 zu sehen.

/R F(ap)dndy = Y e u) (8)

Auf die Berechnung der Gewichte w; und den dazugehoérigen Koordinaten (z;,y;) wird im Folgenden
eingegangen. Dabei wird darauf geachtet, dass die Koordinaten innerhalb des Dreieckes aus Abbildung 1
liegen. Aufserdem werden nur Gewichte mit positiven Werten beriicksichtigt, da diese numerisch stabiler
sind. Wie zu Beginn schon erwihnt, sind die erzeugten Quadraturen symmetrisch beziiglich der Ds-
Diedergruppen, d.h. die Approximation des Integrals durch die Quadratur &ndert sich nicht, wenn
Elemente aus der Ds3-Gruppe auf das gleichseitige Dreieck angewendet werden. Dies bedeutet unter
anderem, dass die zu ermittelnde Anzahl an Koordinaten und Gewichten durch die Symmetrie reduziert
wird. So hat ein Punkt auf dem 2. Orbit zum Beispiel nur noch zwei Unbekannte (1 y-Koordinate und 1
Gewicht) anstelle von 9 Unbekannten (6 Koordinaten und 3 Gewichte). Beim 3. Orbit reduziert sich die
Anzahl an Unbekannten von 18 auf drei. Diese Reduktion der Unbekannten verringert den Aufwand,
der zum Losen des Gleichungssystems notwendig ist.
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Tabelle 2. Invariante orthogonale Polynome in B bis zur Ordnung 7

Ordnung Polynom

0 1

9 22+ y? }L

3 x372z273127$y2+%

4 ot — a4+ 222y — Lo+ fwy? +yt - 2P+

5 .%f ;¥x2—2x3y2 — 1—21963 Z%xzyQ—i— 136 —3xy + ny — 12y4—|—
1Y T 35

6 8 — Exs + 336 123:4 + Sm y + 13473903 + 3ac 12x2y2

27 111 15 9
+@z + ﬁzy - 1435”3/ +y° - 523/4 + 1430y ~ 11440
oz (1844326 — 3345025 — 15820521y + 117902* + 669002y
+668023 + 19768522y* + 235802%y? — 336022 + 100350zy*
—200402y% — 5283y5 4 11790y* — 3360y% + 140)

7 x’ — f—?m‘s — 1592 2aj4y2 + %x‘l — 53yt — la:‘n’ —6x2y* + %nyg

12 .2 2 6,6, 8,4 12 2
14395 3ay® + 13 59 T 13V — 143V +3003

Durch Lésen von Gleichung (9) erhilt man die Gewichte und Koordinaten aller Polynome fiir die eine
Quadratur korrekt sein soll. Die Summe lduft dabei tiber die Anzahl an ausgewédhlten Orbits A. Der
Parameter m; steht fiir die Anzahl an Punkten des jeweiligen Orbits, also m; =1, m; = 3 und m; = 6
flir Orbit eins, zwei und drei.

A

Zwi My - P (T3, Yi) = /an 9)

i=1

Nach Theorem 1 miissen fiir Gleichung (9) nur die invarianten Polynome p,, beriicksichtig werden. Alle
anderen Polynome bis zur gleichen Ordnung werden dann exakt interpoliert. Dies reduziert die Grofe
des zu 16senden Gleichungssystems (10) noch einmal.

m; ']91(331‘7:%) - prl

M-
€

s
I
-

A
> wi My pp (i, yi) — [pPn

F:R*— R"

mit X € R*
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X = (w17$1>y17w27x27y27~~'7wAva7yA)T (11)

Der Vektor X enthalt dabei nur die unbekannten Parameter. Fiir den 1. Orbit fallt z.B. x; und
y1 heraus, da diese im Zentrum des Dreiecks liegen und somit schon bekannt sind. Die Anzahl der
unbekannten Parameter u von X lésst sich iiber Gleichung (12) ermitteln.

A
w=A+> (12)
i=1
0 fallsm; =1
i =<1 fallsm; =3
2 fallsm; =6

Das Gleichungssystem (10) kann nun z.B. mit dem Levenberg-Marquardt-Verfahren oder Newton-
Verfahren gelost werden. Das Newton-Verfahren besitzt eine bessere Konvergenz, benétigt jedoch die
aufwendige Berechnung der Jacobi Matrix. Daher wurde in diesem Fall das Levenberg-Marquardt-
Verfahren verwendet, welches in Matlab® in der Funktion 1sqnonlin zu finden ist. Fiir beide Ver-
fahren ist es von Vorteil, wenn der Startwert bereits ausreichend nah an der Losung liegt. Eine gute
Approximation des Startwertes liefert die Gleichung (13), hier steht dj fiir den Grad des jeweiligen
Polynoms py[Wan].

n A 2

1

— - it My - i> Vi 1
J E: i [/Rpk % wi - m - pi(Ti, i) (13)

k=1

Jede Losung aus dem nichtlinearen Gleichungssystem (10) ist ein globales Minimum von J. Diese ska-
lare Funktion kann im Matlab® z.B. mit fminsearch gelost werden. Soll das Gleichungssystem (10)
fiir Polynome héherer Ordnung gel6st werden, steigt die Anzahl der Unbekannten und somit auch die
Anzahl der lokalen Minima. Fiir diesen Fall empfiehlt sich die Losung von J mit Hilfe von simulier-
ter Abkiihlung[Wan]. Dabei handelt es sich um ein heuristisches Optimierungsverfahren, welches im
Matlab® im Paket Global Optimization Toolbox unter dem Befehl simulannealbnd zu finden ist.

Da nicht jede gefundene Losung des Gleichungssystems (10) unseren Anforderungen an die positiven
Gewichte und den Koordinaten innerhalb des Dreieckes geniigt, muss das Losen des Gleichungssystems
im Algorithmus ggf. mehrere Mal wiederholt werden, bis alle Anforderungen an die Quadratur-Regel
erfiillt sind|Zha|. Eine verkiirzte Version des Matlab®-Codes ist am Ende der Ausarbeitung zu finden.

4 Ergebnisse

Im folgenden Kapitel werden die entstandenen Quadratur-Regeln présentiert und dann in einem nu-
merischen Test verglichen.

4.1 Quadratur-Regeln

Die entstandenen Quadratur-Regeln erfiillen die geforderten Bedingungen. Sie haben positive Gewichte
und liegen gleich verteilt innerhalb des Dreieckes. Die Tabellen 3 und 4 zeigen zwei der entstandenen
Quadratur-Regeln. Die Koordinaten (z,y) befinden sich in den Spalten zwei und drei, die Gewichte
w sind in Spalte vier zu finden. Die Summe aller Gewichte entspricht dabei dem Flacheninhalt des
gleichseitigen Dreiecks.

Zwi = @ (14)
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Da die Symmetrie des gleichseitigen Dreiecks ausgenutzt wurde, werden nicht alle Koordinaten in den
Tabellen angegeben. Die fehlenden Koordinaten lassen sich mithilfe der Ds-Gruppe (siehe Tabelle 1)
ermitteln. Die jeweiligen Gewichte bleiben dabei unverdndert.

Die Verteilung der Gewichte fiir die Quadratur-Regel mit 25 Punkten bis zur 10. Ordnung aus Tabelle 4
wird in Abbildung 4 anschaulich dargestellt.

Tabelle 3. Quadratur-Regel mit 7 Punkten bis zur 5. Ordnung

m T Y w
1 0.000000000000000 0.000000000000000 0.292283572199462
3 0.696140478329754 0.000000000000000 0.163599794303916
3 -0.410426191674354 0.000000000000000 0.171985050188435

Tabelle 4. Quadratur-Regel mit 25 Punkten bis zur 10. Ordnung

m x Y w
1 0.000000000000000 0.000000000000000 0.108105610641785
3 0.914489500022605 0.000000000000000 0.014226140654896
3 0.511260640586412 0.000000000000000 0.068396889867357
6 0.719516869249824 0.103591668700929 0.038091518301172
6 0.045043925047165 0.500581887115246 0.045979385834235
6 0.005043815456662 0.320153235701281 0.073106329775945

Abb. 4. Verteilung der Gewichte auf dem Dreieck, Quadratur-Regel mit 25 Punkte bis zur 10. Ordnung
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4.2 Numerische Tests

Im letzten Abschnitt der Ausarbeitung werden die erzeugten Quadratur-Regeln auf zwei verschiedene
Funktionen angewendet und mit dem analytischen Ergebnis verglichen. Hierfiir werden die Formeln
fn(z,y) und g,(x,y) verwendet.

L1
fo(z,y) = —2™ + 5Y

gn(2,y) = sin" (z) + cos(y)

Im ersten numerischen Test wurde fiir eine Funktion vom n-Grad eine Quadratur-Regel von n-Ordnung
verwendet. Dies wurde fiir die Ordnungen 2 bis 10 durchgefiihrt. Anschieffend wurde der absulute Feh-
ler berechnet und in Tabelle 5 dargestellt. Tabelle 5 zeigt dabei die verwendete Quadratur-Regeln mit
der Ordnung n den Punkten p und den Orbits m, sowie der absoluten Fehler error der Funktionen

fu(z,y) und gp(z,9).

Betrachtet man den absoluten Fehler genauer, ist zu sehen, dass die Quadratur-Regeln bei der einfachen
Funktion f,(z,y) relativ gut funktionieren. Der maximale Fehler liegt hierbei bei 8.7267¢ — 13 fiir die
Quadratur-Regel der 9. Ordnung. Fiir die kompliziertere Funktion g, (z,y) sind die Ergebnisse jedoch
nicht mehr so gut. Hier wiirde eine Quadratur-Regel mit mehreren Punkten wahrscheinlich ein besseres
Ergebnis erzielen.

Tabelle 5. Numerischer Test mit der zur Quadratur-Regel passenden Funktion

Quadratur-Regel absoluter Fehler
n P m error fn ETTOT gn
2 3 3 2.3564e-14 4.6938e-03
3 6 33 2.2135e-14 6.0641e-04
4 6 33 2.1164e-15 6.6691e-05
5 7 133 1.0830e-13 1.2955e-03
6 12 336 5.5907e-14 3.6713e-06
7 15 366 7.3597e-14 1.5322e-04
8 16 136 1.6626e-14 7.1929e-05
9 19 133336 8.7267e-13 5.3195e-06
10 25 133666 7.8061e-13 1.9170e-06

Im zweiten numerischen Test werden die gleichen Funktionen verwendet, dieses Mal bleibt der Grad
der Funktion jedoch konstant. So wird die Funktion vom Grad 5 mit Quadratur-Regeln der Ordnung
2 bis 10 approximiert. Das Ergebnis in Tabelle 6 zeigt deutlich, dass die einfache Funktion f5(x,y) bis
zum Grad 4 einen grofien Fehler besitzt, da die Quadratur-Regeln nicht bis zur Ordnung 5 geeignet
sind. Ab der Ordnung 5 verbessert sich der Fehler dann zunehmend. Dies ist auch bei der Funktion
g5(x,y) zu sehen.

Abschliefsend l&sst sich sagen, dass die Qualitdt der Quadratur-Regeln nicht nur vom Grad der Ord-
nung abhéngt, bis zu dem die Quadratur exakt ist, vielmehr ist auch eine gleichméfige Verteilung der
Quadratur-Punkte auf dem gleichseitigen Dreieck wichtig. Betrachtet man z.B. die Quardratur-Regel
mit 6 Punkten bis zur Ordnung 4 aus Tabelle 5 sieht man, dass sie die Funktionen besser approxi-
miert, obwohl sie eine geringere Ordnung aufweifst, als die Regel mit 7 Punkte und einer Ordnung von 5.
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Tabelle 6. Numerischer Test mit konstanter Funktion und verédnderten Quradratur-Regeln

Quadratur-Regel absoluter Fehler

n P m error fs error gs
2 3 3 1.0511e-02 3.8975e-03
3 6 33 2.7543e-03 7.6367e-05
4 6 33 2.4774e-03 2.3387¢-03
5 7 133 1.0830e-13 1.2955e-03
6 12 336 2.0761e-14 1.4672e-04
7 15 366 2.7946e-14 9.2970e-05
8 16 136 1.3531e-15 9.1209e-05
9 19 133336 2.5615e-13 3.4849e-06
10 25 133666 1.4021e-13 3.4594¢e-07

Matlab® Code

function | quad | = quadTri( m, n_input )

JQUADTRI Erstellt Quadratur—Regeln auf einem gleichseitigem Dreieck

o

L/: m — Orbits z.B. m [1; 3; 3; 6; 6] fir 19 Punkte

% Mégliche Eingaben: 1, 3 und 6

% (Orbit 1 darf nur 1 mal gewdhlt weden)
% n — Order Ordnung fir die die Quadratur exakt sein soll z.B. 9

%% Eingaben iiberpiirfen

if find(m™ =1 & m™ =3 & m™=6) > 0
sprintf ([ ’Ungililtige Eingabe! \nlnput m darf nur die
"Werte 1, 3 oder 6 besitzen. ‘n\n']); return;

end

if length(find (m==1)) > 1
sprintf(’'Der 1. Orbit darf nur EINMAL verwendet werden!\n\n’);return;
end

%% Berechnung der Gewichte
% m sortieren und Anzahl der Unbekannten u ermitteln
sort (m); u = length(find (m==1))+length (find (m==3))+2+length (find (m==6))

*3;
% Lad cell —array mit function—handels(z.B. @Q(x,y) x"2+y~2) der Polynome
load ( 'polynome.mat’); n = find ([poly{:,1}] = n_input , 1, ’last’);

% Vektor t bestimmen (0 = Gewicht, 1 = Koordinate)

mec = cell (3,1); if(isempty(m==1)); mc{1l}=[]; else mc{1}=0; end
mc{2} = repmat ([1;0], length(find (m==3)),1);

mc{3} = repmat ([1;1;0], length(find (m==6)),1); t = cell2mat (mc);
1.

)

i try =
while 1
x_s = rand(u,l); % Startvektor
% Simulated annealing (Global Optimization Toolbox)
x0 = simulannealbnd (@(x) J(x,m,n,poly), x_ s);

% Levenberg—Marquardt (Optimization Toolbox)
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optionsl=optimoptions (@lsqnonlin, *Algorithm ’, "levenberg—marquardt ) ;
x = lsqnonlin (@(x) F(x,m,n,poly), x0, [], [], optionsl);

% Abbruch, wenn alle Gewichte positiv sind oder i try zu grof
if x(t==0) >= 0

disp ( 'Passende Quadratur gefunden!’); bool = 1; break
end

if i try >= 100
disp ('Kein passende Quadratur gefunden!’); quad = 0; break
end
i try =1 try+1;
end

%% Uberpriifung der Quadratur—Regel

if bool =1
% Erzeugt Tabelle der Quadraturregel (m, x, y, omega)
quad = quadTable(x, m); disp(quad);

gewichte = 0;
for i=1:length (m)

gewichte = gewichte + m(i)xquad(i,4);
end

% Summe muss sqrt (27) /4 (Fldcheninhalt Dreieck) entsprechen
fprintf (' \nSumme der Gewichte: ’); disp(gewichte)

% Uberpriifen, ob die Gewichte innerhalb des Dreiecks liegen
plot triangle (quad)
end
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«The quadrature of highly oscillating integrals is a computational problem of an overar-
ching importance in a wide range of applications, e.g. quantum chemistry, image analysis,
electrodynamics, computerized tomography and fluid mechanics.» [Iserles2005]

Yet, a pervasive point of view among both numerical analysts and workers in application areas is that
the computation of (1) is exceedingly difficult and that the cost steeply increases with |w|.[Iserles2004b]

The paper at hand claims, that once, appropriate discretization techniques are designed, the problem of
highly oscillatory becomes relatively simple and the precision of the calculation increases by a growth
of frequency. This phenomena can be further improved by the inclusion of higher derivatives.

1 Introduction

An oscillatory integral is formally written as:

Im:Af@WW”M- (1)

where f and g are suitably smooth functions.

1.1 Gauss-Christoffel quadrature

An intuitive approach is the use of Gauss-Christoffel quadrature, where the integrand is interpolated
at explicit nodes by a polynomial p.

IMwApmm. @)

Unfortunately this result is complete useless, if w > 1 with an error of O(1).[Iserles2003]

1.2 The Filons method

A result to this hitch is the approach of George Filon (1928). Thereby not the whole integral is

interpolated, but only the function f(z) by a polynomial f.
1 v
QN = [ Fae=@)de = 3" niw)fen). ®)
0 k=1

with bg(w) = fol I (2)e™9*) dz and I, the kth Lagrangian polynomial. This requires the existence of
the first few moments, which is assumed in this paper. In [Iserles2003] it was proven, as long as g’ # 0
in [0,1] that with an increase of frequency the error of Q¥'[f] — I[f] gets smaller.



28 Lucas Engelhardt

1.3 Continued

This idea is pursued by letting the interpolating polynomial f depend on derivatives of f, thereby
improving upon the asymptotic estimate of the error. In effect, in place of Lagrange interpolation in
the Filon method (3), Hermite interpolation is allowed.

The work of the current paper leads to two new families of efficient methods for the quadrature of highly
oscillatory integrals: a generalization of Filon’s method (3), as well as a straightforward truncation of
an asymptotic expansion, which is termed an asymptotic method.

2 The Case ¢'(x) #0,0 <z <1

Beginning with the integral (2) we assume that g is strictly monotone in [0,1]. On top f and g are
C"[0,1] with a sufficient large r. The leading term of the asymptotic series of the integral w — oo can
be obtained by the following lemma.

Lemma 1. Let

wolf1(w) = £(2), n
orr1lfl(z) = (ch,k—O,l,.... (5)

Then, for w — oo

{ eiwg (1) eiwg(0)

Sy ol - a0} ©)

= 1
W~ =2 S 70

m=1

Proof. This is proofed by induction over the sum in (7), integrate by parts and let go s — oc.

s 1 { etwg(1) etwg(0)

- — ! 1 o z)e9I®) dg
g’(l) O'm—l[f](l) g/(o) )S/O g['ﬂ( ) dz. (7)

(—iw

S0} +
O

With g(z) = x the expansion (6) has a more simple form, which is recently used for the computation
of highly oscillatory integrals.[Iserles2005]

%= e =), e ®)

2.1 The asymptotic method

An immediate consequence of lemma 1 is that the asymptotic method is a truncation of the asymptotic
expansion (6), representing an efficient approximation to I[f] when w is large.

S

Arp 1 eiwg(l)a 762@9(0)0
Q== 3 i { iy om0 - gy o0 )

Theorem 1. For every smooth f and g:

QMM —If1~ O™,  w— oo (10)

Proof. This is clear since replacing f by os[f] in (6) it leads in (7) to fol os[f](x)e9@dxr = O(w™t). O
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2.2 The generalized Filon method

An alternative is the generalized Filon method QX . Thereby f is a Hermite polynomial approximation

of f with degree n — 1:
v 0

fla) =Y (@) f9(e), (11)

=1 j=0

where each oy ;1 =1,2,..v5 = 0,1,...0; is itself a polynomial of degree n — 1.
This leads to

1 v 0;
QﬂﬂzllﬂmwM%m=§jX}mwv@@m (12)

=1 j=0

where 01; 01/ >s and bl,j fol Qg (J;)eiWQ(r)dx

Theorem 2. Suppose that 61,0, > s — 1. For every smooth f and g it is true that

QU1 = Ilfl~ O™,  w— oo (13)

Proof. By replacing f by f — f in (6) it implies the asymptotic formula (13).[Iserles2005] O

2.3 Numerical example

Taking g(x) = z,s = 2 and in Filon’s method v = 2,¢; = 0,¢2 = 1 and 1 = 03 = 1 as one can see, the
asymptotic method is much more simple in its coefficients, but it blows up for small frequency, what
is not the case with generalized Filon. This is detailed poofed in [Iserles2004].

_ ) - f0) | W) - F(0)

A

QQ [f] - iw ng ’ (14)
. B _i_ 1+eiw 1_eiw eiw 1+eiw_ 1_eiw
2[f]( o 6 o +12 i )f(0)+(iw +6 o 12 i >f(1) )

w? w3 w? w? w3 wi

1 2 w 1— w w 2 w 1— w
+(__2 E Y )f’(0)+<—€ Rl )f’(l).
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Figure 1. The error for Q3 (top) and Q% (bottom), scaled by w?, for f(z) = cosz, g(z) = « and 10 < w < 100.
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Figure 2. The error for Q¥ scaled by w?, for f(x) = cosxz,g(z) =  and 10 < w < 100. ¢ = [0,1/2,1] with
n=>5, 0 = [1,0, 1] (top) and n=6, § = [1,1, 1] (bottom)

The advantage of generalized Filon is clearly visible in numerical experiments. In Figure 1 the scaled
errors w3|Q3[f] — I[f]| and w?|Q¥ [f] — I[f]| are displayed, showing the expected error decay for large
w. But it can be seen, that the generalized Filons method performs better. Comparing with figure 2,
the decay rate of QL cannot be improved, but adding internal nodes, the leading error constant can
drastically be decreased.
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3 The methods with g(¢) =0

When ¢’ vanishes, the asymptotics of I[f] are given by the classical method of stationary phase. This
situation can be remedied by partitioning f into a sum of bump functions ([Iserles2004]) obtaining a so
called superposition principle, which is investigated by the method of stationary phase. This requires
on top of the standard method of stationary phase the explicit form of all expansion coeflicients.

Lemma 2. Suppose that g is a smooth function and that ¢ = 0, g” # 0, for some £ € (0,1) and
g () £ 0,2 € (0,1)\ & Then for every smooth f, it is true that

1] ~ 1o(@36) S pual1(6)

i)
e etwg(1)
=3 gy mea ) = o O} (16)
etwg(1)
Tl){ﬂmA[f](O)—Pm—l[f](f)})» w — 00,
where
polfl(z) = f(z), (17)
_d pe[f](=) = pr[f1(E)
pk+1[f](x) - % g/(x) ) k > 07 (18>
and with the generalized moments of the functional I
w; &) =Ix™] = 1 z —&)meI ) qy m .
pn@i6) = 17 = [ (o= e 1 a, =0 (19)

Proof. Simillary to the proof of lemma 1 the approximation can be found by induction and integration
by parts. [Iserles2005] O

3.1 The asymptotic method

Also as in lemma 1 the asymptotic method can be found for the case when ¢'(¢) = ¢”(£)... = ¢" (&) =
0,g" (&) # 0 for any r. [Iserles2005]

Possessing more than one stationary point in (0,1) the asymptotic formula can be adapt to a lot of
stationary points, also of differebt orders by partitioning the interval [0,1] into j subintervals Iy, ...I4,
such that one single stationary point resides in each I;.

Theorem 3. When ¢'(&) = ¢g"(£)... = g"(§) = 0,9" (&) # 0 and g’ # 0 in [0,1] \ &. Then for s > 0
the asymptotic method

r—1 1 s—j—1 1
21 =D i wi) Y ———=pmlf1(€)
J:O]' m=0 ( ZUJ)
s—1 1 ezwg(l) 20
= 2 o gy et = a0 (20)
iwg(1l
- S o 10) = pm 107 E))

has for every smooth function f the error

QAf] — I[f] = O(w™ =~ /), (21)
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3.2 The generalized Filon method

In the same way the generalized Filon method (12) can be extended which is a bit messy for general
r>1.

Theorem 4. Let 61,0, > s—1 and 8, > (s — 1)(r + 1). Then
QF —1I[f] ~ O(w >~ V/rH)y, W — 0. (22)

3.3 Example
As an example of those two methods the following integral is treated
1
1] = / ereiee=1)7 gy (23)
0

As predicted by the prior theorems, the decay is O(w_5/ 2). This can be seen in the scaled diagrams of
figure 3. It becomes apparent that the error of generalized Filon is even better than that and the error
constant is smaller by four degrees of magnitude in this case. [Iserles2005]

0.12

(a)
WA /m otl [\
0.08 v v 16 / \\ / \

_ 006 / \ / \
0.04 e /f \ J | \/

0.02

|E| - w?

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
(0] [0}

Figure 3. The error for Q3'[e*] (a) and Q5 [e*] (b), scaled by w®/2, for g(z) = (z — 2

4 Conclusion

The both examined methods show their great convergence while the frequency w increases. Further-
more, both methods show their advantages in different fields. While the asymptotic method is simple
by its coefficients it blows up for low frequency. [Iserles2005] In this case the generalized Filon method
shows its advantages although its formulation is rather comprehensive. On top of that the generalized
Filon method shows significant better results when increasing the number of internal computation
nodes. (compare figure 2)
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1 Einleitung

Die Berechnung von Randintegralgleichungen hat in den letzten 50 Jahren immer weiter an Bedeutung
gewonnen. So kann zum Beispiel mit der Prandtl’schen Integralgleichung die Auftriebsverteilung auf
einem endlichen Tragfliigel in Abhéngigkeit von den Abmessungen berechnet werden. Eine weitere An-
wendung ist die Berechnung von linear elastischen Risswachstums mithilfe von Oberflichenintegralen.
Zur Berechnung von Randintegralgleichungen gibt es verschiedene Moglichkeiten. Die Grundideen und
Verfahrensbeispielen sollen in diesem Bericht erldutert werden. Das erste Kapitel behandelt im eindi-
mensionalen Fall die grundlegenden Definitionen und Ideen. Die aus diesen Ideen entstehenden Ver-
fahren werden im zweiten Kapitel vorgestellt und miteinander verglichen. Die Ubertragung dieser
Verfahren in den zweidimensionalen Fall wird im dritten Kapitel vorgestellt.

2 Eindimensionale Integrale im Sinne von Hadamard

Als Grundlage fiir die folgenden Verfahren dienen die Integrale im Sinne von Hadamard bzw. finite-
part-Integrale. Das Konzept dieser Integrale stammt aus einer Arbeit von 1923 von Jacques Hadamard
an der Yale Universitét [1]. Diese Arbeit behandelt die Berechnung von partiellen Differentialgleichun-
gen mit dem Cauchy-Problem. Bei der Losung konnen dabei Integrale mit schwachen oder starken
Singularitdten auftreten. Diese konnen nur in bestimmten Féllen mit dem Cauchy-Hauptwert berech-
net werden. Ein einfaches Beispiel, fiir einen divergierenden Cauchy-Haupwert, ist ein Integral mit
einem einheitlichen Vorzeichen in der Umgebung der Polstelle bzw. Singularitét ist [2]:

/_Oo(xf(xg)gdxmitfeR

Betrachte dieses Integral mit f(x) = 1,2 = 0 unf den Grenzen a,b. Damit folgt[3]:
b dx .
/ —,mita<z< b
o T

dx “Cdx b dx ) 1 1 2
T2 2 + 5 = im ([ —-—-+ -
[a,b]/(—€e) T a T e T e—0 \ a b €

Wenn ¢ — 0 geht, wird dieses Integral unendlich und es gibt keinen Cauchy-Hauptwert. Um das
Integral demnoch l6sen zu kénnen wird dieses Integral durch das Weglassen des divergierenden Teils
% als Hadamard Integral umformuliert:
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Als Notation fiir die Hadamard Integrale gibt es verschiedene Varianten. In diesem Bericht wird im
Folgenden F als Notation fiir einen Hadamard-Integral verwendet.Eine allgemeinere Formulierung ff
die Hadamard Integrale ldsst sich aus der Zerlegung von f in folgende Summanden gewinnen:

f=fi+ famit fi(z) = f(§) und fa(x) := f(x) — f(§)

Der zweite Summand fy enthilt eine Nullstelle bei x = £, sodass eventuell nur noch eine Polstelle
erster Ordnung vorliegt, fiir die der Cauchy-Hauptwert existiert. Falls der Cauchy-Hauptwert existiert,
kann ein regularisierter Integralwert definiert werden [2]:

[ o [0S,
—oo (£ =) R (z—&)
Mit f wird der Cauchy-Hauptwert definiert. Fiir diesen Integralwert wird von f = f; + f> nur der

Anteil fo herausgenommen, der zu einem endlichen Integral fiihrt. Dieser endliche Teilintegral ist ein
Hadamard Integral.

Um diese endlichen Teilintegrale ausrechnen zu kénnen werden verschiedene Definitionen benétigt. Die
erste Definition gibt die Losung eines Hadamard Integrals im einfachsten Falls an [4].
Definition 1.1. Falls f(x) = 1 ist und ein einfacher Pol vorliegt, dann gilt:

=log(b—z) —log(x + € — x) + log(e) = log(b—z) mit a < x < b

bodt _ bdt
= lim — +loge
c t—x 0| o t—x
(1)

b T b
dt dt dt b—ux
it—x 7,{ t—x+7£ t—x ng—a 2)
Eine Erweiterung dieser Definition auf eine allgemeinere Form ist mdglich mit:
Definition 1.2. Falls f(x) = 1 ist und ein ganzzahliges p > 0 vorliegt:

7[1’ L /b dd o |1
- (t—ib)p+1_e~>0 ere (t—z)PtL  p.ep o p-(b—ax)P

7[<t—cjct>+:7[<t—cg>++7[<t—f>+:‘; Lb—aw‘ <a—1x>p

Definition 1.3. Es sei statt f(z) = 1 eine Riemann-integrierbare Funktion f(¢) mit C",r = [p] fiir die
Umgebung a < z < b der Singularitit gegeben ist. Desweiteren soll gelten, dass f(")(t) Holder-stetig
ist, wenn a < x < b bzw. p ganzzahlig ist.

r

- 3 f(k)(w)k"(t_w)k o I.=(a+eb),fallsz =a
/ =0 ! dt—i—z f¥) (x) / dt it I. = (a,z —€) U (z +¢,b),
. (t — z)rtl — k(- x)ptl=k fallsa <z <b
I. = (a,b—¢),fallsz =b

Fiir diesen Ausdruck kénnen mit € — 0 die divergierenden Terme weggelassen werden [4]:

f) - 3 L=t
") o k=0 M FE) (z) [0 dt
fammt=] S L e O

Die Definition 1.3 soll anhand eines Beispiels aus [10] etwas verdeutlicht werden. Fiir dieses Beispiel
gilt, dass ¢=0.375 ist und €5 = 2 * ¢; und damit kann

1 -z c—€1 -z 1 —x ctex —z —c
e e e e — €
J:% dac:/ dx—i—/ dx+/ dm+e_clog(€2>
0 T—c o x—c ety T—C ey T—C €1

fiir verschiedene €; berechnet werden. Die Berechnung erfolgt mit einer Gauss-Legendre Quadratur
mit 8 Stiitzstellen und es wird der absolute Fehler in Bezug auf den analytischen Wert des Integrals
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J=-0.3037427810772036 bestimmt.

In der Abbildung 1 ist die Funktion dargestellt und es soll damit die einfache Singularitét bei x = 0.375
verdeutlicht werden. Durch eine Variation von ¢; ergibt die Gauss-Quadratur jeweils einen anderen
absoluten Fehler, wobei dieser ab €; = 0.375 und €3 = 0.625 minimal wird und in 2 eingezeichnet ist.
In diesem Fall entfallen aus der Formel die ersten zwei Integrale und es bleibt nur der in 3 dargestellte
Integral zu berechnen. An dieser Stelle ist noch anzumerken, dass der letzte Hadamard Integral in der
Definition 1.3 durch Definition 1.1 ersetzt wird.
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1000 - integral(exp(-x)/(x-0.375))
X o
" R
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Abb. 1. Beispielfunktion, fiir die der Hadamard-Integral berechnet wird
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Abb. 2. Absoluter Fehler der 8-Punkte-Gauss-Legendre-Quadratur

(exp(-x)-exp(-0.375))./(x-0.375) + exp(-0.375)*log10(2)
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Abb. 3. Tatsichlich berechneter Integral
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Definition 1.4. Wenn statt nur der Funktion f(¢) auch noch g(¢) auf der linken Seite vorkommt, kann
dies mit den bisherigen Definitionen vereinfacht werden zu:

Pa-fO)+B-g) ,  [° f() g(t)
7{ &= oy dt—ajéa( 1 +67[ (O 1dt

Die Definitionen 1.1-1.4 geben fiir verschiedene einfache Faélle die Losung fiir einen Hadamard Integral
an. Diese Integrale kommen in der Anwendung eher selten vor. Bei der Berechnung der Quadraturfor-
meln kann es demnoch nétig sein, ein Hadamard Integral mit einer kleinen Singularitdt zu lésen. In
diesem Fall werden bestimmte Parameter so gewéhlt, dass eine der vorangegangen Definition zutrifft.
Die Definition 1.5. wird oft zur Konstruktion von Quadraturformeln fiir endliche Teilintegrale ver-
wendet. Diese beinhaltet einen Zusammenhang zwischen dem Cauchy-Hauptwert und dem Hadamard-
Integral.

Definition 1.5. Fiir x=a und p nicht-ganzzahlig oder a<x<b bzw. p ganzzahlig, wie in [5] gezeigt
wird, gilt:

d [* f(t) 0
— dt = dt 4
dx J, (t—2x)P pjé (t — x)ptl )
Wobei auf der rechten Seite —&!(r) addiert werden muss, wenn x=a und p ganzzahlig ist. Wenn
a<x<b und p ganzzahlig sind, ergibt sich
b b
f(t) 1dr 7 f(@)
—— —dt= dt 5
7[ (t — z)ptt pldar |, t—x (5)

{( i) dt__l[ ORI ]gf’ IO, (6)

—x)PHt pLb—z)p (a—z)P] plo (t—2)

Eine Eigenschaft der Hadamard Integrale ist, dass das Integral gegen unendlich strebt, wenn h — 0
und f®)(x) #0, k=0,...,p. Fiir ¢ > 0(p > 1):

7[I+h Ldt _ JO(h=P*1 falls ¢ = 1 und p gerade
x—ch (t - x)p+1 B O(h—p)’ sonst

Der Fall f*(z) =0, k =0,...,p bildet die einzige Ausnahme.

3 Quadraturformeln zur Berechnung der Hadamard-Integrale

Die Quadraturformeln zur Berechnung von Hadamard Integralen lassen sich auf unterschiedliche Arten
herleiten. In diesem Kapitel wird daher zuerst auf die Herleitung fiir einfache Félle eingegangen und
anschlieffend werden verallgemeinerte Formeln vorgestellt.

Als erstes wird das Integral des Cauchy-Hauptwertes mit ¢ € [a,b] und = € (a, b)
b
][ wity L8 g
@ t—x

bestimmt durch die Anwendung der Quadraturformel zur Berechnung von gewohnlichen Integralen mit
einem Integrationsintervall [a,b], der Gewichtsfunktion w(t), der zu integrierenden Funktion f(t) und
den Stiitzstellen t; , und den Gewichten p;, der Quadraturformel. E, ist der Fehlerterm bzw. das
Restglied

b n

Zur Berechnung des Cauchy Hauptwertes kann also nach [6]

b n A
][ w(t)%dt = ZMZ”% + Ky (x)f(x) + En(z), x # tin, i =1(1)n

t .
i—1 i,n
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verwendet werden. Auch in diesem Fall ist F,, der Fehlerterm und K, (z) ist eine allgemeine transzen-
dente Funktion, die von der jeweiligen Quadratur abhéngt.

Der Zusammenhang aus Definition 1.5. zwischen dem Hadamard Integral und dem Cauchy Hauptwert
kann an dieser Stelle verwendet werden, sodass folgt:

0 L)

imdt:;ﬁ%a tfmdt (8)
b ar | .

j{ @j(Jf));;Hdt = %@ [2”"% + K (@) ()| + En(2), @ # tin, i = 1(1)n 9)
' f t) 9 ) - k k E

7({ Wdt:_zm"(tm—m I E) +Z< >K(P )(z) fR@FE@) g sg i =1(1)n (10)

) (11)

Toakimidis hat zu dieser Formel ein Theorem zur Konvergenz aufgestellt.

Theorem 2.1. Die Gleichung 1 sei eine Folge von konvergierenden Quadraturformeln fiir f € Cla, b],
w(t) eine Holder-stetige Funktion iiber (a,b) mit integrierbaren Singularititen in a und b (w € H*[a, b])
und nicht negativ in [a,b]. Die Funktion f(t) besitze eine stetige (p+1)-te Ableitung in [a,b] (f €
Cr*la,b]) und K existiere fiir k = 0(1)p,z € (a,b),z # t; (i = 1(1)n). Dann konvergiert die Folge
von Quadraturformeln 10 zu f G ];(QH dt, d.h. 11_>II;O E,(z) — 0 fiir alle Werte x € (a, b).

Um dieses Theorem zu beweisen, wird zunéchst iiberpriift ob die Voraussetzungen an die Gewichts-
funktion w(t) und an f(t) ausreichend sind, fiir die Existenz des Cauchy-Hauptwerts. Ein weiterer zu
priifender Punkt ist die Verwendung der Gleichung 10 iiber eine Taylorentwicklung fiir f(t). Mit dieser
Gleichung kann abschliefsend gezeigt werden. dass eine konvergierende Folge von Quadraturformeln
entsteht. Der vollstdndige Beweis wird in [6, p.84 ff.] erldutert.

Anhand von Paget [7] lésst sich eine andere Variante der Gleichung 10 herleiten. Dazu wird der Cauchy-
Hauptwert anders formuliert:

b b ~ b w
Fo0l < [0l o f 20

t—x t—x

Mit dieser Formulierung und der Gleichung 5, unter der Voraussetzung der Existenz der p-ten Ableitung
des Cauchy-Hauptwerts folgt nach Monegato [4]:

]{bw@)

t; und p,; sind Knoten und Gewichte der normalen Gauss-Regel bezogen auf die Gewichtsfunktion
w(t). Je nachdem welches Jakobi-Polynom an dieser Stelle gewahlt wird , ergeben sich unterschiedliche
Werte. Aus dieser Formel kann iiber Gleichung 5 die zugehérige Hadamard-Integral Quadraturformel
gebildet werden:

b f(t 1 db P w)ft d (<~ f(t) - flz
£ L OO o (S5 I )

~ Zuz LD - T i) + wo @)

(t; — x)? ti—x

t—x

n N b
_t) dt = ;Nzw + qo(x)f(x), a < x < b,x # t; und mit go(z) :][a wdt

~ Zul L) - LU Sr @) + e o) + () a1,
z;é]

Eine allgemeinere Variante kann aus der Anwendung der normalen Gauss-Quadratur auf Gleichung
3 gewonnen werden, wobei dasselbe auch fiir die Gauss-Radau oder die Gauss-Lobatto-Regel gelten
wiirde.
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b n ) (k)
£ w0 o= 3 i 0= I ot |+ S s

i= =0 k=0

Die Schwierigkeit bei dieser Formulierung liegt darin, dass

b
Ck :76 w(t)u_J;()?Jrl_kdt

bekannt sein muss, um die Quadraturformel anwenden zu kénnen. Fiir einen Teil der Anwendungsfalle

und bei geschickter Wahl von w(t) kann dies iiber die Defintionen 1.1 - 1.4 abgedeckt werden. Falls

dies nicht moglich ist und auch sonst keine Informationen vorhanden sind, kann die Quadraturformel

nicht angewendet werden.

Es kann aber, nach Ioakimidis [8], gezeigt werden, dass wenn fiir (@) ¢ RH,[a,bl,g > p+1

und w(t) Holder-stetig in jedem geschlossenen Subintervall (a,b) ist, dann hat ein Subintervall
R, (f;2) = O(n=9#+P+l) gleichverteilt in [a,b].

Die Gleichung kann auch iiber das Ersetzen von f(t) durch das verallgemeinerte Lagrange-Polynom
mit dem Grad n + p ermittelt werden. Dieses Polynom interpoliert {(t) an dem Punkt x mit einem
Vielfachen von p und an den Knoten ¢;. Bei dieser Formel haben die Koeffizienten eine einfache Form,
allerdings kommt es im Fall p=0 zu Ausléschung, wenn x zu nah an den Knoten t; ist. Die Gleichung
erlaubt jedoch, dass x=a oder x=b ist.

b n
A tpﬂ ka 1@+ 3wl @) () + BE(fia). 0 £, (13)

. L w) - Wi
Hmwﬂ=mﬁ<tmwwﬁ‘zwwwk’“ﬂ“p
i=1
o 1.

und w¢ (z) = G —x)PH’i =1,
K3

,n

Um die Situation zu vermeiden, dass ein Knoten ¢; zu nahe an der Singularitit ist, kann (a,b) in (a,x)
und (x,b) unterteilt werden. Diese Formeln mit 2n 4+ p + 1 Knoten ist dann keine Gauss-Quadratur
mehr, besitzt aber einen Prézisionsgrad von 2n + p [4]. Die Konvergenz der Gleichung 13 kann iiber
die folgenden Aussagen fiir die einzelnen Terme bestimmt werden.

Theorem 2.2. Wenn w(t) = (b—t)*(t — a)?, mit —1 < 8 < 0 und = = a, dann folgt nach [4]:

z": : Lbi _ {O(logn) ,falls p=10 (14)

— (t; — a)rtt On?>®P=A)) falls p > 1

=3 lon(a)l + X lu )] = {ggff(;”ﬂ)) e (15)
(16

Lemma 2.1. Sei g € C"[a, b],q > 1. Fiir jedes ganzzahlige m > 2q + 1 existiert ein Polynom g,, (t) mit
dem Grad m sodass fiir alle ¢ € [a, b],

q—k
9B — B ()] > ¢ (“"”“”) w(g®im=1 k=0, .

m

wobei ¢ eine von m und t unabhéngige Konstante und w(g(q); .) den Steigungsmodulus von @ in [a, b]
bezeichnet.
Theorem 2.3. Wenn w(t) = (b — )*(t — a)?, mit —1 < 3 <0,z =a und f € Ca,b],q > p+ 1,
dann folgt:
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RG(f ) = O(n—2(q—p)+7)w(f(q);n—1) yfallsp+1<q¢<2p
’ O(n~Vw(f@;n=1) Jfalls g < 2p+1

Eine andere Art von Quadraturformel ergibt sich, wenn das Integral betrachtet wird, unter dem Ansatz,
dass die Berechnung ohne Ableitung von f(t) auskommen soll und deren Knoten nicht von x abhéingen
sollen [4].

b
t
7[ w(t)(tf()dt7 p ist ganzzahligund p > 1,a <z <b (17)

— )Pl

Um eine solche Formel zu erhalten kann genauso wie bei 13 f(t) durch ein Lagrange-Polynom fiir n
verschiedene Knoten t; ersetzt werden:

b f(t) I
iw(t)( o Zw D4R (fia)a<z<b (18)

n—1
. _ dr
mit w! (z) = h; E d; le(ti)@[Qj(x),a <x<b

,wobei Pj(t) = Pj(a’ﬁ)(t), d; = /bw(t)Pf(t)dt und Q;(x) = ][bw(t)

Auch fiir diese Formel lassen sich Aussagen iiber die Konvergenz treffen.
Theorem 2.4. Wenn w(t) = (b — t)*(t — @)’ und die Knoten ¢; mit den Nullstellen des Jakobi-

Polynoms P, (t) = pLFP )(t) vom Grade n iibereinstimmen, orthogonal in (a,b) bezogen auf w(t), dann
gilt gleichverteilt in jedem Teilintervall:

Z lw! (x O(n?logn) (19)

Theorem 2.5. Unter den Voraussetzungen f € C%a,b],q > p + 1 ergibt sich als Konvergenz fiir das
Restglied:

R, (f;z) = O(n™"""*"logn)

Zusitzlich zur Interpolation von f(t), wie es zur Ermittlung der Gleichungen 13 und 18 nétig ist,
gibt es noch die Moglichkeit der stiickweisen Interpolation von f(t). D.h. wenn (a,b) in n gleich grofe
Stiicke mit der Lénge h zerlegt wird, sodass die Singularitét in der Mitte eines der Stiicke liegt, dass der
Anteil der Integrale der Teilintervalle im Abstand O(h) zu x die Ordnung O(h™? = O(n?) bei h — 0 [4].

Die Gauss-Quadratur 13 und die Interpolationsformel 18 sollen im Folgenden anhand eines Beispiels
verglichen werden. Dazu wird auch betrachtet, ob die Stiitzstellen der Formeln im Innern des Integra-
tionsintervalls liegen und ob alle Gewichte positiv sind. Eine Formel mit nur positiven Gewichten hat
einen geringeren Fehler als eine Formel bei der Rundungsfehler oder Ausléschung auftreten kann. Um
zu untersuchen, wie grofdie Rundungsfehler werden kénnen Stabilitdtsfaktoren K betrachtet werden.
Falls grofe Rundungsfehler auftreten gilt folgendes [9]:

n n
K= Z|wl| >> sz
i=1 i=1

Fiir die Gauss-Quadratur 13 gilt die Gleichung 16 und fiir die Interpolations-Quadratur 18 die Glei-
chung 17:
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P n
Ko =Y |os(@)+ ) [wf(a)] (20)
k=0 i=1
=Y w/(a)] (21)
i=1

Theorem 2.5. In 18 mit 2 = a und w(t) = (b —t)*(t —a)?,—1 < # > 0 und ¢; als Nullstellen von
PP () folgt:

wj (a) = (b2a)p (1 +/Zi)p+1 + P'nl(ui) ijvk(a) (b2a>k

k=0

k—j
k(g (20 Mntatptl
X = .
JZO (1 + )i + 1 2k=j

mit t = %(b—a)u—k —(b+a)

Pi(t) = P*(t)

die Koeffizienten v konnen gleich wie in Gleichung 13 berechnet werden und es gilt:
a(()k) =1,k=0,. ,pagl) 1

agk) (k 1) + ja atk= 1)
o = ket

=1, k—1k=2,...,p

Als Beispiel zum Vergleich wird [4]

]_/1(1_05/2__15
— ) e T 16"

verwendet. Um den Losungsweg zu vereinfachen wird w(x) = 1 gewéhlt, d.h. es werden die Gauss-
Legendre Gewichte genutzt und es ergibt sich:

Tabelle 1. Vergleich von Quadratur 13 mit 18

n Kg K; RG RI

4 852-10'4.96-10' —2.81-1075 5.48-10"1
8 2.94-10%7.17-10% —2.94-10"7 —1.70-10"2
16 1.10-10% 6.93- 103 —2.76 - 1079 5.67-10"4
32 4.23-10%5.70-10° —2.34-10711 —2.25- 107
64 1.67-10* 4.27-10° 4.87-10712 —8.43-1077
128 6.61 - 10* 3.02-10° 1.07- 10711 —2.16-10"7

In dieser Tabelle sind die Ergebnisse fiir die Stabilitdtsfaktoren und die Abweichungen von der analy-
tischen Losung tber die Stiitzstellen aufgetragen. Es ldsst sich gut erkennen, dass die Gaussquadratur
fiir grofe n einen kleineren Stabilitdtsfaktor als die Quadratur 18 hat. Daraus kann auch abgeleitet
werden, dass die Abweichung RG kleiner ist als RI Die Gauss-Quadratur 13 erreicht also mit weniger
Stutzstellen eine hohere Genauigkeit. Um diese Quadratur anwenden zu kénnen, miissen die p-ten Ab-
leitung von f vorhanden sein. In vielen Féllen ist dies nicht moéglich und es werden Quadraturformeln
entsprechend 18 verwendet. Aufser diesen allgemein giiltigen Quadraturformeln gibt es noch sehr viele
andere, die aber nur in bestimmten Spezialfillen mit gewissen Voraussetzung gelten.
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4 Zweidimensionale Integrale

In vielen Anwendungen, wie z.B. der 3 dimensionalen Berechnung von Elastizitdtsproblemen, miissen
Oberflachenintegrale gelost werden. Wenn in diesen zweidimensionalen Integralen starke Singularitéten
auftreten, kann es notig sein, ein Hadamard-Integral zu 16sen. Die Vorgehensweise soll in diesem Ka-
pitel vorgestellt werden. Um die zweidimensionalen Hadamard-Integrale besser verstehen verstehen zu
kénnen werden in diesem Abschnitt zunéchst Defintionen und Eigenschaften des Cauchy-Hauptwerts
im zweidimensionalen Raum erlautert.

Dazu wird ein geschlossenes Gebiet T C R?, auf dem die Funktion F(vp;v) auRer in dem Punkt vg
integrierbar ist. Die Funktion kann mit den Polarkoordinaten 7,6 mit dem Ursprung in vy in der
Umgebung von 1 folgendermafen beschrieben werden [4]:

Fvo;v) = ‘f(io’e) + Fi(vo;v)

In dieser Formel betriigt r? = |[v — vg|2. Der Fehlerterm Fj(vp;v) kann in diesem Fall unendlich gross
werden, die Ordnung liegt aber nur bei unter 2. In der Umgebung von 1 sei ein ¢ mit dem Umfang
Cy mit 7(6) = a(e, 0). € ist der Radius des kleinsten Kreises, der o beinhaltet. Der Rand des Gebietes
T ist gegeben durch Co mit r(0) = A(#). Damit und mit der Grenze ¢ — 0 ergibt sich:

27 A(9) 2
lim F(VO;I/)dI/:/Fl(I/O;l/)dV-I- f(vo;0) / 1dr d0—hm f(vo;0)log (e, 0)do
=0 )1 4 T 0 a(ed) " —0Jo
(22)
(23)

Wenn o als Kreis mit dem Mittelpunkt in vy und Radius €, dann wird der letzte Integral zu

2m
loge [ f(vo;6)d6.
Theorem 4.1. Aus dieser Annahme folgt eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit der
Cauchy-Hauptwert in 22 existiert.

2
f(vo;0)d0 =0 (24)
0
Definition 4.1. Fiir diesen Fall kann der Cauchy-Hauptwert aufgestellt werden:

27

][ F(vo; )dl/_/Fl(Vo;I/)dl/+ f(vo;0)log A(0)do (25)
T T 0

V)dy = vo: v)dy u Vo, o A(6)
Jroinar = [ Ao [ oo [los 20 a0 (26)

(27)

, wobei bei der unteren Formel o kein Kreis ist und hm Q(E 9 = ap(0)

Analog zu dem Vorgehen im eindimensionalen bei den Formeln 25, 26 kann der divergierende Anteil
weggelassen bzw. nur der zweite Teil der Formeln verwendet, um das Hadamard-Integral zu erhalten.
Als Integrale mit starken Singularitdten wird

7[ K, (vo;v)p(v)dv, vy € T C R? (28)
p+1 f Vo

VO, Z T'p+2 7[ +K;(V0;T7 9) (29)

(30)

Fiir die Entwicklung von Kubaturformeln ist es ausreichend nur den Integral mit der starksten Singu-
laritdt zu betrachten

B0 ) it 1, (v36) und 6(v) st
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Die Gleichung 28 ergibt in Polarkoordinaten mit A(6) analytisch in [0,w] und 0 < w < 27 [11]. Wenn
A(0) nur stiickweise analytisch, kann das Intervall auch in Teilintervalle zerlegt werden.

A fo(vo: 0
/ 7[ P p+’1 (;ﬁ(u)deQ7 p ganzzahlig (31)

Zur Losung dieser Gleichung kann das dufiere Integral durch eine m-Punkte-Gauss-Legendre oder
Gauss-Lobatto-Quadratur und fiir den inneren Integral kann eine der im eindimensionalen Fall vor-
gestellten Formeln verwendet werden. Die Schwierigkeit besteht nur darin, dass f,(vo;6) in der Regel
nicht bekannt ist und daher kénnen keine Ableitungsinformationen, aufser bei p=, verwendet werden.
Dieser Bericht hat also gezeigt, dass die Berechnung von Hypersingulfen Integralen mdglich ist und es
bereits einige Quadraturformeln hierfiir gibt. Aufgrund des steigenden Bedarfs an Losungen verschie-
denster Integralgleichungen wird auch in Zukunft auf diesem Gebiet weiter geforscht werden.
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1 Cauchy Hauptwert Integral

Das folgende Kapitel beschaeftigt sich mit der Ermittlung von Cauchy Hauptwerten mittels Gaufl
Quadratur nach Gautschi in [Gau]. Zu Beginn werden Definitioen aufgefiihrt, die im Verlauf des Kapi-
tels Verwendung finden. Nachdem kurz der Begriff Cauchy Hauptwert Integral erlaeutert wird, werden
Methoden entwickelt, den Wert dieser Integrale zu ermitteln.

1.1 Definition

Nachstehende Definitionen werden in diesem Kapitel verwendet.

dA(t)
F = 1
(= [ 74 1)
R
Polynome zweiter Art beziiglich dem Mafs dA
on(2) = mn(2)F(2) = pu(2) (2)
n-Punkt Gauft Quadratur
[1O 00 =3 A sm) + Ra() 3)
R v=1
Gewichte A\, der Gauft Quadratur
A, = 0'7(7-”) v=12,....n (4)
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1.2 Grundlagen

Falls man bei der Integration einer Funktion, eine Integranten betrachtet,

/b f(z)de ()

der an einer Stelle ¢ € [a,b] unbeschrankt ist, so wiirde man gewohnlich wie folgt vorgehen. Die
Grenzwerte des uneigentlichen Integrals zu beiden Seiten der Polstelle wiirden getrennt angenéhert
und addiert werden.

c—eq b

b
/f(;v) dz = 6liglo f(z)dx + etho f(z)dx (6)

a c+eo

Dieses Vorgehen ist nicht immer zielfiihrend, da die die Konvergenz nicht fiir jeden Integranten sicher
ist. Als Alternative: Wenn der Grenzwert,

j f(x) da —gg%[cj_}(x)dw / F(x) dz] (7)
J ) e

gebildet wird und dieser existiert, so nennt man diesen Cauchy Hauptwert (auch p.v.!, V.p.2). Und
schreibt auch:

Anmerkung: Wenn das uneigentliche Integral konvergiert, so existiert der V.p., falls nicht kann er
existieren.

Beispiel

Es sei das Integral von

21
/fdz
T

21

zu bilden. Fiir den Cauchy Haupwert ergibt sich

! principal value
2 Valeur principale
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21 0—e 2
][fdx: lim [/1dz+/1dz+
T e—>+o xT x

-1

—1 O+e

2

e——+o

0—e
= lim [lnx‘ —|—1nx‘
O+e

= lim [Inj0—¢—In|—1/4+In2—1In|0+¢]
e—+o

=In2—In|—1]
=1In2

Fiir a,b kann auch a,b = +o00 gelten.

b
/f dx *hm [agmoo/f derbLiIf /f(z) dx] (8)

cte

Dies gilt eben nicht nur fiir die Integration iiber x. Man kann an Stelle von dz auch ein anderes,
beliebiges (positives) Maf nehmen. Formell, wird diese Art von Integralen folgend mit

enay = 2% ax ©

beschrieben. Mit dA(t) als positives Maf auf dem Intervall [a,b], —oo < a < b < 0.

Um nun solche Cauchy Hauptwert Integrale numerisch zu behandeln, kann man sich der (modifizier-
ten) Gauf Quadratur bedienen und darauf (9) anwenden. Hier sollen zwei Moglichkeiten beschrieben
werden. Namlich zum einen mit z als Stii tzstelle:

n

(CF)(@;dN) = co(@) f(x) + Y (@) () + Ralfi) (10)

v=1

Wir nennen diese von nun an modifizierte Gauss Quadratur, mit 7,, und ¢, als Stiitzstellen bzw. als
Gewichte. Diese Methode hat Exaktheitsgrad 2n. Und zum Anderem mit einer Quadraturformel, in
der z nicht als Stiitzstelle auftaucht.

(Ch)(w:dN) =D el(@) () + Ry (fs) (11)

v=1

wir nennen diese von nun an Gauf Quadratur, im eigentlichen Sinne. Sie hat Exaktheitsgrad n — 1.

1.3 Herleitung der beiden Methoden
Modifizierte Gauft Quadratur

Wenn man (9) umschreibt zu

enan = fayf 29— [ID =10 gy (12)

R R

erhalten wir mit (1), (2), (4), (z — z) fiir das linke Integral und Gauf Quadratur auf das rechte
Integral (3) angewandt
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enwan) = flarf 2O - [HD =10 gy

R R
D )2 Y flah ZA T 4 g, 52
=f<x>iziz§+2[£<f>i:—*““(fl;f(“”]wm 2
:f<$)7€:(z)+2{/\»f(x) i(f);fm))} (fix)

mit

WG (15)

fiir f € Pap1 gilt R (f52) =
Anmerkung:

Bei (14) und (15) muss man nicht unbedingt Gaufs Quadratur verwenden. Diese ist jedoch exakt fiir
f € Py,. Wenn man fiir A\, und 7, Stiitzstellen und Gewichte anderer Interpolations Quadraturen
einsetzt, bleiben die beiden Gleichungen immer noch giiltig.

7). hat nun auf zwei aufeinander folgende Nullstellen umgekehrte Vorzeichen (7, 7,11 von 7). Daher
muss dies mit (15) und 7, > 0 auch fiir p,, gelten. Damit folgt, dass auf zwei aufeinander folgenden
Nullstellen von 7y, p, auch mindestens eine hat. Wenn z eine Nullstelle von p,, ist, dann vereinfacht
sich 14 zu

Chman =3 AL |

v=1

Rn(f;2) (16)

Betrachtet man diese Gleichung, sieht man, dass diese genauso aussieht, als ob man die normalen
Gau® Quadratur auf (9) angewendet hitte. Dieser Sachverhalt wird ausgenutzt in dem man fiir d ein
symmetrisches Maf verwendet und man erhalt:

][f dA(t

+ Rn(f;0) (17)

dX symmetrisch, n gerade

Diese Quadratur ist auch exakt fiir f € Pg,, wenn jetzt aber z in die Ndhe von 7, kommt, dann wird
mindestens ein Term in der Summe in (14) unendlich grok. Da aber (Cf)(x,dA(t)) beschrankt ist,
muss ein anderer Term auf der rechten Seite von (14) (ins negative) unendlich gross werden. Da dann
sehr grofte Zahlen von einander abgezogen werden, kann es bei x &~ 7, zu Ausléschungen kommen.

Gaufs Quadratur im eigentlichen Sinne

Um (11) zu erhalten, approximieren wir f in (9) mit p € P,,_; und erhalten
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f@t) = pa_1(f; )+En 1(f31)
Z Ty)f(m + En-1(f3t)

1/:1

wobei E,_1(f;t) =0

Dann liefert (9):

w(m) ) (t=7)m (1)

v=1

enan =Y L f O a4 m; ) (1
R

mit

Rafia) = f 2= ary
R

1 1 L,
(x—t)t—-7,) z-1 \x—t t—T

Man schreibt fiir

und erhalt:

(CF) () Z”” onlTe) () 4 Ry () (19)

x—ﬂ,)

(19) hat Exaktheitgrad n — 1.Wenn = nun Nullstelle von p,, ist, bekommen wir mit (1.4.9) wieder (16).
Es entstehen die selben Probleme wie zuvor.

Numerische iiberlegungen - Wie kann man das verbessern?

nach Gautschi werden (14) und (19) oft zum Diskretisieren benutzt (z.B. Im Rahmen von singuléren
Integralen). Wenn man V.p.-Integrale konkret berechnen mochte, sollte man aus den zuvor genann-
ten Griinden (14) abéndern (Ausloschung). Wenn man die Quadratur Summen in giinstiger Weise
umschreibt, werden sie numerisch stabiler (fiir beliebiges x im Intervall beziiglich d\). Dies wird im
Folgenden naher beschrieben.

Umschreiben fiir (19)

Ausschreiben von p,_1(f;-) als Polynom in die orthogonal Polynomen 7:
Pna(f3t) Z army(t (20)

mit Theorem (1.22) und wieder das ersetzen der Funktion mit dem Polynom p,,_1(f;7,) = f(7,) liefert
uns mit
|2 Z At (T) f

und der Integration von (20) im Sinne von (9), wie zuvor, liefert:

Hm

(Cf)(z;dN) Zakpk + R (f;x) (21)

pr erhélt man mit der 3-Term-Rekursion (2.3.4):
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prt1(w) = (& — ar)p(2) = Brpr—1(z),  k=0,1,...,n—2 (22)

als Anfangswerte nimmt man

()
bp=p-1(z) =1,  po(z) = (23)
!

und hat somit ein stabiles Verfahren, fiir beliebige Werte fiir . Fiir den Startwert der 3-Term-Rekursion
braucht man jedoch die Hilberttransformation des Mafes dA(t). Diese ist aber oftmals schon analytisch
gegeben oder ermittelbar.

Umschreiben fiir (14)

Wenn man sich (14) genauer betrachtet, kann man auch wieder die Integration eines Interpolations-
polynoms erkennen (aber Grad = n).

f(t) :pn(f;t) + En(f;t)

palfit) = 0 +Z L) fn) (24)

(t — 1) (1 — )7, (1)

Wieder Integration von (24) wie zuvor schon (9) liefert wieder (14). Wir gehen wie bei (20) und (21)
vor, setzen aber

t) = f: b (t) (25)
k=0

und

(CF)(w;dN) Zbkpk n(f;) (26)

mit

1
b= =z [ BalfsDm(B N0 (27)
R
darauf dann Gauft Quadratur angewendet fiithrt dann zu

|m| ZA et ) f(r) =ar, k<n (28)

Fiir p,, in (27) setzen wir (24)

b= | [””(“f@mz( L0 T RPN

[l J | ma(@)) T L G =) — 2y ()



Cauchy Hauptwert und Quadraturabschéitzung von Matrixfunktionalen 49

1 /(t—x)wn(t)wn .

[l

Z ;JUC— T, (7’3) (29)

1/:1 V

Der Bruch in der Summe ist immer noch nicht fiir beliebige Funktionen problemlos auswertbar. Dies ist
jedoch weitaus unproblematischer als zuvor. Falls )\, ~ x wird der Nenner zwar sehr klein, fiir méssig
steile Funktionen tut dies aber auch der Zahler. So ist der Term weniger dazu geneigt Ausléschungen
zu erfahren.

2 Abschatzung von Matrix Funktionalen mittels Quadratur

In diesem Kapitel soll vorgestellt werden, wie mit Hilfe der Gauft Quadratur eine Abschétzung fiir die
obere und untere Schranke bestimmter Bilinearformen gefunden werden kann. Nach einer Aufstellung
der fiir dieses Kapitel benotigten Definitionen, folgt eine Darstellung des zu behandelten Problems und
dessen Losung mittels Gaufs Quadratur. Das Kapitel schliesst mit einem Beispiel ab. Die Vorgestellte
Methode orientiert sich an Gautschi in [Gau].

2.1 Definitionen

Nachstehende Definitionen werden in diesem Kapitel verwendet.

Die n 4+ 1-Punkt Gaufs-Radau Quadratur

/f £ dAA(E) = N f(7d) +Z)\“ 9+ RE(f) (30)

mit den Stiitzstellen 7¢ = a und 7.7 bei den Nullstellen von m,,(+;d), ;) beziiglich dem Maf d\,(¢) =
(t — a)dA(t).

Gauf-Lobatto Quadratur Fir das Maf d\ auf dem endlichen Intervall [a,b] lautet die n 4+ 2-Punkt
Gauk-Lobatto Quadratur

b
/f(t)dA(t) f(t +ZAL L) 4 AL f(rh) + REO(S) (31)

mit den Stiitzstellen 7§ = a, 7%, = b und 77 bei den Nullstellen von 7, (-;dAq ) beziiglich dem Maf
dAap(t) = (t — a)(b — t)dA(1).

Theorem 3.3 nach Gautschi in [Gau]: wenn das MaR d\ auf dem Intervall [a,b] und f € C?"*[a,b],
dann gilt fiir die Restterme R2 und R von (31) und (30):

Re(f) > f und R%(f) <0, falls sgn f?"*! =1 auf [a, b] (32)

umgekehrt fiir sgn f2"+1 = —1.
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2.2 Problem

Wir haben eine Matrix A € R™*™ | die p.d. sei. Weiter ist f eine Funktion, die auf einem Intervall
analytisch® ist I mit o(A) € I. Mit u,v € RY mdchten wir obere und untere Schranken finden fiir

u’ f(A)v (33)

Die Verbindung zur Quadratur ist nicht direkt ersichtlich. Diese soll nachfolgend erarbeitet werden.

Idee:

i Versuche die Bilinearform auf die folgende Form zu bringen:
N
> akfOw) = [ Fedpn)
k=1 R
ii Finde orthogonal Polynome beziiglich des Mafses dpn
—> Anwendung von Theorem 3.3 3.7 und left-handed Gauf-Radau und Gauf Lobatto.

(zu i) Stelle Integral von f mit Hilfe von diskretem Maf dar als (33):
Wir nehmen an, dass A paarweise verschiedene Figenwerte hat
D< AN < AN <...< )\
somit stehen alle Eigenwerte von A senkrecht aufeinander:
Av, =\, v,, ngm =0pm mit myn=1,2,...,N (34)

Anmerkung: A, bezeichnet hier den n-ten Eigenwert von A, nicht die Gewichte der Gaut Quadratur.
Daher existiert auch die Spektralzerlegung

AV = VA, A = VI AV wobei,V = [vi, vy, ..., vy] und A = diag(Ai, Aa, ..., An) (35)

mit der Annahme, dass u = v, kann man schreiben

N
v=u= Z PEVE (36)
k=1

(der Einfachheit wegen, nehme man an py # 0, Vk)
in Matrix Schreibweise u = Vp, mit p = [p1, pa, ..., pn]L. Aus (35) folgt fiir f(A) = Vf(A)VT somit

u’ f(A)u=p" VIV (A VIV =pT f(A)p (37)

N
= Dok = [ 10t (39)

Was unser Ziel war. Hier ist jetzt dpy ein diskretes Maf beziiglich den Eigenwerten Ay von A mit den
(positiven) Spriingen p? bei A,. Wenn jetzt vorausgesetzt wird, dass |lul| = 1 mit || || als euklidische
Norm, dann:

3 analytisch definition = unendlich oft diffbar
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/ don(t) = 1 (39)
Ry
Bis hier hin wurde angenommen, dass u = v. Fiir u # v kann man sich der Polarisationsformel

a(u,v) = § (a(w,v) ~ p(u -~ v))

bedienen. Und kann damit und mit p=u+v,q=u—-v

1
u’ f(A)v = 1(p" f(A)p —d' f(A)a) (40)
schreiben. Wenn man nun passende Grenzen fiir die linke Seite findet, dann gelten diese natiirlich auch
flir die Rechte.

Hat man also die Orthogonal Polynome zu dem Mak dp(t) (oder die entsprechende Jacobimatrix),
dann erhélt man die Grenzen durch die Gaufs Quadratur. Eine Methode die Orthogonal Polynome zu
erhalten, beschreibt der Lanczos Algorithmus.

Lanczos Algorithmus

Der Algorithmus beginnt mit der Initialisierung von hg, definiert als Linearkombination der normali-

sierten Eigenvektoren vi,vs,..., vy von A (vgl. (35)
N
hO = Zpkvhw wobei ||h0|| =1 (41)
k=1

Hierbei beziehen sich py, auf die Spriinge p? des diskreten Mafes dpxn (38). Der Lanczos Algorithmus
((1)) liefert uns also die Orthonormalen Polynome 7x(-,dpn), k = 0,1,..., N — 1, ausschliesslich durch
Anwendung von Matrix-Vektor Produkten.

Algorithm 1 Lanczos Algorithmus

1: ho < initialisiert, dass ||ho|| =1

2: v+ 0

3: ho1+0

4: for k=0,1,2,..N —1do

51 aj < h] Ah;

6:  hy1 (A —a;)hy — ko

Ty by

8 hyri ¢ hy1/vm

9: end for
Der Algorithmus liefert die sogenannten Lanczos Vektoren hg, hy, ..., hy mit folgenden Eigenschaften.

1. Die Lanczos Vektoren stehen paarweise orthogonal aufeinander.

2. Die Vektoren {h;}}_, bilden eine Basis des Krylov Raumes

ICn(A, ho) = span(ho, Aho, e ,Anho)
3. Es gilt:

h; = p;(A)ho, j=0,1,ldos, N, (42)
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wobei p; Polynom vom Grad j, welche die folgende 3-Term-Rekursion erfiillen

Yit10i41(A) = (A= a)l;(A) = vpi—1(N),  j=0,1,...,N—1

pO()‘) - 17 pP—1 = 0 (43)

Es gilt nun zu zeigen, dass es sich bei den Polynomen pj aus zuletzt genannter Eigenschaft, um eben
die gesuchten orthonormalen Polynomen 7 (-; dpn) handelt. Also ist zu zeigen:

(pn7pm)de = 5nm

Aus der Spektralzerlegung von A ((35)) und der Eigenschaft 3 der Lanczos Vektoren ((42)) konnen
wir h,, schreiben als:
h,, = pn(A)hg = Vp,(A)V'hg (44)

S = By,
=hoVp,(A) VIV, (A)VThy
- hOVpn(A)pm(A)VThO

N

= Y prerdiag(pa(\)pm(M - -, Pa(AN)Pm (An))prer
=1

=

(45)

] =

PrP1€kPn (A1) Pm (A1) e
K

1

pipn (Ae)Pm (Ak)

I
M=

>
Il

1

= Pn (t)pm(t)de (t)

+

= (pnvpm)de

T

Das folgende Beispiel soll das Vorgehen verdeutlichen:

Wir suchen eine Abschétzung des Fehlers fiir das folgende lineare Gleichungssystem

Ax =b wobei A s.p.d. (46)

Sei x* eine Naherung fiir die exakte Losung x = A~ 'b. Wir wollen den Fehler x — x* beziiglich der
euklidischen Norm abschétzen.

Zunéchst berechnen wir das Residuum

r=b-Ax* <— x-x*=A"lr

Aus der Symmetrie von A erhalten wir das Funktional wie in (38)

[x —x*||? =rTA %r

= /R+ t~2dpn(t)

wobei f(t) =72
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Die Orthonormal Polynome beziiglich des Mafes dpy erhalten wir durch den Lanczos Algorithmus.
Fir hg wahlen wir

r

hy = o
Il

(47)

Mit hilfe der orthonomal Polynome lésst sich die Grauss Quadratur beziiglich des Mafes dA = dpy
anwendend. Desweiteren gilt fiir f(t) =¢=2 auf R*

£ >0, (48)

Damit l4sst sich nun mit Theorem 3.7 (vgl. (??)) eine obere Schranke iiber die Gauf-Lobatto Quadratur
(31) abschétzen.
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1 Einleitung

Das Losen von elliptischen Randwertproblemen ist in der Praxis sehr bedeutsam. Mittels der Integral-
gleichungsmethode ist es moglich, das Randwertproblem in eine Randintegralgleichung umzuschreiben,
insofern eine Grundlésung bekannt ist, siche z.B. in [1]. Durch diese Umformulierung reduziert sich das
Problem um eine Dimension, was hinsichtlich des rechnerischen Aufwands Vorteile mit sich bringen
kann. In diesem Fall kénnen Randelementmethoden zum Losen des Problems angewendet werden.
Diese Arbeit soll die Grundideen der hp-Galerkin Randelementmethode vermitteln. Einen besonders
wichtigen Teilschritt dieses Verfahrens stellt das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix dar, deren Eintrige
mit Hilfe von numerischer Integration berechnet werden. Dies soll anhand dem Fall von identischen Pa-
nelen verdeutlicht werden. Alle theoretischen Inhalte sind dabei auf das Paper von S.A. Sauter und C.
Schwab iiber Quadrature for hp-Galerkin BEM in R? zuriickzufiihren [2]. Um an mehreren Stellen
nicht zu sehr ins Detail zu gehen, wird oftmals von geeignet gewéhlten Schranken und Abschétzungen
gesprochen. Diese lassen sich in vollendeter Form auch im Paper finden.

2 Problemformulierung

Sei G € R? ein beschréiinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand I' = 0G und L*(I') := {u: I' — C| [, u?dI'}
der Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen beziiglich dI". Ein Skalarprodukt auf L?(I) ist
durch (u,v) = [, uvdl" definiert.

Gegeben sei ein stetiger Operator A : L2(I") — L?(I") der Form

(Au)(x) = c(z)u(z) + lim k(x, y)u(y) dI,
=0 J M\ B.(z)

mit einer analytischen Funktion ¢ und einem Kern k(z,y). Hier bezeichnet B.(z) die offene Kugel um
z mit Radius e. Im Allgemeinen hat die Kernfunktion bis auf Faktoren die Form

1

k =
@9 = Ty

,a €N, (1)
weshalb mit Hilfe der e-Kugel die Singularitdt bei x = y des Integrals zun#chst ausgehoben und
anschliefend zur Grenze iibergegangen wird. Gesucht ist die numerische Losung des Problems:

Finde u € L*(I"), sodass (Au,v) = (f,v)Vv € L*(I). (2)

Diese Problemformulierung lésst sich durch die Integralgleichungsmethode herleiten, siehe [1]. Fiir
gegebenes f € L?(I") wird angenommen, dass eine eindeutige Losung u € L?(I") existiert. Im Folgenden
wird betrachtet, wie dieses Problem gelost werden kann.
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3 Galerkin-Methode

Néherungslosungen zu (2) liefert die Galerkin-Methode. Hierfiir wird das Problem zunéchst auf end-
lichdimensionalen Unterrdumen gelost.
Sei nun also {VL} Len €ine Folge von endlichdimensionalen Unterrdumen von L3(I'). Gesucht ist die
Losung:

Finde vl € VT, sodass <AuL,v> = (f,v)Vo e VL, (3)

Durch gewisse Stabilitdtsbedingungen fiir hinreichend grofes L kann sichergestellt werden, dass die
Losung des endlichdimensionalen Problems quasi-optimal gegen die Losung von (2) konvergiert. Die
Konvergenzrate ist deshalb von der Regularitit der exakten Losung und der Wahl der Unterrdume V'
mit Dimension Ny, abhéngig. In [2] werden Bedingungen an die Regularitéit der Losung, sowie an die
Unterrdume V% gestellt, welche eine exponentielle Konvergenz sicherstellen.

4 Konstruktion der Unterrdume VL auf I' € R3

Der Unterraum V% soll den speziellen Bedingungen fiir eine exponentielle Konvergenz geniigen. Zu-
néchst wird 0.B.d.A. angenommen, dass I" die Oberflache eines Polyeders ist, welcher nur aus Vierecken
T; besteht mit ¢ = 1, ..., M. Dass dies keine Einschrinkung ist, wird an spéterer Stelle genauer erlau-
tert. Das Gitter ist dann gegeben mit 79 = {T; : 1 <i < M}.

Die hp-Galerkin-Methode nutzt bei der Approximation die Gitterbreite h und den Polynomgrad p aus.
Diese konnen je nach Regularitdt der Losung geeignet gewéhlt werden. Um also einen entsprechenden
hp-Unterraum V% zu konstruieren, sind weitere Verfeinerungen notwendig:

e Die Geometrische Verfeinerung liefert ein verfeinertes Gitter 75, = {11, T5, ..., Tn, } aus Vierecken
T;. Dabei hiangt diese Verfeinerung von einem Abstufungsparameter o € (0, %] ab.

e Die Polynomgradverteilung liefert einen Vektor dp = {pT T e TL}, welcher den Polynomgrad auf
einem Viereck T' charakterisiert.

Zunéchst wird ein lokaler hp-Finite-Elemente Raum fiir ein Viereck T' € 7); betrachtet. Als Basisfunk-
tionen werden die Legendrepolynome P, : (—1,1) — R mit n = 0,1,2,... gewihlt. Dabei sollen die
Legendrepolynome derart skaliert sein, dass P, (1) = 1 gilt. Um eine Orthonormalbasis in L?(—1,1)
zu konstruieren, werden die Legendrepolynome zu

N|=

¢2:(n+%) P n=20,1,2,...

modifiziert. Die ¢2s ergeben damit eine Orthonormalbasis in L?(—1,1). Da nun das Viereck nicht auf
dem Gebiet (—1,1)? lebt, ist es notwendig eine Abbildung zu definieren, welche das Viereck T auf das
Einheitsquadrat (—1,1)? transformiert. Seien dafiir Py, Py, P2, P3 die Eckpunkte des Vierecks 7' mit
den Kanten P,P;;, fiir i = 0,...,3, wobei ¢ + 1 im Sinne (¢ + 1) mod 3 gemeint ist (Nummerierung in
mathematisch positivem Sinne). Die Abbildung x7 : (—=1,1)2 — T mit den Eigenschaften

() w5

erzielt die gewiinschte Transformation. Die Basisfunktionen auf 7" sind deshalb gegeben durch

(p5oxz ) (x) fir z €T
()= VT |

0 sonst,

VO <m; <pfi=1,2 (4)

mit @) () := % (21)¢5_ (z2), |T| = ||Po— P1||-||Py — P2|| und p! € p. Der hp-Finite-Elemente Raum
lasst sich deshalb definieren durch:

VE(T) :=span{p]| 0<n; <p], i=12}. (5)

Der globale hp-Raum setzt sich dann aus den lokalen zusammen und héngt deshalb von den Parametern
o und ép ab:
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pi p3

u(@)= Y D D unen() (6)

Ter; n1=0n2=0

VE=VEo,6p):={u:T = C

mit Koeffizienten u € C und dem reduzierten Gitter 7} := {T € 7.|T NE =0}, wobei £ die Menge
der Kanten der Oberfliche I" ist. Hierbei ist zu beachten, dass u, in einer Umgebung der Kanten von
I' verschwindet, weshalb es an dieser Stelle ausreicht, das reduzierte Gitter 7; zu betrachten. Dies
fiihrt nicht zu einer Verschlechterung der Approximation, da diese Umgebung klein ist fiir hinreichend
groftes L.

Fiir eine vereinfachte Notation wird die Menge

I, = {(T\,n)|T € 77,0 < n; < p] fiiri=1,2} (7)
eingefiihrt. Insgesamt ldsst sich die Problemstellung (3) dann formulieren als:
Finde u* € V¥, so dass A*u" = f, (8)

mit den Koeffizienten u” = {u;} .7, der Basisdarstellung (6), dem Vektor f = {(f,¢1)};c7, und der
Steifigkeitsmatrix A" = {Afp}, |, . gegeben durch

AL, = (o, Apr), LT eI (9)

Am Ende ist also nur noch ein Lineares Gleichungssystem zu l6sen. Das Aufstellen des LGS erfordert al-
lerdings die Berechnung der Eintrége der Steifigkeitsmatrix, was weitere Probleme und Fragestellungen
mit sich bringt.

5 Berechnung der Eintrage der Steifigkeitsmatrix

Wie bereits in (9) dargestellt, sind die Eintréige der Matrix A% gegeben durch Integrale. D.h. die nume-
rische Berechnung der Integrale liefert eine leicht gestérte Matrix A”. Um trotz des gestorten Problems
eine exponentielle Konvergenz sicherzustellen, wird eine obere Schranke ¢(L) an den Konsistenzfehler

|EILI’| = |A%1’ - 121%1'| < Q(L) (10>

festgelegt. Im Folgenden wird also eine Methode vorgestellt, welche diese Schranke einh&lt und damit
die exponentielle Konvergenzrate sicherstellt; genaueres dazu wird in [2] ausgefiihrt.

Zunéchst werden einige Koordinatentransformationen bendtigt, die in Abbildung 1 dargestellt sind.
Die Charakterisierung der einzelnen Elemente und Abbildungen wird nun vorgestellt:

>
[

T i Y. i
An) A Ya il
R L/ﬂ_"\(“(&’ / : (Enee)

: ! ! I
Rl Lo
| '

e | L B P

| (0,9) (£40)
(4-4)

A

CA4)

&

Abb. 1. Koordinatentransformationen

e T ist ein Element des stiickweise glatten Rands I', welches durch geometrische Verfeinerung aus
dem Anfangsgitter 7y entstanden ist, d.h. T' € 7.
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e T ist das zugehérige ebene Panel zu T, welches sich durch eine bi-Lipschitzstetige Funktion
n: I — I mit 3C1,Cy > 0, sodass C1||Z — 7| < ||n(&) —n@)|| < Ca||E —§||, Vi, gel,

aus T ergibt mit n~1(T) = T.Fir alle T, € I',i = 1,..., M gelten aukerdem die Eigenschaften

I = T;, T AT ist entweder leer, eine Ecke, eine Kante oder T (11)
1<i<M

e T ist ein Referenzbereich, der gegeben ist durch die Seitenléngen ¢; = || Py — Fy[| und €3 = |[P2— Py||
von T mit den Eckpunkten P;,i = 0,..3. D.h. T lisst sich darstellen durch T := (0,¢1) x (0, €3).
Die affin bilineare Abbildung

T1T2

al ad . X
Y 2 T = T mit Ypp(x) = P0+ (Pl Po)-i-?j(P?,—Po)-l— (Po— P+ P> — Py)

€1€2

transportiert T auf T und ist dabei nur abhéingig von den Winkeln, nicht jedoch von den Seiten-
léngen.
Die Komposition der beiden Abbildungen liefert dann

’(/)TTZT—)Tmit wTT:nOwTT‘

e Ty :=(—1,1)? ist das Einheitsquadrat. Wie bereits in vorigen Erlduterungen gesehen, liisst sich Ty
mittels der Abbildung xr auf T" abbilden. Mit Hilfe der eben definierten Transformationen existiert
deshalb auch die Abbildung

wTTo = X;l 0 Yp mit 1/}TTO(1‘) = (:1) + 2 (;1;) .

€2

Diese Vorarbeit ermdéglicht es, sich die Eintrage der Steifigkeitsmatrix genauer anzuschauen. Zu be-
rechnen sind Integrale der Form

Al = lim [ k(z,y)or (x)pr(y)dyde 1,1 € I. (12)
B

Ganz entscheidend bei der Integration ist das singulire Verhalten der Kernfunktion. Durch die Eigen-
schaften (11) der ebenen Panele T liegt jeweils eine der folgenden Situationen fiir das Paar T, x T
vor:

1. Der Fall von identischen Panelen
2. Der Fall von parallelen Kanten

3. Der Fall von einer gemeinsamen Ecke oder positiver Distanz.

Im Folgenden wird der Fall von identischen Panelen untersucht.

5.1 Der Fall von identischen Panelen

Fiir diesen Fall kann das Integral mit Hilfe der Koordinatentransformationen aus Abbildung 1 umfor-
muliert werden. Betrachtet wird hierzu das Produkt der Basisfunktionen

ITlom (i (W) e (V7,) (V) = (0 0 X7' 0 ) (W) (0 © X7 © W) (0)
= (¢ 0 g, ) (W)(£h 0 Wi, ) (V)

und die Kernfunktion in lokalen Koordinaten

kioe = k(¢TT(“)» ’(/}TT(U))

Durch die Substitution muss noch die Determinante der Jacobi-Matrix berechnet werden. Mit
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1
8;bTT 65#'1"‘7‘ ag’TT ag"i“T 2
_ up 7 Oui uy ? Oug
gT(U) = |det Obpp Oprp Obpr Ovprp
BUQ ? 8u1 8“2 ? 0“2
ergibt sich dann die Integraldarstellung
90 tap ) (u) (@Y 0 an ) (v
AL, =1im [ Eee(u,v)gr(w)gr(v) (n © ¥17,) (0) (P © Vopr, ) )dvdu
e—0 | Tixﬁ> ‘T|
=: llg(l) o kioe(u, v) B(u,v) dvdu.
Hu—vll>e
Fiir ein u € T ist R .
Tu:{zERSBUET:z:U—u}
das verschobene Viereck, welches zur Integraldarstellung
AL, = lim / kioe(u,u + 2)B(u,u + z) dzdu
0 Juet J 5,
flihrt. Der Integrationsbereich ist dann gegeben durch
0<u <¢g
0<wuz <e
—up <z <€ —w
—ug < 22 < €2 — Uz,
Eine Umordnung liefert eine dquivalente Beschreibung des Bereichs
—€1<z1<¢€
—€2 < 29 < €
max(0, —2z1) < wuy < min(ey, €1 — 21)
max (0, —z1) < ug < min(eg, €5 — 23).
Aufsplitten des Bereichs in vier Unterbereiche
0<sn <eg 0<s <eg —€1 <2z <0 —€ <2z <0
D, = 0< 2z <e Dy — —e3 <20 <0 Dy — 0< 2z <e Dy — —€3 <20 <0

0<u; <€ —21
—2z3 Suz <€

—z1<u1 <€
0<us <€ —29

0<ui <er— 2
0<us <€ —29

vermeidet die Maximum-/Minimumformulierung und liefert

AL, = llmZ/

Iz H>€

kioc(u,u+ z)B(u,u + z) dudz.

—z1 <up <€
—29 Sug < €2

Die Summe kann unter das Integral gezogen werden, wenn die Integrationsbereiche D; auf D, trans-

formiert werden durch

’U,% ﬁl ’U,% ’&1 ’U,if ’LALl + 21 u‘ll
1 - 2 N 2 3 - 4
D : Uy | _ Uz D5 : uy | | u2+ 22 D : Uy | _ Uz Dy : Ug
1 1= 1|4 S y 2! 21 = | 5 2 ) /3¢ 3| = ~ y 4 - 4| =
1 1 1 1 1
A Uy + 2 vy Uy + 2 vy U A
v% Ug + Zo v% Us v% Uy + 29 v%

Das Integral nimmt die Form

Al = 11_r}(1)/| o Zkloc @, 2),v" (4, 2)) B(u' (4, 2), v* (4, 2)) dad2
2z € ]_
— lim / H(ii, 2) dad3
e—0 Dy

[12]1=e
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an. Durch die Substitution mit 4; = n;(e; — 2;),7 = 1,2 wird der Integrationsbereich auf einen 4-
dimensionalen Quader transformiert:

Afp = lim m 21 :j) 2 2) (€1 — 21) (€2 — Z2) dnd2
T R

[12 H>f

zlim/ //Hn7 )dnd2
e—0

I12 H>6

Dieses Integral ist schwach singulér in £ = 0 und existiert als uneigentliches Integral

€1 €2 1 1 .
Al = / / / / H(n, ) dnds.
0 0 0 0

Es ist iblich fiir derartige Integrale den Integrationsbereich in zwei Dreiecke aufzuspalten und dann
die Duffy-Transformation anzuwenden, welche die Singularitéit beseitigt. Dies kann allerdings bei ei-
nem grofsen Verhéltnis von % die exponentielle Konvergenzrate verschlechtern. Um eine gleichméfige
exponentielle Konvergenz der Gauf-Quadratur sicherzustellen, wird der Integrationsbereich in Unter-
bereiche aufgeteilt. Angenommen, Py ist die Ecke, in der die Funktion H (n, z) singulér ist. O.b.d.A.

wird angenommen, dass €3 < €;. Wihle jo = Hlog2 & J . Der Integrationsbereich wird dann aufgesplit-

tet in die Unterbereiche
Qj = (€141, €15) X (0,€2) x (0,1)%, 0 <j<jo—1mit e ; =2"ep.

Das Seitenverhéltnis im Integrationsbereich ist jetzt beschrénkt, d.h. um die Duffy-Transformation
anwenden zu konnen, wird der Integrationsbereich (0, €1 j,) X (0, €2) in zwei Dreiecke aufgeteilt

61’]'0 €2 1 1 . 6171'0 ﬁzl 1 1 N
L[] sz = [ [0 [ .z ans
0 0 0 0 0 0 0 0

€1,5¢ €2 1 1 .
+/ / / / H(n,2)dndz
0 615’72]‘021 0 0

~ 2 ~ €1,49 212
Mit der Substitution ') = ! im ersten Integral und 1) = e 172 ) im zweiten
29 2122 29 29

61 ]0

Integral ergibt sich

61,‘70 €2 1 1 “ 61,3'0 1 1 1 62 “
[ [ [ o= [ [ [ [ 2w ze)an
0 o Jo Jo 0 0o Jo Jo €1,
Uopes p1opl A
+/ / / / —20 20 H (n, 2(2)) dndz.
0 Jo o Jo €2

Insgesamt kann der Eintrag AL, der Steifigkeitsmatrix nun also mit Hilfe der Darstellung

Jjo—1 €150
II’ - Z . H 777 dndz+/ / / / ZlH ’f], ( )) dndz
Q] 0 EI’JO

+ / / / / L2y, 5(2) =

und der Gau-Quadratur berechnet werden.

6 Ausblick

In dieser Arbeit wurde der Fall von identischen Panelen vorgestellt. Dabei spielen die Koordinaten-
transformationen eine entscheidende Rolle zur Berechnung der Eintrdge der Steifigkeitsmatrix. In den
verbleibenden Fallen kénnen dhnliche Koordinatentransformationen genutzt werden, die mit Hilfe wei-
terer Eigenschaften auf eine Integraldarstellung fithren, die mit der Gauft-Quadratur berechnet werden
kann.

Fiir eine Implementation des vorgestellten Verfahrens wird es wichtig sein, diese Koordinatentransfor-
mationen geschickt zu wéihlen. FEine konkrete Umsetzung wird an dieser Stelle nicht vorgestellt, soll
aber Thema einer fortfiihrenden Arbeit sein.
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Hoch-dimensionale Integration: Quasi-Monte-Carlo-Methoden
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1 Einleitung

Ziel ist es das Integral

L= [ e

numerisch zu berechnen. Dabei ist s grofer als 1, moglicherweise auch viel grofer als 1, und f : [0,1]° —

R? eine integrierbare Funktion. Gesucht ist eine Integrations-Regel mit n-Punkten tq, ..., ¢, 1 € [0, 1]*:
1 n—1
Qns(F) =~ f(ti):
i=0

In der Finanzmathematik spielen hochdimensionale Integral eine wichtige Rolle, z.B. bei der Berech-
nung von Optionspreisen oder der Bewertung hypothekenbesicherter Wertpapiere. Bei partiellen Diffe-
rentialgleichungen mit zufalligen Koeffizienten ist es notwendig hochdimensionale Integrale zu berech-
nen, wie zum Beispiel bei der Modellierung einer Fliissigkeit wie Ol oder Wasser, die durch ein pordses
Material fliefst.

2 Multidimensionale Integration und Monte-Carlo-Methoden

Eindimensionale Integrale kénnen durch Quadraturformeln wie der Gaussquadratur berechnet werden:

/ Fayde ~ S wif (5.
0 i=0

Man nennt wo,...,w,—1 € R die Quadraturgewicht und to,...t,—1 € [0,1] die Quadraturpunkte. Fiir
ein mehrdimensional Integral kann fiir jede Dimension eine eindimensionale Quadraturformel verwendet
werden. Dies fiihrt auf eine Produktregel:

1 1 n—1 n—1
/ f(x)dx:/ / f(xo,...,xs)dxl...dacszZ---Zwil-nwisf(til,...,tis)
[0,1]¢ 0 0

i1=0  i,=0

Die Quadraturpunkte der Produktrregel sind das s-fache kartesische Produkt der Menge der Quadra-
turpunkte {tg,...,t,—1} und die Quadraturgewichte der Produktregel sind Produkte der Gewichte
der eindimensionalen Quadraturrormel. Die Anzahl der Quadraturpunkte ist folglich n® und wéchst
stark mit der Dimension. Der Fehler der Produktformel hingegen ist die s-te Wurzel des Fehlers der
verwendeten eindimensionalen Quadraturformel.
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2.1 Monte-Carlo-Methoden

Eine weitere Methode zur numerischen Berechnung multidimensionaler Integralen ist die Monte-Carlo

Methode. Diese ist von der Form .
e

Quslf) = 5 37 110,

wobei die Quadraturpunkte tg, . ..%,_1 unabhingig und identisch verteilte, gleichverteilte Zufallsvaria-
blen in [0, 1]° sind. Damit ist auch @, s(f) eine Zufallsvariable und man erhélt folgende Aussagen iiber
den Erwartungswert und die Varianz von @, +(f).

Theorem 1. Sei f eine quadrat-integrierbare Funktion. Dann gilt:

1. E[Qns(f)] = Is(f)
2. VCLT[Qn,s(f)] = U2T(Lf)’

wobei a%(f) = I, (f?) — (Is(f))?, die Varianz von f ist.

Bewets. 1. Fiir den Erwartungswert gilt:

1 n—1
E[Qn,s(f)] = /[0,1]5 "‘/[0’1]3 (n Z f(h)) dtg...dtn_1

1=0
1 n—1
Z*Z/ / F(t)dto ... dtn
" izo /e [0,1]
n—1
_ lz/ F(t;)dt:
o /0.

I
| =
o
—
kﬁ
S~—
I
o
—
=

2. Fiir die Varianz gilt

Var[Qn,s(f)] = E[|Qn,s(f) — I@(f)m = E[Qn,@(f) | =2-E[Qns(HLs(f) + I (f)
Nach Teil 1. ist E[Q, s(f)] = Is(f) und

2
E[Qn,s(f)Q]Z/[O ; /1] ( Zf ) dto .. dt,_
n—1n—1
= /[0 1 . /0 e <n2 ZZf )dto cdtn,_1

=0 k=0

O

Il
—
R
=)

R

3[0‘ —_
&H
VS
e
+

3[0‘ —_
&h
e~
N
kh
i~
z
QL
joN
$t
=

i=0 1=0 k=0
ki
1 n—1 1 n—1n—1
- = F(t)2dt; + — [ st [ ran
n? Zz; /[0,1]b n? ZZ:; kz; [0,1] [0,1]

Insgesamt ergibt sich
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Var[Qn,s(f)} = E[Qn,s(f)2] -2 E[Qn,s(f)]L?(f) + Is(f)Q

= LU+ L 2 L) L) + LY
_LUY-LUP )

O

Das Theorem besagt, dass die Monte-Carlo-Methode erwartungstreu ist, da der Erwartungswert dem
exakten Wert des Integrals entspricht. Weiter erhélt man damit eine Aussage iiber die Konzergenz der
Monte-Carlo-Methode.

Theorem 2. Sei f wieder eine quadrat-integrierbare Funktion. Die Wurzel der mittleren Fehlerqua-
drate ist
o(f

VEIL(F) = Qua(DI2) = =

~—

Falls 0 < o(f) < o0 ist, gilt die Fehlerschranke

Jin P (IIs(f) CQualf)] < ”\%)) - [ Fa

Damit hat die Monte-Carlo-Methode ein Konvergenzrate von (’)(n_%).

Beweis.

VEIL() — Qua P = yVar(@ua(5) = | 2L = “}Q

Die Fehlerschranke folgt aus dem Zentralen Grenzwertsatz. O

Die Konvergenzrate ist O(\~ € ) und damit unabhingig von der Dimension. Sie ist zwar besser als fiir
die Produktregel, aber immer noch langsam. Die Motivation fiir Quasi-Monte-Carlo-Methoden ist es
diese langsame Konvergenz zu verbessern.

2.2 Transformation auf den Einheitswiirfel

Bisher und auch weiterhin werden nur Integrale auf dem Einheitswiirfel [0,1]® betrachtet. Allerdings
lassen sich Integrale {iber R® zu einem Integral iiber dem Einheitswiirfel transformieren. Betrachtet
man das eindimensionale Integral

/ " g@)o(w)de 1)

mit ¢ : R — R eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, das heift ¢(xz) > 0 fiir alle 2 € R und

75 d(x)de = 1. Sei ®(z) = [*__ ¢(y)dy die kumulative Verteilungsfunktion von ¢. Verwendet man
fiir das Integral (1) die Substitution y = &(x) <= x = & 1(y), so erhilt man

o] 1 1
| sz = [ @ wiy= [ sy
—o0 0 0

mit f := go® 1. Dies ist nicht die einzige Mdglichkeit, das Integral zu transformieren. Sei 1 eine weitere
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion und ¥ die zugehérige kumulative Verteilungsfunktion. Multipliziert
und dividiert man den Integranden mit 1, so erhalt man

- / 32y ()dz
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mit g(x) = %ﬁgz) und f = Go ¥t Wie ,schén® der Integrand f nach der Transformation ist héngt

von der Wahl der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ¢ ab.

Diese Konstruktion ldsst sich auch fiir mehrdimensionale Integrale verallgemeinern. Dazu verwendet
man das Produkt von Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen [[;_, ¢(z;). Die Abbildung @~ lisst sich
komponentenweise anwenden.

r =87 y) = (@ (), 5 ()

Mit dem Transformationssatz erhialt man

I o) [ ot = Ry

[0,1]¢

mit f = go®~!. Auch hier hiingt es von der Wahl von ¢ ab, wie ,schén“ die Funktion f ist.

3 Quasi-Monte-Carlo-Methoden

Quasi-Monte-Carlo-Methoden sind wie die Monte-Carlo-Methoden Quadraturformeln der Form

QualF) = 23 st

=0

wobei hier die Quadraturpunkte ¢y, . .., t,_1 deterministische gewéhlt werden mit dem Ziel eine bessere
Konvergenzrate zu erhalten als mit den zufilligen Quadraturpunkten bei der klassischen Monte-Carlo-
Methode. Fiir die Wahl der Quadraturpunkte gibt es verschiedene Methoden:

e offene Methoden, die die ersten n Punkte einer unendlichen Folge verwenden,
e geschlossene Methoden, die eine endliche Punktemenge mit n Punkten verwenden.
Bei offenen Methoden kann die Anzahl der Quadraturpunkte einfach vergrofert werden, in dem man

die néchten Folgenglieder hinzunimmt. Bei geschlossenen Methoden hingegen muss fiir neues n die
Punktemenge vollstdndig neu konstruiert werden.

Der folgende Abschnitt zeigen verschiedene Beispiele fiir Quasi-Monte-Carlo-Methoden.

3.1 Halton-Folge und Hamersley-Punktemenge
Seien n, b natiirliche Zahlen mit b > 2. Die radikal inverse Funktion ¢ : N — [0, 1) ist fiir n = Y n;b’
definiert durch -
n;
$o(n) = Z pitl-
i=0

Wenn n = (...ngning)p ist, dann ist ¢p(n) = (0.ngnins...)s. Die Folge ¢(0), dp(1), ¢p(2), ... heiit
van der Corput-Folge.

In Basis 2 sind die natiirlichen Zahlen
02,15,102,115,1002, 1015, 1100, ...
Anwenden der radikal inversen Funktion liefert die van der Corput-Folge zur Basis 2:
02,0.152,0.015,0.115,0.0015,0.1015,0.0115, . ..
In Dezimaldarstellung ist die Folge

0, 0.5, 0.25, 0.75, 0.125, 0.625, 0.375, ...
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Seien p1,pa,...,ps die ersten s Primzahlen. Die s-dimensionale Halton-Folge ist gegeben durch

t; = (Qspl(i)’d)pz(i)’"'a¢ps(i))a 1€ N.

Die j-te Komponente der Halton-Folge ist die van der Corput-Folge zur Primzahl p;. Die Halton-Folge
liefert eine offene Quasi-Monte-Carlo-Methode. Die ersten Folgenglieder sind

to = (02,03,0s,...,0,.)

t1 = (0.12,0.13,0.15,...0.1,)
ty = (0.01,0.23,0.25,...,0.2,.)
ts = (0.115,0.013,0.35,...0.3,.)

In Abbildung (1) sind die ersten 100 bzw. 500 Punkte der Halton-Folge in zwei Dimensionen zu sehen.

Halton-Folge, n = 100 Halton-Folge, n = 500
1= 1= w w: w + £
. * * " ’ "“ PR o . e * .-
. - * + s - » - &+ "
09T = . ., 09 = e T, . WL et e .
" * * . *
. . . A LR DS AL N
* L &+ " * . * * L
0.8 [ " 0.8 fw * - . * - * W
* - - . b L™ * . * L™ . 0‘ - . . % . -
* . * - * >
* » » . . » . & .
0.7 * * * . .‘ 0.7 “ - " . . “ PP ‘- "u . * 4
- *
* * - % * *e -
* - - * *
* * * - - * L™
06 % . * . * 0.6 '-, ot * oy " ot o . -' . *e
* * - - L » .+ . -
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* - * " L * L
0.5 - - * . - 0.5, - LA ..+ . . - N - - .
- - * - o, " * " * e W) * .t
* » L - oo -
* - - *
0.4 m . ., 04w .+ d T e s .7 L R
* - *
L * * * : r* A R * ot
* - * . . * % * . . * ¥
0.3 . . . 0.3 ., " AL o, Lt et e
* * * *
* . o e e L L
* * * P T * e 0+ * *
02 » . - 021 =, » - * . * LI * #
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Abb. 1. Die ersten 100 und 500 Punkte der Halton-Folge in 2 Dimensionen
Seien p1,ps,...,ps—1 die ersten s — 1 Primzahlen. Die Hammersley-Punktemenge mit n Punkten in s

Dimensionen ist gegeben durch

ti = (ﬁ?gbpl (7’)7¢P2a s '¢p571(i))a L= Oa 17 cee, = 1

Mit der Hammersley-Punktemenge erhélt man eine geschlossene Quasi-Monte-Carlo-Methode. Explizit
ist die Punktemenge gegeben durch:

tO = (0, 02, 03, . 70175—1)
1
tl = (550'1270-13, . '0'111371)
2
to = (ﬁ’ 0.012, 0.23, ceey 0'2175,1)

n—1

T

n

Die Abbildung (2) zeigt die 2-dimensionale Hammersley-Punktmenge mit 100 und 500 Punkten.

Eine Implementierung der Konstruktion der Halton-Folge und der Hammersley-Punktemenge in Mat-
lab ist hier gezeigt.



10

11

12

13

14

10

11

68 Sophie Gasser

Hammersley-Punktmenge, n =100
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Hammersley-Punktmenge, n = 500

Abb. 2. Die Hammersley Punktmenge mit 100 und 500 Punkten in 2 Dimensionen

function res =
% The radical
% TFor i in
% the function

radicallnverse (b, 1)
inverse function in

basis b.

{0,1,...b—1} with i = sum a=1"infty i axb"a,
returns sum_a=1"infty i a/b~{a+1}

a = convert2basis(b,i);
n = length(a);
res = 0;
for i= 1:n
res = res +a(n—i+1)/b"i;
end
end
function P = Halton(n,s)
% Returns the first n points of the Halton—Sequence in s—Dimensions
% P is an n—by—s matrix
P = zeros(n,s);
b = primes((2+1log(s))x*s);
for i= 0:n-1
for j = 1:s
P(i+1,j) = radicallnverse (b(j),i);
end
end
end
function P = Hammersley(n,s)
% Returns the Hammersley point set with n points in s dimensions.
% P is an n—by—s matrix
P = zeros(n,s);
b = primes((2+log(s—1))=*(s—1));
for i= 0:n-1
P(i+1,1) = i/n;
for j = 1:s-1

P(i+1,j+1) = radicallnverse(b(j),i);
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end
end

end

Weitere Moglichkeiten Quadraturpunkte fiir Quasi-Monte-Carlo-Methoden zu konstruieren sind Gitter,

digitale Netze und digitale Folgen.

4 Fehler und Diskrepanz

Zundchst wird in diesem Kapitel der Fehler einer Quasi-Monte-Carlo-Methode in einer Dimension
betrachtet. Sei f : [0,1] — R ,,glatt genug “. Mit dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

folgt:

- / )y =

1
- /0 0oy () dy,

wobei 1, 1], die charakteristische Funktion bezeichnet:

L) (y) = {

1, falls y € [z,1]
0, falls y & [x,1]

Bs gilt 115 11(y) = )0,y (z) fiir alle z,y € [0,1]. Also ist

—/0 F' () 1o,y (x)dy

Fiir die Quadraturformel

lautet der Integrationsfehler

en(f; Q) = Ie(f Qn s

Einsetzen von (2) liefert

en(f;Q)Z/ ( /f Loz

Die lokale Diskrepanz ist also der Integrationsfehler fiir die charakteristische Funktion 1;

en(f:Q) = /0 Ap() [ (y)dz

Mit der Hélder-Ungleichung folgt fiir % + % =

der Integrationsfehler

o)< ([ 1 251" )

1

D=

n=[re deZf

)dx— ( /f )10, (¢ dy>
:/01<_/0 Ljoy) (2)dz + = Zl,y ) (y)dy.

Die lokale Diskrepanz einer Punktmenge P = {t¢,...,t,—1} ist definiert als

1
Ap<y):/ Ljo .y (@ x~21 0.4t
0

1=0

€ [0,1].

1

1 q
( / If’(y)lqdy) — 185l 11,

0,y]

Damit ist
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Man nennt ||Ap||z, die Diskrepanz der Punktmenge P.

Die Ungleichung ist das Beste was man erreichen kann, da in der Holderungleichug Gleichheit gilt, falls
|Ap(y)|P und |f'(y)|? linear abhéngig sind. Um einen mdoglichst kleinen Integrationsfehler zu erhalten,
wird eine Punktmenge mit moglichst kleiner Diskrepanz benotigt. Es geniigt also den Integrationsfehler
der charakteristischen Funktion 1o ,; zu betrachten, da dies der Diskrepanz entspricht.

Die lokale Diskrepanz lésst sich auch geometrische interpretieren. Die Summe

n—1
> Lo (t)
1=0

entspricht der Anzahl der Punkte, die in dem Intervall [0,y] liegen und

n—1

1

" Z Lio,y (t:)
=0

ist der Anteil der Punkte, die in dem Intervall [0, y| liegen. Das Integral

1
/ 1[0,y] (:c)d:r
0

ist die Lange des Intervalls [0,y] und gleichzeitig der Anteil am gesamten Intervall [0, 1]. Die lokale
Diskrepanz ist also die Abweichung des Anteils der Punkte, die im Intervall [0, y], von dem Anteil des
Intervalls am Gesamtintervall. Die Diskrepanz der Punktemenge, die L,-Norm der lokalen Diskrepanz
|ApllL,, kann somit als Maf fiir die Gleichverteilheit der Punkte in P interpretiert werden.

Fiir mehrdimensionale Integrale ldsst sich die lokale Diskrepanz verallgemeinern. Die s-dimensionale
Diskrepanz ist definiert als

1 n—1 s
Ap(z) := - Z Lo,qp(t:) — H zj,
i=0 j=1

S
wobei 119.4)(y) = I1 1j0,2,)(%:) ist. Man erhilt folgende Aussage fiir den Fehler der Quasi-Monte-Carlo-
i=1

Integration.

Theorem 3 (Koksma-Hlawka-Ungleichung). Es gilt

< DL(P)V (),

1
|n ;n = 1f(t:) — /[0’1]5 f(z)dx

wobei Dy, (P) die Stern-Diskrepanz der Punktmenge P gegeben ist durch Dy, (P) := sup,¢(o 13: |Ap(7)],

und V(f) die Hardy-Krause-Variation von f bezeichnet.

Fir f € C*°((0,1)®) ist die Hardy-Krause-Variation definiert durch

vin= Y /W (ai)lf(mﬂ

PAIC{1,...,s}
it (2) = 772 und (7). = 4 % “ €L Auch hier ist der Fehler wied der Disk d
mit (%) = 1;[] Tm un ((E )2 = 1 71. # I uc ier i1st der Fehler wieder von der 1S repanz er

Punktemenge abhéngig, weshalb es wichtig ist Punktemengen mit niedriger Diskrepanz zu konstruieren.
Wie gut sind die Quasi-Monte-Carlo-Methoden aus dem letzten Kapitel?

dr

Fiir die Stern-Diskrepanz der Halton-Folge gilt

Di(P)=0 <1°g(")>

n

und ist somit eine niedrig-diskrepante Folge. Allerdings hiangt die Konstante von der Dimension ab
und diese wéchst asymptotisch mit s°.
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Stern-Diskrepanz der Halton-Folge in 2 Dimensionen Stern-Diskrepanz der Halton-Folge in 3 Dimensionen
4

=
— log(N}*iN

>
T log(NF*N 1.2

0.9

0.8

0.6

0.4

0.2

o 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100

Abb. 3. Die Stern-Diskrepanz der Halton-Folge in 2 und 3 Dimensionen

Auch die Hammersley-Punktemenge ist eine niedrig-diskrepante Menge. Fiir sie gilt
1 s—1
Di(P)=0 (Og(”) ) .

n
Auch hier hiangt die Konstante von der Dimension ab. Im Vergleich zur Stern-Diskrepanz der Halton-
Folge ist die Potenz von log(n) um eins kleiner. Auch im Allgemeinen haben geschlossene Methoden
eine niedrigere Diskrepanz als offene Methoden.

Stern-Diskrepanz der Hammersley-Punkte-Menge in 2 Dimensionen Stern-Diskrepanz der Hammersley-Punkte-Menge in 3 Dimensionen
1 1

0.9 b

— log(N}’IN

Abb. 4. Die Stern-Diskrepanz der Hammersley-Punktmenge in 2 und 3 Dimensionen

5 Zusammenfassung

Die einfachste Methode der multidimensionalen Integration, die Produktregel, hat erhebliche Nachteile.
Die Anzahl der Quadraturpunkte wéchst exponentiell mit der Anzahl der Dimension und sie hat
schlechte Konvergenz. Bei Monte-Carlo-Methoden héingte die Konvergenz zwar nicht mehr von der
Dimension ab, aber ist trotzdem noch langsam. Bei den Quasi-Monte-Carlo-Methoden ist der Fehler
durch das Produkt der Diskrepanz der verwendeten Punktmenge und der Hardy-Krause-Variation der
integrierten Funktion beschridnkt. Deshalb ist es wichtig Punktmengen mit niedriger Diskrepanz zu
konstruieren.
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Zeitplan
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Fr, 09:00-09:45

Julian Spéath

Gauss-Kronrod Quadraturformulen
und ihre Berechnung

Pause
Fr, 10:00-10:45 Stefan Babel Numerische Quadratur auf einem
gleichseitigen Dreieck im R?
Fr, 10:45-11:30 Lucas Engelhardt Efficient quadrature of highly oscillatory
integrals using derivatives
Pause

Fr, 12:15-13:00

Christian Ohlenschlaeger

Berechnung von hypersingularen Integralen

Fr, 13:00-13:45

Felix Paffrath

Cauchy Hauptwert und Quadratur-
abschétzung von Matrixfunktionalen

Pause

Fr, 14:00-14:45

Anja Schmidt

Quadratur fiir hp-Galerkin
Randelementmethoden im R3

Fr, 14:45-15:30

Sophie Gasser

Hoch-dimensionale Integration:
Quasi-Monte-Carlo-Methoden
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