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Aufgabe 1 (SPP) (10 Punkte)
Wir betrachten das allgemeine SPP

Gegeben (f,9) € X' x M’, suche (u,p) € X x M mit
a(u,v) +b(v,p) = (f,v) YvelX, (1)
b(u, q) =(9,09) Vg€ M,

wobei X und M Hilbertraume sind, ¢ : X x X — Rund b : X x M — R stetige Bilinearformen sind.
Das Problem sei wohlgestellt: a erfiillt die inf-sup Bedingung auf V' x V mit V := ker(B), B : X — M/,
(Bu, q) := b(u,q), Vu € X,Vq € M, und b erfiillt die inf-sup Bedingung auf X x M. Sei zusitzlich a auf X
s.p.d., also symmetrisch und a(v,v) > 0, Vv € X.

Sei die Lagrange-Funktion £ : X x M — R gegeben durch

£(u,p) = yalu ) — {0} + B(u,p) — {9, 9)] )

wobei p € M hier die Rolle eines Lagrange-Multiplikators spielt.
Zeigen Sie: (u,p) € X x M ist genau dann eine Losung von (1), wenn (u,p) ein Sattelpunkt fiir (2) ist

L(u,q) < L(u,p) < L(v,p), V(v,q) € X x M.

Hinweise:

(i) Fiir die Aufgabe benotigen Sie Grundlagen der Variationsrechnung: Extremalrechnung in unendlich-
dimensionalen Rdumen. Prinzipiell gibt es sehr viele Parallelen zur Extremalrechnung in endlich-
dimensionalen Rdumen und es reicht vollkommen fiir das Verstédndnis dieses Problems aus. Sie kénnen
folgende Aussagen verwenden. Wir beginnen mit der verallgemeinerten Ableitung.

Definition 1 (Gateaux Ableitung). Seien X und Y Banachriume. f : X — Y heifit Gateauz-
differenzierbar im Punkt uw € X, falls fiir alle v € X der Grenzwert
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existiert, und v +— <8f( ),v) linear und beschrinkt ist.

Damit gilt fiir die zweite Ableitung (,,Hesse-Matrix*)

2 9 (u + tv),v) — (2L (), v
<g£(U)v,v>:%j_%<3u( +t), t> (g (W), v)

In Analogie zu endlich-dimensionalen Rdumen, haben wir auch hier hinreichende Bedingungen fiir ein
Minimum.



Satz 1 (Minimum fiir konvexe Funktionen). Sei X ein reflexiver Banachraum, M C X abgeschlossen
und konvex, und f: X — R zweimal Gateauz-differenzierbar. Falls gilt

0% f

<ﬁ(u)v,v>20 Yu,v € M,
0

(a—i(uo),@:() Vv € X,

dann besitzt f ein globales Minimum in ug auf M.

(ii) Hilbertrdume sind immer reflexiv.

Aufgabe 2 (Multigrid, Matlab) (15 Punkte)

Implementieren Sie das Mehrgitter-Verfahren, indem Sie die Schritte 1)-7) aus §7.1.2 im Skript umsetzen.
Verwenden Sie hierzu ¢ = v = 5 und testen Sie den V- (R=1) sowie den W-Zyklus (R=2). Verwenden
Sie Thren fem Code und ersetzen Sie beim Losen des LGS den /-Operator durch das Multigrid-Verfahren.
Vergleichen Sie beide Losungen miteinander (mit und ohne MG).



