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Aufgabe 1 (SPP) (10 Punkte)
Wir betrachten das allgemeine SPP

Gegeben (f,9) € X' x M’, suche (u,p) € X x M mit
a(u,v) +b(v,p) = (f,v) YvelX, (1)
b(u, q) =(9,09) Vg€ M,

wobei X und M Hilbertraume sind, ¢ : X x X — Rund b : X x M — R stetige Bilinearformen sind.
Das Problem sei wohlgestellt: a erfiillt die inf-sup Bedingung auf V' x V mit V := ker(B), B : X — M/,
(Bu, q) := b(u,q), Vu € X,Vq € M, und b erfiillt die inf-sup Bedingung auf X x M. Sei zusitzlich a auf X
s.p.d., also symmetrisch und a(v,v) > 0, Vv € X.

Sei die Lagrange-Funktion £ : X x M — R gegeben durch

£(u,p) = yalu ) — {0} + B(u,p) — {9, 9)] )

wobei p € M hier die Rolle eines Lagrange-Multiplikators spielt.
Zeigen Sie: (u,p) € X x M ist genau dann eine Losung von (1), wenn (u,p) ein Sattelpunkt fiir (2) ist

L(u,q) < L(u,p) < L(v,p), V(v,q) € X x M.

Hinweise:

(i) Fiir die Aufgabe benotigen Sie Grundlagen der Variationsrechnung: Extremalrechnung in unendlich-
dimensionalen Rdumen. Prinzipiell gibt es sehr viele Parallelen zur Extremalrechnung in endlich-
dimensionalen Rdumen und es reicht vollkommen fiir das Verstédndnis dieses Problems aus. Sie kénnen
folgende Aussagen verwenden. Wir beginnen mit der verallgemeinerten Ableitung.

Definition 1 (Gateaux Ableitung). Seien X und Y Banachriume. f : X — Y heifit Gateauz-
differenzierbar im Punkt uw € X, falls fiir alle v € X der Grenzwert

(2 (a0 = iy T 10— 10

t—0 t

existiert, und v +— <8f( ),v) linear und beschrinkt ist.

Damit gilt fiir die zweite Ableitung (,,Hesse-Matrix*)

2 9 (u + tv),v) — (2L (), v
<g£(U)v,v>:%j_%<3u( +t), t> (g (W), v)

In Analogie zu endlich-dimensionalen Rdumen, haben wir auch hier hinreichende Bedingungen fiir ein
Minimum.



Satz 1 (Minimum fiir konvexe Funktionen). Sei X ein reflexiver Banachraum, M C X abgeschlossen
und konvex, und f: X — R zweimal Gateauz-differenzierbar. Falls gilt
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<8—l£(u)v,v) >0 Yu,veM,

(gi(uo),v) =0 YwelX,
dann besitzt f ein globales Minimum in ug auf M.

(ii) Hilbertrdume sind immer reflexiv.

Aufgabe 2 (Platten-Gleichung) (10 Theorie + 10 Matlab Punkte)

Sei HZ(0,1) := {u € H?(0,1) : u(0) = /(0) = u(1) = ¥/(1) = 0}. Wir betrachten die schwache Formulierung
der Platten-Gleichung:

Suche u € HZ(0, 1), sodass

1 1
/ u(z)v"(z) dx = / f(z)v(x)dx Yo € HZ(0,1). (3)
0 0
Fir h := ﬁ >0und z = kh (k=0,...,N + 1) sei der Finite-
Element-Raum V} gegeben durch e
Vy:={ve CI(O, 1): v“zk’ka] € Pg([xk,azk+1])} C H2(O, 1).
Tk
Als Basis von Vj, wihlen wir {¢;,i = 0,....N + 1} U {n;,i =
0,...,N + 1}, wobei wir
Yi(wr) = dik, Yi(zr) =0, mi(zx) = 0 und m; (k) = di Th—1 Tk Tht1
voraussetzen.
Zeigen Sie:
i) Die Basis-Funktionen )y, n; sind eindeutig gegeben durch:
i) Die Basis-Funkti P ind eindeuti ben durch
%(UC — ) (r — $k71)2, T € [xp_1, Tk,
Me(x) = § 5 (@ — 2)(x — 2p41)?, @ € [Th, T,
0, sonst,
or() — +(m—1(z) + m(2)), @ € [wp_1, ),
Ur(@) = § er(@) + (@) + e (@), @ € [og, ]
0, sonst,
wobei ¢} die Hutfunktionen bzgl. xj, bezeichnet.
(ii) ZNH Yi(z) =1 fiir alle 2 € (0,1).
Mit ( fo x) dx ist die System-Matrix A als Blockmatrix und die rechte Seite b gegeben durch
(¥1, ’1’) e @hYR) | 1’7771') (wlv ) (f,11)
G W) o W) | W) . W) o |
(f,ef) ... (771, N | ) () (fsm)
(nN,w ) . (nN,w ) | ) - (k) (f.nn)




(iii) Geben Sie die Eintrige der System-Matrix A explizit in Abhéngigkeit von h an.

(iv) Zur Berechnung der rechten Seite verwenden wir eine Gauss-Quadratur, wobei gilt

= [
:g [/_1f (Z(t—i— 1) +xk1> 0 (Z(H 1) —i—wkl) dt

+/11f <Z(t+ 1) +xk> ne (Z(t—i— 1) +xk> dt] _

Dabei bezeichnen wir mit w,(f) die Restriktion 9y|(;, |z, und mit @ZJ,(:) die Restriktion ¥g|(z, o), ,]-
Vervollstindigen Sie die Routine buildRHS, die fiir gegebenes f, h und N den Vektor fiir die rechte
Seite aufstellt. Eine Vorlage kdnnen sie von der Homepage laden.
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(v) Schreiben sie ein Skript femPlatte, das fiir h = 1/2(1'8) das LGS aufstellt und 16st. Stellen Sie am
Ende die Losung graphisch dar. Schreiben sie dazu eine Funktion

val = eval_uh(x,sx,h,N),

welche fiir gegebenen Koeffizientenvektor x, h und N die Losung uy, an den Punkten s, auswertet.

(vi) Erweitern Sie Thr Skript, sodass fiir jede Schrittweite der Fehler in der Maximumsnorm berechnet wird.
Plotten Sie den Fehler in doppelt-logarithmischer Skala.

(vii) Testen Sie Thre Implementierung am Beispiel u(z) = sin?(7 x) (berechnen Sie die passende rechte Seite

f)-



