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Aufgabe 1 (Residuale Schétzer) (15 Matlab Punkte)
Es folgt die Definition des residualen Fehlerschétzers fiir das Laplace Problem

—Au = fin §,
u = 0 auf 99.

Fiir weitere Details siehe Skript.
Sei fiir ein Element T' € T, das lokale Residuum definiert als

Ry (up) == (Aup + f)ir-
Fiir eine Kante e und eine Funktion v : 2 — R sei
[v]e == (U|T+ - U|T—)a
wobei T und T~ die angrenzenden Elemente sind. Der Sprung ist definiert als

o= ],

Der residuale Schitzer ist definiert als

ni=_[>
TeT,

mp = W || Re(un) G + D hellRe(un) ..
eCT
wobei hr die Flache des Dreiecks T' und h. die Lange der Kante e ist.

(i) Benutzen Sie Ihren alten fem Code und implementieren Sie den residualen Fehlerschétzer.
(ii) Testen Sie Thre Implementierung indem Sie sich eine Referenzlésung vorgeben, die FEM Approximation
uyp, ausrechnen und den Fehler ||u — wup||; mit n fir A — 0 vergleichen.
Aufgabe 2 (Fehlerschétzer) (10 Punkte)
Sei Q2 = (0,1). Wir betrachten das folgende Randwertproblem:

(Lu)(z) := — ((b(x)u’(x))/ + c(z)u(z) = f(x) auf €,

u(0) = u(1) = 0. 1)

wobei die Funktionen b,c glatt seien und die folgende Elliptizititsbedingungen b(x) > b > 0, c(z) > 0
fiir alle z € Q gelte. Ferner sei 7 := {T,, : 0 < n < N —1}, T, := (zp,Znt+1), ein Gitter auf Q,

wobei 0 = 29 < 21 < - < zy—1 < oy = 1 und hp, = xp41 — x,. Weiter bezeichne uy € S&’l die
FE-Approximation, wobei

Syt =8N N HE (), ={vec) : U\Tepl,:refr}
Wir definieren weiter fiir Q € Q die Bilinearform ag(w,v) == [5b(x W (x) + e(x)v(z) dz, sowie die

Norm H’UHE = ag(v,v).



(i) Fiir n=0,...,N — 1 sei ¢pirn € H}(T,,) Losung des folgenden Randwertproblems:

(Lepirn)(2) = f(z) = (Lun)(x),  auf Ty,

SODir,n(:En) = SODir,n(l'nJrl) = 0.

Zeigen Sie, dass dann die folgende Abschitzung gilt:

> llepinlltn, < llu—uvlba. (Dirichlet-Schiitzer).

n
(ii) Firn=0,...,N — 1 sei YNeun € H Y(T;,) Losung des folgenden Randwertproblems:

(LoNeun) () = f(7) — (Lun)(z), auf Ty,
1

Soi\feu,n(xn) = _§LUIZV(‘,L.N)J7
1
Soi\feu,n(xTH-l) = 5 \_ulN(xn-Fl)J:
wobei |uly(z)] := (ul\y)t(z) — (v)y) " (z) den Sprung der Ableitung bezeichnet (rechtseitiger minus

linkseitiger Limes). Zeigen Sie, dass dann die folgende Abschitzung gilt:

l|lu — uNH%@ < Z H‘PNeu,n”?E;Tna (Neumann-Schétzer).
n



