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Aufgabe 1 (Euler-Lagrange Gleichungen) (15 Punkte)

Sei © C R™ offen, X ein Banachraum mit C}(Q,R™) C X ¢ WH1(Q,R™). Das Funktional J : X — R sei
gegeben durch

_ / f(z, u(z), Vu(z))dz,
Q

mit f: CHQ x R™ x R™™ R), (z,2,p) = R, z € Q, 2 € R™ und p € R™ ™. Die Funktion f sei beschrinkt
mit beschriankten Ableitungen. Die Funktion u € X sei ein Minimierer von J, J(u) = inf{J(v) : v € X}.

(i) Zeige: u: Q@ — R™ erfiillt im Distributionssinn fiir alle 1 < o <m
"0
0. (), Vu(e)) — 5[0y (. u(a), V()] = 0. 1)
j=1""

Bemerkung: Gleichung (1) nennt man die Fuler-Lagrange Gleichung (zum Funktional J bzw. Funk-
tion f). Es ist auch die erste Variation von J in 0.

(ii) Berechnen Sie die Euler-Lagrange Gleichung zu folgenden Lagrange Funktionen
(a) (Dirichlet-Form)
f(z,z,p) = %]p\Q — fo(z)z, z € R, x,pe R"
(b) (Nichtlineare Poisson-Gleichung)
f(,2,9) = loP + F(z), 2 €R™, 2,p € R
(¢) (Minimale Graphen)

f(z,z,p) == /1+[p]? z€R, z,peR"

Hinweise:
(i) Zur Erinnerung
WHEP(Q) == {u € LP(Q) : D € LP(Q) Yo € N, |a| < k}
und analog komponentenweise fiir vektorwertige Funktionen.

(ii) Unter Distribution verstehen wir hier I € (D(Q)) := (C$(22))’. Null im Distributionssinn fiir regulire
Distributionen ! bedeutet also

(I,p) = / lodr =0, Yo € D(Q).
Q

(iii) 2* bedeutet die Komponente a des Vektors z, der an der n + 1 Stelle anféingt. Analog pf'.
(iv) Die Beweistechnik ist sehr &hnlich zum Beweis in Satz 4.2.5 im Skript (Charakterisierungssatz).

Bemerkung: Uberlegen Sie sich, welche Rolle eine Testfunktion ¢ € D(Q) hier spielt. Vergleiche mit
Variationsformulierung.



Aufgabe 2 (Koerzivitits- und inf-sup Konstante) (5 Theorie + 10 Matlab Punkte)

Es sei X = H}(Q), (-,+)1 das H'-Skalarprodukt und | - ||; die H'-Norm. Ferner sei fiir b € R? und v € R
die Bilinearform a : X x X — R gegeben durch

a(u,v) ::/VuTVvdx+/bTVuvdm+’y/uvdx.
Q Q Q

Sei S(Tp) C X der diskrete Ansatz-Raum, der von den Hutfunktionen ¢; aufgespannt wird, A die Matrix,

die zur Bilinearform a assoziiert ist, und M die Matrix, die zum H!-Skalarprodukt assoziiert ist ( M;; =

JoVeIV;de + [0l ejdz).
In dieser Aufgabe wollen wir
.
ves(T\o} [lv]lF

(2)

a(v,w
Br:=  inf sup _a(v,w) (3)
veS(TWINO0} wes(T;,)\{0} [vll1 (w1
numerisch bestimmen.

(i) Falls notig, erweitern Sie das Paket fem2d derart, dass die Matrix A berechnet wird. Schreiben Sie weiter
die Funktionen alpha = CoerzRand(A,M,N) und beta = InfSupRand(A,M,N), die die Konstanten ay
und B, approximieren. Dazu sollen jeweils N Zufallsvektoren als Koeffizientenvektoren von v und w
angelegt werden und das Supremum bzw. Infimum durch das Maximum bzw. Minimum der Eintrige
berechnet werden. Achten Sie bei der Implementierung auf die Vektorisierung in MATLAB (keine for-
Schleifen!).

(ii) Alternativ kann man die Berechnung beider Konstanten auch auf Eigenwertprobleme (EWP)
zuriickfithren. Zeigen Sie: «, ist der kleinste Eigenwert des verallgemeinerten EWP

Asx = MM,
wobei Ay := (A + AT) den symmetrischen Anteil von A bezeichnet.
(iii) Um die inf-sup-Konstante auf ein passendes EWP zuriickzufithren definieren wir einen Operator 7' mit
T S(Th) = S(Th)
(Tw,v); = a(w,v) YoveS(T).
Der Satz von Riesz liefert uns dann

A(w, v)
|Twly = [la(w,-)[[-1 = sup ———.
ves(ry vl

Damit erhalten wir

2
9 : a(v, w) : [ Tw]? : (Tw, Tw)
By = inf sup — | = 5 = in N
veS(Tn\O0} wes(\{o} IVl w1 veS(T\0} [lwllf  ves(Tn{o}  (w,wh
Aus der Definition des Operators T erhalten wir die Matrix-Darstellung 7' = M ' AT (wieso?). Damit
ergibt sich
) (Tw, Tw)y ) T AMTMM-TATy ) T AM AT g
in ——————" = in = inf —m
veS(T\{0}  (w,w)1  zeRm\{0} T Mz zeR\{0} o7 Mz
Also ist B, die Wurzel des kleinstes EW von
AM 'ATz = AMz.

Bi =

Erweitern Sie Ihr Skript, sodass die Konstanten ayj und 8y iiber ein EWP berechnet werden.

(v) Erweitern Sie IThr Skript, sodass die Ausgangstriangulierung mehrfach verfeinert wird und berechnen Sie
die Konstanten zu jeder Triangulierung. Plotten Sie die Konstanten in Abhéngigkeit der Freiheitsgrade.
Was stellen Sie fest?



