11 Netzwerkfliisse

Definition 11.1. Ein Netzwerk ist ein 4-Tupel N = (D, u, s,t) mit folgenden Eintrégen.
e D ist ein Digraph.
o u:A(D) — Ry ist eine Funktion.
e s und ¢ sind zwei verschiedene Knotenvon D.

Man nennt sQuelle und ¢t Senke von N.
Ein s-t-Fluss in N ist eine Abbildung f : A(D) — Rx( mit

(a) 0 < f(e) < uf(e) fiir alle e € A(D) und

(b)
crg0)i= Y flwo) = Y () =0

z:(x,w)EA(D) y:(v,y)€EA(D)
fir alle v € V(D) \ {s,t}.

Der Wert des s-t-Flusses f ist —exs(s).
Fir U C V(D) mit s € U und ¢t ¢ U nennt man die gerichtete Kantenmenge

C={(z,y) € AD) |z €Uy ¢ U}

einen s-t-Schnitt in N und > wu((x,y)) die Kapazitit dieses s-t-Schnittes.
(z,y)eC

Beispiel (nicht gemacht). Sei D mit

V(D) = {s,1,2,3,4,t}
AD) = {(51),(5,2),(1,2),(2,1),(1,3),(2,4),(3,2), (4,3), (3,1), (4, 1)}

und
()] (2) [ (1,2) [ 2D ] (1.3) [ 2,4 [ (3,2) | (4.3) | 3.0) | (4,0) | —ewy(s)
w| 16 [ 7 10 ] 4 [ 12 ] 14 ]9 [ 7 [2] 4]
Al 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1
fol 12 [ 0 0 0 | 12 ] 0 0 0 [ 12 ] 0 12
fs] 12 [ 4 0 0 | 12 | 4 0 0 | 12 [ 4 16
fil 16 [ 7 4 0 |12 ] 11 [ 0 7 |19 ] 4 23

Der s-t-Schnitt {(1,3), (4,3), (4,t)} hat Kapazitat 12 + 7+ 4 = 23.

Lemma 11.2. Sei f ein s-t-Fluss im Netzwerk N = (D, u,s,t). Fir U CV mits € U
und t ¢ U gilt

—exy(s) = Z f((z.y) — Z F((y, ),

(z,y)€A(D):zeU,ygU (y,x)€A(D):xeU,ygU

d.h. der Wert eines s-t-Flusses in N ist hochstens gleich der Kapazitit des s-t-Schnittes
m N.
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Bemerkung 11.3. Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir fiir den Rest des Kapitels
an, dass die Digraphen D keine gerichteten Kreise der Lange 2 besitzen. Dies konnen wir
immer durch Unterteilung von gerichteten Kanten gew&hrleisten.

Definition 11.4. Sei f ein s-t-Fluss im Netzwerk N = (D, u, s,t). Zu e = (z,y) € A(D)

sei et = (y,z) und

), A(D)U{e™" | e € A(D)}).
u(e)

=V

(D

Fiir e € A (D) \ A(D) setze f(e)
Fiir e € A(D*) sei us(e) = u(e
Residualdigraph fir f und N ist

fle ) f(e _1) die Resitdualkapazitit von e. Der

- f

Dy = (V(D),{e € A(D*") |us(e) > 0}).
Ein f-augmentierender Weg ist ein gerichteter Weg in Dy von s nach t.

Lemma 11.5. Sei f ein s-t-Fluss im Netzwerk N = (D, u, s,t). Sei P ein f-augmentierender
Weg und ¢ < min{uy(e) | e € A(P)}.

Es existiert eine eindeutige Abbildung f' : A (D*') — Rso mit folgenden Eigenschaf-
ten.

o f'|aw) ist ein s-t-Fluss in N.
o f'(e) =0 firee A(D*)\ A(D).
[ J

Vee A (Dil) \ A (Pil) cfie)—f(e) = fle) — f(e™h) und
Ve e AP)  fle)— fe) = fle) - fle ) +e

Man sagt, dass f' |apy entsteht, indem man f entlang von P um € augmentiert. Der
Wert von f' |apy ist um genau € grofer als der Wert von f.

O

Algorithmus 11.6. FORD-FULKERSON ALGORITHMUS
Input: Ein Netzwerk N = (D, u, s,t).
Output: Ein s-t-Fluss f im Netzwerk N maximalen Wertes.
begin

for e € A(D) do f(e) «+ 0

while 3 f-augmentierender Weg P in Dy do

| Augmentiere f entlang P um min{uy(e) | e € E(P)};
end
return f;

end

Satz 11.7. Ein s-t-Fluss f in einem Netzwerk N = (D, u, s,t) hat genau dann mazimalen
Wert, wenn es keinen f-augmentierenden Weg gibt.
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Satz 11.8 (Ford und Fulkerson 1956). In einem Netzwerk ist der maximale Wert eines
s-t-Flusses gleich der minimalen Kapazitit eines s-t-Schnittes.

Beweis: Folgt aus den obigem Beweis. O

Bemerkung 11.9. Ein s-¢-Fluss f maximalen Wertes in einem Netzwerk N = (D, u, s, t)
entspricht einer optimalen Loésung des folgenden LPs.

max 2;( )f((b‘av)) - Z;( )f((% s))
s.th. Zf;)f((u,v))— zf()f((u,s)) — 0 VueV(D)\{st}
’ ; fle) < ule) Vee A(D)

<
fle) > 0 Ve € A(D).

Sind alle Kapazitéiten ganzzahlig, so garantieren die uns bekannten Algorithmen nicht die
Existenz ganzzahliger optimaler Losungen dieses LPs.

Satz 11.10 (Dantzig und Fulkerson 1956). Sind alle Kapazititen in einem Netzwerk
N = (D, u, s,t) ganzzahlig, so existiert ein ganzzahliger s-t-Fluss mit mazximalem Wert.

O

Beispiel 11.11. D = ({s,1,2,t},{(s,1),(s,2),(1,2), (1,1),(2,£)}), u(s,1) = u(s,2) =
u(l,t) =u(2,t) = M € Nund u(1,2) = 1.

Wihlt der Algorithmus 11.6 abwechselnd die jeweils f-augmentierenden Wege P : s12t,
Q :s21t, P, Q, P, Q, ..., so benotigt er 2M Iterationen zur Berechnung eines optimalen
Flusses. Da die Kodierungslinge des Netzwerkes O(log M) betréigt, wire die Laufzeit
exponentiell.

Lemma 11.12. Sei D ein Digraph und seien s und t zwei verschiedene Knotenvon D.
Sei a(D) die Menge der gerichteten Kanten e von D, die zu einem gerichteten Weg der
Linge distp(s,t) in D von s nach t gehoren. Ist

D' = (V(D),AD)U{e "] eecalD)}

so gilt
distpi(s,t) = distp(s,t) und a(D") = a(D).
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Satz 11.13 (Edmonds und Karp 1972). Wdhit man im FORD-FULKERSON ALGORITH-
MUS jeweils kiirzeste f-augmentierende Wege, so terminiert der Algorithmus nach hochstens
O(n(D)m(D)) vielen Augmentierungen.

O



	Netzwerkflüsse

