Optimierung I Dr. Jens Mafiberg

2 Systeme linearer Ungleichungen

Viele Aussagen der folgenden Abschnitte gelten sowohl fiir die reellen Zahlen als auch
fir die rationalen Zahlen als Korper. Sei daher im Folgenden immer K € {R, Q}. Weiter
sei A € K™ b e K™ und ¢ € K" fiir m,n € N. Fiir n € Nsei [n] = {1,...,n}. Alle
Vektoren werden als Spaltenvektoren aufgefaflt.

Definition 2.1. (i) Eine Menge M C R" ist konvez, wenn Ax; + (1 — N)xy € M fiir
alle 1,29 € M und X € [0,1] gilt.

(ii) Eine Menge M C R ist ein Kegel, wenn Az € M fiir alle x € M und A € Ry gilt.

(iii) Eine Menge M C R" ist ein konvezer Kegel, wenn A\z1 + Aoy € M fiir alle 21, x5 €
M und )\1, )\2 € RZO gllt

Definition 2.2. Fiir eine Menge X C R” sind die lineare Hiille lin(X), die affine Hiille
aff(X), die konvexe Hiille conv(X) und der durch X erzeugte konvexe Kegel cone(X) wie
folgt definiert

lin(X) = ZAJ:,HENO,%EX)\ ERfurZE[]}

conv(X) =

t

aff(X) = {Z)\%HGNO,%EX)\ € R fiir 7 € [t] mit Z)\izl}
t

{Z)\xzueNo,xzeX)\ € Ry fiir i € [f] mit » A = }

cone(X) = {Z)\ZSL‘Z |t € No,z; € X, \j € Rxg fiir i € [t]} .
i=1

Satz 2.3 (Fundamentalsatz iiber lineare Ungleichungen, Farkas 1894, Minkowski 1896,
Caratheodory 1911). Sind ay, as, ..., an, b € K™ und istt der Rang der Matriz [ay, ag, ...ay, ],
so gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen.

(i) Es existiert eine Menge I C [n] fir die {a; | i € I} eine Menge linear unabhdingiger
Vektoren ist und es existieren \; € Ksq firi € I mit b= "> \a;.
il
(ii) Es existiert einy € K™, fiir welches die Hyperebene {x € R™ | yTx = 0} t —1 linear
unabhingige Vektoren aus {a1, as, ..., a,} enthdlt, so dass y'b < 0 und yTa; > 0 fiir
1 <1< n gqilt.

Beweis:
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lin(X) aff(X)

conv(X) cone(X)
Abbildung 1: lin(X), aff(X), conv(X) und cone(X) fir X = {(1,2.5),(2,1)}.

Input: Vektoren ay, as, ..., a,,b € K™, eine Menge I C [n], fiir die {a; | i € I} eine

Menge linear unabhéngiger Vektoren ist und Koeffizienten \; € K fiir ¢ € T
iel
Output: Entweder eine Darstellung wie in (i) von Satz 2.3 oder ein y wie in (ii)
von Satz 2.3.

begin

while di e I: \; <0do

Sei h der kleinste Index in [ mit A\, < 0;

1 Sei y € K™ so, dass yTa; = 0 fiir i € I\ {h} und yTa; > 0 gilt;

if Vi € [n] : yTa; > 0 then

‘ return y;
else
Sei s der kleinste Index in [n] mit yTa, < 0;

L= (I\{h}) U {s};

3 Bestimme \; € K fiir i € I mit b= > \;a;;
i€l
end
end
return b = > \a;
iel
end

Algorithm 1: Einfache Variante des Simplex Algorithmus
O

Bemerkung 2.4. Der Beweis von Satz 2.3 liefert bereits ein Verfahren zur Lésung be-
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Abbildung 2: (3.5,3) = 0.5(1,3) + 1.5(2,1), v = (=1,2), ¥y'(1,3) = 5,y"(2,1) =
0,57 (3,0) = —3.

liebiger linearer Ungleichungssysteme
Ax < b,x € K" (1)

fiir A € K™ und b € K. Durch die Substitution z = x™ —z~ fiir geeignete 27, 2~ € K%,
und die Einfiihrung sogenannter Schlupfvariabeln y € K% kann man (1) in

xt xt
(A —A I) |z | =b |2 | eRYG™ (2)
Y Y

tiberfithren, d.h. es existiert genau dann ein z € K", welches (1) erfiillt, wenn ein z €
KZ4F™ existiert, welches (2) erfiillt. Der Algorithms aus dem Beweis von Satz 2.3 16st
Ungleichungssysteme der Form (2).

Folgerung 2.5 (Lemma von Farkas, Farkas 1894). Seien A € K™*" und b € K™.
(i) Es gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen.
(a) {x e K" | Ax = b,z > 0} # 0.
(b) {ye K™ | yTA> 0,470 <0} #0.
(ii) Es gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen.
(a) {x e K" | Ax < b,z > 0} # 0.
(b) {ye K™ |y"A>0,y >0,y"b <0} #0.
(iii) Es gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen.

(a) {x € K" | Ax < b} # 0.
() {ye K" |[y"A=0,y>0,y"b<0} #0.
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Bemerkung 2.6. Ein weiteres Verfahren ist die Fourier-Motzkin Elimination (Fou-
rier 1827, Dines 1918-19, Motzkin 1936). Zu einer gegebenen Matrix A € K™*" und einem
Vektor b € K™ sei (P) folgendes System von Ungleichungen

(P): Az <.
aj b
: aj B
Gilt A=| 2 | und b= so hat (P) folgende Gestalt
Uy, B

(P): alz <G, 1<i<m.

Multipliziert man die m Ungleichungen von (P) mit passenden Zahlen aus K5, ergibt
sich ein dquivalentes System (P’) mit

o+ (a)’s < B, 1<i<m
N INT 1 ’ / . "
. 4] ) = 1) = —
(P ry+ (a)'2" <B, m+1<i<m
(a)Ta’ <p, m"+1<i<m

wobei die a passende Vektoren aus K"~ ! sind, die 3! passende Zahlen aus K sind und
xr = (z}) gilt.
Da die ersten m” Ungleichungen von (P’) zu

NTy — 8) <z < min (8 — (¢) 2’
pax  ((@)7e' =) <o < min (5 — (a;)" o)

dquivalent sind, kann man x; aus (P’) eliminieren, d.h. es existiert ein x € K", welches
(P") 168t, genau dann, wenn ein 2’ € K"~ existiert, welches

(P"): (d)7a' =3 <
<

(af)"a’

B — (a2 1<i<m/;m +1<j<m’

7

Bi,m"+1<i<m

168t.
(P") ist wiederum &quivalent zu (P"') mit
Bi+pB,1<i<m/ m+1<j<m"

(P") - (a;- +a)’a’
! m’ +1<i<m.

<
(a))"s" <

Das System (P"') besteht aus m/(m” — m') +m — m” vielen Ungleichung fiir n — 1 viele
Variablen.
Die Eliminierung von x; entspricht der Projektion von

{zr e K" | Az < b}

entlang der x1-Achse, d.h. die Losungsmenge von (P”') hat folgende Gestalt

{x/ e K" |3z, € K;A(x}) < b}.
i
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Folgerung 2.7. Ist P = {(i;) € Kmtnz | A(i;) < b} fir A € K™ und b € K™ und ist

P’ die Projektion von P auf die ersten ny Koordinaten, d.h.

P - {xl € K™ | 3z, € K2 (xl) c P},
o)

dann existieren A" € K™*™ ynd b € K™ mit P' = {x; € K™ | A'x; < ¥}, Weiter gilt:
Ist b =0, so gilt b/ = 0.

O

Bemerkung 2.8. Die Fourier-Motzkin Elimination ist kein polynomielles Verfahren.
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