Optimierung I Dr. Jens Mafiberg

5 Simplexverfahren

Wir betrachten nun lineare Programme in der folgenden kanonischen Form.

min ¢’z
(P) Az = b
T >0

fiir eine Matrix A € K”™*" und Vektoren b € K™ und ¢ € K”. O.B.d.A. kénnen wir
annehmen, dass rang(A) = m < n gilt, da anderenfalls einige der Gleichungen in Az = b
redundant sind und entfernt werden konnen.

Bemerkung 5.1. Alle linearen Programme lassen sich in kanonischer Form schreiben,

denn
G eK':aTz < 15}

ist dquivalent zu
oy, z_,y €KE:a’(ap —z)+y=p.

Die Spalten von A bezeichnen wir mit a', a?, ...,a" und die Zeilen von A bezeichnen
wir mit aq, as, ..., G,,, d.h.

Sei
P={xeR"| Az =b,z >0}

der Polyeder der zuldssigen Losungen.
Zu einem x € P sei Z C {1,2,...,n} die Menge der Indizes ¢ mit z; > 0. Man nennt
{a'|ie Z}
die zu x gehorende Spaltenmenge. Es gilt offenbar
Z z;ab =b.
Folgerung 5.2. Ist P # (), so besitzt P Ecken, d.h. insbesondere, dass alle (inklusi-
ons)minimalen Seitenflichen Ecken sind.
(]

Folgerung 5.3. Ein Element x € P ist genau dann Ecke von P, wenn die zu x gehdrende
Spaltenmenge linear unabhdngig ist.

O

Folgerung 5.4. Alle Ecken von P haben hochstens m positive Koordinaten.
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O

Definition 5.5. Eine Ecke von P heifit nicht entartet, falls sie genau m positive Koor-
dinaten besitzt. Anderenfalls heifit sie entartet. Zu einer Ecke x von P nennt man jede
m-elementige Menge von linear unabhéngigen Spalten von A, die die zu x gehérende Spal-
tenmenge enthilt, eine Basis von x. Die Menge der entsprechenden Spaltenindizes nennt
man Basisindexmenge der Basis von x.

Folgerung 5.6. Die Menge der optimalen Lisungen von (P) ist ein Polyeder P,,. Die
Ecken von Py sind genau die Ecken von P, die in Py liegen.

Folgerung 5.7. Besitzt (P) eine optimale Lisung (ist also nicht unbeschrinkt), so exi-
stiert eine optimale Ldosung, die eine Ecke von P ist.

O

Bemerkung 5.8. Die obigen Sétze liefern schon ein (endliches) Verfahren zur Losung
von (P), falls (P) beschrankt ist: Man betrachtet alle Untermatrizen A’ von A, die aus m
linear unabhéngigen Spalten von A bestehen. Es gibt hochstens (::L) viele solcher Matrizen.
Da solch ein A’ regulér ist, hat A’z’ = b eine eindeutige Losung . Ist ' > 0 und entsteht
x, indem man 2z’ passend durch 0-Eintrige erginzt, so ist  Ecke von P. Da auf diese
Weise alle Ecken entstehen und mindestens eine optimale Losung unter diesen ist, kann

man (P) 6sen.

5.1 Ecken-Basis-Austausch

5.2 Simplexverfahrens in Tableauschreibweise

Wir betrachten das Starttableau
ck ‘C%Z ‘O

Az‘ANz‘b.

Da Ay invertierbar ist, existiert \ mit cg = \'A,. Es folgt
pl = C%Z — CEAElANZ = C]:Crz —NAyny,

und

Cgi'z = /\TAzAEIb = /\Tb

Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir das folgende Tableau

Cg — )\TAZ ‘ CZZ\;Z — )\TANZ ‘ 0— )\Tb _ 0 ‘ pT ‘ —C%i‘z
AZ ‘ ANZ ‘ b. AZ NZ ‘ b.
Diese Unformung entspricht einer neuen Darstellung der Zielfunktion
dr = cz—0

= o —\'(Azx —b)
CEZEZ + CIJ\}ZZENZ - ()\TANzl‘NZ + )\TANZ{ENZ - )\Tb)
p%ZlTNZ +)\Tb

T T -
= DPnzTNz t+ CzTz,
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d.h. in der rechten oberen Ecke des Tableau steht das negative des konstanten Anteils.
Duch weitere elementare Zeilenumformungen erhalten wir das folgende Tableau
0 ‘pT ‘ —ckzy; 0T ‘pT ‘ —chzy

AJ Az | A Ang [ AZ'0. T | Q |2z

In diesem Tableau kann man nun die Ecken-Basis-Austausch leicht durchfiihren.

5.3 Bestimmung einer Startecke

Uberfiihrt man
Ax < b,x >0

durch Einfiihrung der Schlupfvariabeln y in die (kanonische) Form,

n()-a(;)

) = (2) eine Ecke des Polyeders

(i) -+(0)

Im Allgemeinen betrachten wir zu

So ist (

<RI

Ar =b,2 >0

mit rang(A) = m und 0.B.d.A. (!) b > 0 folgendes Hilfsproblem

min > y;

1€[m]
(HP) Ar+y = b
T > 0
y > 0.

Die Ecke (g) von P ist eine geeignete Startecke fiir (HP). Sei die Ecke (
optimale Losung von (HP).

;) von P eine

o Ist ij # 0, so gilt P = 0.

e Ist y =0, so ist T eine Ecke von P (vgl. Folgerung 5.3).

5.4 Indexstrategie von Bland

Indexstrategie von Bland: Wihle beim Simplexalgorithmus den Index j € NZ, der
zur Basisindexmenge hinzugefiigt werden soll, minimal und wéhle auch den Index [ € Z,
der die Basisindexmenge verlassen soll, minimal.

Satz 5.11. Bei Anwendung der Indexstrategie von Bland wird beim Simplexalgorithmus
keine Basis zweimal betrachtet.

Beweis: O
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