Optimierung I Dr. Jens Mafiberg

8 Diskrete Optimierung

Definition 8.1. Ein Graph G ist ein Paar (V(G), E(G)) bestehend aus
e ciner endlichen Menge V(G) von Knoten (oder Ecken)

e und einer Menge E(G) C (V(zG)) von Kanten.

Die Ordnung n(G) von G ist |V(G)| und die Grifle m(G) von G ist |E(G)|. Gilt {u,v} €
E(G) fur u,v € V(G), so nennt man v und v adjazent/benachbart. Gilt u € e fiir u € V(G)
und e € E(G), so nennt man u und e inzident.

Fir u € V(G) ist Ng(u) = {v € V(G) | {u,v} € E(G)} die Nachbarschaft von u
in G und dg(u) = |Ng(u)| der Grad von u in G. Der Minimalgrad von G ist 6(G) =
min{dg(u) | v € V(G)} und der Mazimalgrad von G ist A(G) = max{ds(u) | u € V(G)}.

Sind G und H Graphen mit V(H) C V(G) und E(H) C E(G), so ist H Teilgraph
von G. Gilt weiter E(H) = {e € E(G) | e € V(H)}, so ist H ein induzierter Teilgraph
von G, genauer nennt man H den von V(H) in G induzierten Teilgraphen G[V (H)]. Zwei
Graphen G und H sind isomorph, falls eine Bijektion f : V(G) — V(H) existiert, die die
Adjazenz respektiert, d.h.

Vu e V(G) : VYo € V(G) \ {u} : {u,v} € E(G) < {f(u), f(v)} € E(H).

Bemerkung 8.2. Die hier definierten Graphen sind endlich, schlicht und ungerichtet.
Fir {u,v} € E(G) schreiben wir kurz uwv.

Lemma 8.3 (Handschlaglemma). Fiir jeden Graphen G gilt
> do(uw) =2|E(G)],
ueV(G)
d.h. insb. die Anzahl der Ecken ungeraden Grades ist gerade.
(Il
Lemma 8.4. Ist G ein Graph mit m(G) > 0, so existiert ein Teilgraph H von G mit

m(G)
n(G)’

Beweis: Wir betrachten folgenden Algorithmus.

(H) >

Input: Ein Graph G mit m(G) > 0.
Output: Ein Teilgraph H von G.
begin
H + G,
while §(H) < 2&) do
Seiu € V(H) mit dy(u) < ’:((g));
H <+ H —u;
end
return H,;

end

Algorithm 1: Finde H in G.
O
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Definition 8.5. Sei GG ein Graph.

(i) Ein Weg in G zwischen uy und u; der Linge | € Ny ist ein Teilgraph P von G mit
V(P) = {UO,. .. ,ul} und E(P) = {ui,lui ‘ 1 S 1 S l}
Schreibweise: P : uguy . . . u;.

(ii) G ist zusammenhdingend, falls zwischen je zwei Knoten von G ein Weg in G existiert.
Eine Komponente von G ist ein maximaler zusammenhéngender Teilgraph von G.

(iii) Fir w,v € V(G) ist der Abstand distg(u,v) in G zwischen u und v gleich der
minimalen Lénge eines Weges in GG zwischen v und v. Der maximale Abstand zweier
Knoten in G ist der Durchmesser diam(G) von G.

(iv) Ein Kreis in G der Linge | € N mit [ > 3 ist ein Teilgraph C' von G mit
V(C) =A{uy,...,w} und E(C) ={u—1u; | 2 <i <1} U{uu}.
Schreibweise: C' : ujug . .. wuy.

(v) Die minimale/maximale Lénge eines Kreises in G ist die Taillenweite/der Umfang

9(G) /c(G) von G.
Lemma 8.6. Sei G ein Graph.

(i) Besitzt G einen Weg P zwischen u und v sowie einen Weg Q) zwischen v und w, so
besitzt G einen Weg R zwischen u und v der Linge hiochstens m(P) + m(Q), d.h.

de(u, w) < dg(u,v) + dg(v, w).

(ii) G besitzt genau dann einen Kreis der Linge hichstens | + k, wenn zwei Knoten u
und v existieren, fir die G zwei verschiedene Wege P und Q) der Ldngen héchstens
[ und k zwischen u und v besitzt.

(i1i) Enthilt G einen Kreis, so gilt g(G) < 2diam(G) + 1.
O

Bemerkung 8.7. Die Komponenten von G sind die Aquivalenzklassen der Relation ~e
V(G)? mit u ~ v <& 3 Weg in G zwischen v und wv.

Lemma 8.8. Jeder Graph G mit 6(G) > 2 enthdlt einen Kreis der Linge > 0(G) + 1.

O

Definition 8.9. Ein Graph ohne Kreise ist ein Wald. Ein Baum ist ein zusammenhéingen-
der Wald.
Ein Knoten vom Grad héchstens 1 nennt man Endknoten/Blatt.

Eine Kante e eines Graphen G ist eine Briicke von G, falls G —e = (V(G), E(G) \{e})
mehr Komponenten besitzt als G.
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Lemma 8.10. Ein Graph G ist genau dann ein Wald, wenn alle Kanten von G Briicken
sind.

O

Lemma 8.11. Jeder Wald G hat genau n(G)—m(G) Komponenten und mindestens A(G)
Endknoten.

Beweis: Induktion iiber die Kantenzahl. O

Satz 8.12. Ist G ein Graph, so sind folgende Aussagen dquivalent.
(a) G ist ein Baum.

(b) Zwischen je zwei Knoten von G existiert genau ein Weg.

(¢) G ist ein minimal zusammenhdngender Graph.

(d) G hat n(G) — 1 Kanten und keine Kreise.

O

Definition 8.13. Ein Digraph D ist ein Paar (V (D), A(D)) bestehend aus einer endlichen
Menge V(D) von Knoten und einer Menge

A(G) CVp x Vp\ {(u,u) | u € Vp)

von gerichteten Kanten (oder Bdgen).

n(D) = |V(D)] (Ordnung von D)

m(D) = |A(D)| (Gréfse von D)

Nfi(w) = {veV(D)]| (u,v) € A(D)} (AuBennachbarschaft von u in D)
di(u) = |NS(u)l (Aufengrad von u in D)

Np(w) = {veV(D)]| (v,u) € A(D)} (Innennachbarschaft von u in D)
dp(u) = |Np(u)| (Innengrad von w in D)

AT(D) = max{d}(u)|ueV(D)} (maximaler Aufengrad von D)
A~(D) (analog)

(D) (analog)

(D) (analog)

Ein Digraph D’ ist ein Teildigraph des Digraphen D, falls V(D) C V(D) und A(D’) C
A(D). Fiir U C V(D) ist D[U] mit V(D[U]) = U und

AD[U]) = {(u,v) € A(D) | u,v € U}
der in D von U induzierte Teildigraph.

Definition 8.14. (i) Ein gerichteter Weg in D von ug nach u; der Lénge | € Ny ist ein
Teildigraph P von D mit V(P) = {ug,...,u} und A(P) = {(uj—1,w;) | 1 <1 <1}
Schreibweise: P : uguy . .. u;.

Ein ungerichteter Weg in D von uy nach w; der Liange [ € Nj ist ein Teildigraph

P von D mit [ + 1 verschiedenen Knoten g, ...,u; und [ verschiedenen gerichtete
Kanten e, ..., 6,1 mit e; € {(v;, vi11), (Viz1,v;)} fiir 0 <@ <[ — 1.
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(ii) D ist stark zusammenhingend, falls fiir alle (u,v) € V(D)? ein gerichteter Weg in
D von u nach v existiert. Die maximalen stark zusammenhéngenden Teildigraphen
von D sind die starken Zusammenhangskomponenten von D.

(iii) Ist D ein Digraph, so ist der D unterliegende (ungerichtete) Graph der Graph G' mit
V(G) =V(D) und

E(G) = {uv € (VEG)) | (u,v) € A(D) oder (v,u) € A(D)} :

D ist schwach zusammenhdingend, falls G zusammenhéngend ist. Die maximalen
schwach zusammenhéngenden Teildigraphen von D sind die schwachen Zusammen-
hangskomponenten von D.

(iv) Ein gerichteter Kreisin D der Lange [ € N mit [ > 2 ist ein Teildigraph C' von D mit
V(C) = {u,...,u} und E(C) = {(u;—1,u;) | 2 <i <1} U{(u,u1)}. Schreibweise:
C:ujug ... uwuy.

Ein ungerichteter Kreis in D der Lénge | € N mit [ > 2 ist ein Teildigraph C
von D mit [ verschiedenen Knoten uy,...,u; und [ verschiedenen gerichtete Kanten
1, ..., e mit e; € {(vi,vi41), (Vig1,v:)} fiir 1 <i <l —1und ¢ € {(v,v1), (v1,0)}.

Satz 8.15. (Minty 1960) Sei D ein Digraph und sei e € A(D). Ist e schwarz gefirbt und
sind alle anderen gerichteten Kanten von D rot, schwarz oder griin gefdrbt, so gilt genau
eine der folgenden zwei Aussagen:

(i) Es existiert ein ungerichteter Kreis in D, der e enthdlt, in dem alle gerichteten
Kanten rot oder schwarz sind und in dem alle schwarzen gerichteten Kanten die
gleiche Orientierung haben.

(i1) Es existiert ein ungerichteter Schnitt
{(u,0) € AD) | Hu,v} NU| =1}

mit U C V (D), der e enthilt, in dem alle gerichtete Kanten grin oder schwarz sind
und in dem alle schwarzen gerichteten Kanten die gleiche Orientierung haben.

Beweis: Der folgende Algorithmus sucht zunéchst nach einem Kreis wie in (i). Wird dieser
nicht gefunden, so ergibt sich ein Schnitt wie in (ii).
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Input: Ein Digraph D, eine gerichtete Kante (z,y) von D und eine Farbung
[ AD) = {s,r,g} mit f((2,y)) = s.
Output: Entweder ein gerichteter Kreis C' wie in (i) oder eine Menge U wie in (ii).
begin
m(y) < 1;
for u € V(D) \ {y} do
m(u) < 0;
p(u) < 0;
end
while Jv,w € V(D) mit m(v) = 1, m(w) = 0 und entweder
(v,w) € f7(s) U f~Yr) oder (w,v) € f~(r) do
m(w) < 1;
p(w)  v;
end
if m(z) =1 then
Sei [ minimal mit p'(z) = y;
return C : pl(z)...p*(z)p(x)zp'(z);
else
2 | return U =m~!(1);
end

end

Algorithm 2: Algorithmus zu Minty’s Satz
(I

Definition 8.16. Sei D ein Digraph. Eine topologische Ordnung von D ist eine Abbildung
f: V(D) = [n(D)] mit Y(u,v) € A(D) : f(u) < f(v). D heifit azyklisch, falls D keine

gerichteten Kreise besitzt.

Satz 8.17. Ein Digraph D hat genau dann eine topologische Ordnung, wenn er azyklisch
15t.

([

Bemerkung 8.18. Datenstrukturen fiir Graphen G :
e Adjazenzmatrix (O(n?), dichte/diinne Graphen)
e Inzidenzmatrix ({0, 1}V(@*E@))
e Kantenliste (O(mlogn))

e Adjazenzliste (O(mlogn + nlogm), Kanten plus Pointer auf die Anfinge der ein-
zelnen Listen)

Analog fiir Digraphen, z.B. Inzidenzmatrix (ay, () = —1 und a,, ) = 1).
Laufzeit ~ Anzahl der “elementaren” Operationen.

Definition 8.19. Eine Arboreszenz mit Wurzel r ist ein Digraph D mit r € V (D), der
aus einem (ungerichteten) Baum entsteht, indem man die Kanten so orientiert, dass fiir
jeden Knoten u in D ein gerichteter Weg von r nach u existiert. Ein Branching ist ein
Digraph, dessen schwache Zusammenhangskomponenten Arboreszenzen sind.
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Algorithmus 8.20. GRAPH SCANNING ALGORITHMUS

Input: Fin Graph G/ Digraph D und ein Knoten r von G /D.

Output: Die Menge R der Knoten, die in G/D von r aus auf Wegen/gerichteten
Wegen erreichbar sind und eine Menge T' C E(G)/A(D), fir die (R,T)
Baum/Arboreszenz mit Wurzel r ist.

begin

R+ {r}; Q< {r}; T« 0;1(r) + 0;

while Q # () do

1 Wihle v € Q;

2 if JweV\Rmite=vwe E(G) /e=(v,w) € A(D) then

Wihle solch ein w;

R+ RU{w}; Q + QU{w}; T + T U{e}; l(w) + I(v) + 1;

else
Qe Q\ o)

end

end
return (R, T);
end

Lemma 8.21. Der GRAPH SCANNING ALGORITHMUS arbeitet korrekt.

O

Lemma 8.22. Der GRAPH SCANNING ALGORITHMUS kann so implementiert werden,
dass er eine Laufzeit von O(n(G) + m(G)) besitzt. Man kann die Komponenten eines
Graphen in linearer Zeit bestimmen.

O
Bemerkung 8.23. Spezialfille des GRAPH SCANNING ALGORITHMUS.

Depth-First-Search (DFS): Wéhle in der while-Schleife (Zeile 1) als v € @ jeweils die
Knoten, die als letzte zu @) hinzugefiigt wurde. (LIFO, Tremaux Tarry vor 1900, Konig
1936)

Breadth-First-Search (BFS): Wihle in der while-Schleife (Zeile 1) als v € @ jeweils
die Konten, die als erstes zu @ hinzugefiigt wurde. (Moore 1959)

Die entsprechenden Ausgaben des GRAPH SCANNING ALGORITHMUS nennt man DFS-
Baume, DFS-Arboreszenzen, BFS-Bidume, BFS-Arboreszenzen.

Lemma 8.24. BFS-Bdume enthalten kiirzeste Wege von r zu allen von v aus erreichbaren
Knoten, d.h. man kann die Abstinde von einer Ecke r zu allen erreichbaren Knoten in
linearer Zeit bestimmen.

O
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