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Primzahlen

Definition

Eine natürliche Zahl p > 1 heißt Primzahl, wenn sie nur durch 1
und durch sich selbst teilbar ist.

p = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, . . .

Theorem (Euklid, ca. 200 v.Chr.)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.
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Ein Primzahl für den täglichen Gebrauch

Die meisten von Ihnen benutzen diese Primzahl täglich:

p = 2255 − 19

= 5789604461865809771178549250434395392663499233

2820282019728792003956564819949.

Wird z.B. für die Ende-zu-Ende-Verschlüsselung bei WhatsApp
benutzt!
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Häufigkeit der Primzahlen

Frage

Wieviele Primzahlen p gibt es im Intervall der Zahlen zwischen
10000 und 20000?

Genau 1033 Primzahlen,

10007, 10009, 10037, 10039, . . . 19991, 19993, 19997

Der Anteil der Primzahlen in diesem Bereich ist also

1033

10000
= 0, 1033 ≈ 1

log(15000)
= 0, 1039954 . . .
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Der Primzahlsatz

Sei
π(x) := Anzahl der Primzahlen p ≤ x .

Prof. Dr. Stefan Wewers Institut für Reine Mathematik Universität Ulm

Die Musik der Primzahlen



Der Primzahlsatz

Sei
π(x) := Anzahl der Primzahlen p ≤ x .

Prof. Dr. Stefan Wewers Institut für Reine Mathematik Universität Ulm

Die Musik der Primzahlen



Der Primzahlsatz

Sei
π(x) := Anzahl der Primzahlen p ≤ x .

Prof. Dr. Stefan Wewers Institut für Reine Mathematik Universität Ulm

Die Musik der Primzahlen



Der Primzahlsatz

Sei
π(x) := Anzahl der Primzahlen p ≤ x .

Satz (Hadamard, de La Vallée
Poussin, 1896)

π(x) ∼ Li(x) für x → ∞,

wobei

Li(x) :=

∫ x

2

dt

log(t)
.
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Der Primzahlsatz

Sei
π(x) := Anzahl der Primzahlen p ≤ x .

Die Riemannsche Vermutung

würde zeigen:

π(x) = Li(x) +O
(√

x log(x)
)
.
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Die Riemannsche ζ-Funktion

Bereits 1744 betrachtete Euler die durch eine unendliche Reihe
definierte Funktion

ζ(s) :=
∞∑
n=1

1

ns
= 1 +

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
. . . .
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Die Riemannsche ζ-Funktion

Bereits 1744 betrachtete Euler die durch eine unendliche Reihe
definierte Funktion

ζ(s) :=
∞∑
n=1

1

ns
= 1 +

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
. . . .

Die Funktion ist nur für s > 1
definiert; für s = 1 divergiert die
Reihe:

ζ(1) = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .→ ∞,

daher hat die Funktion bei s = 1
einen Pol.
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Die Riemannsche ζ-Funktion

Riemann betrachtet die Funktion ζ(s) als Funktion eines
komplexen Parameters s = σ + i · t,

und definiert eine analytische
Fortsetzung von ζ(s) für alle komplexen Zahlen s ̸= 1. Nur in
s = 1 hat die Funktion eine Polstelle:

σ

t

s = 1
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Die Riemannsche Vermutung

Die Riemannsche Vermutung: Alle (nichttrivialen) Nullstellen
von ζ(s) liegen auf der Geraden σ = 1/2:

σ

t

s = 1

Es ist bekannt, dass es ∞ viele Nullstellen gibt, und dass die
Vermutung für die ersten 10 Billionen von ihnen zutrifft.
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Die Riemannsche Vermutung

Die Riemannsche Vermutung: Alle (nichttrivialen) Nullstellen
von ζ(s) liegen auf der Geraden σ = 1/2:

σ

t

s = 1

Die die ersten Nullstellen sind ρ = 1/2 + i · θ, mit

θ = ±14.134.., ±21.022.., ±25.010.., . . .
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Die Riemannsche Vermutung

Zitat von M.V. Berry (einem Physiker!):

..there is a sense in which we can give a one-line
non-technical statement of the Riemann hypothesis: ‘The
primes have music in them!’
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Fourier-Transformation

Eine (reine) Schwingung kann man mathematisch durch eine
Sinus- oder Cosinusfunktion modellieren:

f (t) = A · sin(ω · t).

Dabei ist A die Amplitude (‘Lautstärke’) und ω die Frequenz
(‘Tonhöhe’).
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Fourier-Transformation

Komplizierte Schwingungen erhält man als Überlagerungen von
reinen Schwingungen:

f (t) =
∑
i

Ai sin(ωi · t).

Die Menge der Frequenzen {ω1, ω2, . . .} heißt das Spektrum der
Schwingung.
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Die Musik der Primzahlen?

Riemanns geniale Einsicht war, dass man mithilfe der ζ-Funktion
eine ‘Frequenzanalyse’ der Primzahlzählfunktion erhält.

Das Ergebnis vereinfacht sich, wenn man anstelle von π(x) die
Funktion

ψ(x) :=
∑
pn≤x

log(p)

untersucht.
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Die Musik der Primzahlen?

Der Primzahlsatz ist äquivalent zu

ψ(x) ∼ x .
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ψ(x) ∼ x .

Prof. Dr. Stefan Wewers Institut für Reine Mathematik Universität Ulm

Die Musik der Primzahlen



Die Musik der Primzahlen?

Der Primzahlsatz ist äquivalent zu
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Frequenzanalyse von ψ(x)

Die ‘gedämpfte Fouriertransformierte’ von ψ(x) ist die Funktion

F (t) :=
∑
pn≤C

log(p)

pn/2
· cos(n log(p) · t).

Für C = 500 erhalten wir:
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Frequenzanalyse von ψ(x)

Beobachtung: die ‘Peaks’ sind genau die (positiven Imaginärwerte
der) Nullstellen von ζ(s)!

θ = 14.134, 21.022, 25.010, 30.424, 32.935, . . .
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Von den Nullstellen zu den Primzahlen

Die Riemannsche Vermutung besagt, dass wir die Funktionen π(x)
und ψ(x) exakt als Überlagerung von reinen Schwingungen mit
den Frequenzen θi zurückgewinnen können.
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Die Musik der Primzahlen

Die Folien dieses Vortrags können von meiner Webseite
heruntergeladen werden:

Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit!
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https://www.uni-ulm.de/fileadmin/website_uni_ulm/mawi.inst.100/mitarbeiter/wewers/tag_der_mathematik_2026.pdf


Die Musik der Primzahlen

Die Folien dieses Vortrags können von meiner Webseite
heruntergeladen werden:

Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit!

Prof. Dr. Stefan Wewers Institut für Reine Mathematik Universität Ulm

Die Musik der Primzahlen

https://www.uni-ulm.de/fileadmin/website_uni_ulm/mawi.inst.100/mitarbeiter/wewers/tag_der_mathematik_2026.pdf

