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1 Lineare Codes

1.1 Einfiihrung

Die Motivation fiir die Codierungstheorie kommt aus der Nachrichteniibermitt-
lung. Wir betrachten das Problem der Ubertragung von (binérer) Information
iiber einen Kanal. Bei der Ubertragung kénnen durch Rauschen Fehler auftreten.
Passiert dies, ist das empfangene Wort nicht das gleiche wie das verschickte.
Um diesem Problem entgegenzuwirken, fiigt man dem Informationswort extra
Information hinzu. Diese extra Information kann es erlauben festzustellen, ob
ein Fehler gemacht wurde und diesen mdoglicherweise auch zu verbessern.

Der Codierungstheorie beschéftigt sich mit dem Problem Codes zu finden,
die moglichst viele Fehler korrigieren kéonnen. Ein weiteres wichtiges Problem
ist es, fiir solche gute Codes effiziente Verfahren zu finden, die diese Fehler
korrigieren.

Die Codierungstheorie ist ein relativ junger Teil der Mathematik: Sie ent-
stand erst in den 1940er Jahren. Der erste fehlerkorrigierende Code wurde
1947 von Hamming gefunden (Abschnitt 1.5). Codes wurden beispielsweise von
der NASA seit den 1970er Jahre erfolgreich bei der Ubertragung von Bildern
aus dem Weltall benutzt. Heutzutage ist Codierungstheorie aus dem Alltag
nicht mehr wegzudenken. Codes werden beispielsweise benutzt von Handys, CD-
Spielern und Cloud Computing. Bezitzt eine CD einen kleinen Kratzer, kann die
gespeicherte Musik trotzdem fehlerfrei abgespielt werden. Hierbei werden Reed—
Solomon-Codes benutzt (Kapitel 3).

Beispiel 1.1.1 Ein einfaches Beispiel eines Codes ist der ISBN-Code. Die am
1.1.2007 eingefithrte ISBN-13-Nummer ist eine 13-stellige Zahl zur Kennzeich-
nung von Biichern und anderen Veroffentlichungen.

Die ISBN-13-Nummer besteht aus 4 Bestandteilen. Die Gesamtldnge fiir
(A)—(C) ist 12 Ziffern.

(A) Die Gruppennummer (oder Landernummer). Beispiele sind:

0, 1 englischsprachiger Raum (z.B. Grofibritannien, USA, Australien, In-
dien)
2 franzosischsprachiger Raum
3 deutschsprachiger Raum
4 Japan
5 Russland

(B) Verlagsnummer: dies ist eine unterschiedlich lange Kennzahl fiir den Ver-
lag.

(C) Titelnummer.

(D) Priifziffer.



Vor dem 1.1.2007 wurde ein 10-stelliger ISBN-Code benutzt. Einen ISBN-10-
Code kann man in einen ISBN-13-Code umwandeln, indem man vorne 978
anhéngt. Die Priifziffer muss danach neu berechnet werden.

Eine 13-stellige Zahl xq1x5 - - - 13 ist eine giiltige ISBN-13-Nummer, falls

1 +3rs4+2x3+---+3x12+213=0 (mod 10). (1.1)

Sind die ersten zwolf Ziffern zixs - - - x12 gegeben, ist die Priifziffer durch die
Gleichung
213 = —(x1 + 3z + 23+ -+ + 3x12) (mod 10)

bestimmt.

Die Priifziffer ermoglicht das Erkennen von Tippfehlern. Einer der am hiufigs-
ten gemachten Fehler beim Abtippen von ISBN-Nummern ist das Vertauschen
von zwei nebeneinander gelegenen Ziffern. Dies kann man meistens mit Hilfe
der Prifziffer feststellen. Der zweithdufigste Fehler ist, dass eine Ziffer falsch
eingegeben wird. Dies kann man immer feststellen.

Der ISBN-13-Code kann aber keine Fehler korrigieren. Der ISBN-13-Code

1234567890123

ist nicht giiltig, da x1 + 3z2 + 3+ -+ - + 3x12 + 13 = 5 (mod 10). Wir kénnen
aber nicht feststellen, welche Ziffer falsch ist.

Codierung Wir wihlen ein endliches Alphabet A. Bei der Ubertragung von
digitalen Daten bietet sich A = {0, 1} an. Informationswortery = (yo,y1 - - -, Yk—1) €
AF sind die urspriingliche Information, die verschickt werden soll. Eine Codie-
rungsregel ist eine injektive Abbildung

w: AP 5 A"y e

und bildet jedes Informationswort y auf ein Codewort ¢ = (cg,...,cn—1) € A"
ab. Das Codewort enthélt also n— k zusétzliche Symbole. Beispielsweise kénnen,
wie beim ISBN-13-Code, die n — k Priifsymbole an die k& Informationssymbole
Yo, - - - Yr—1 angehéngt werden.

Ein Code ist die Menge C := ¢(A¥) C A" der Codewdrter. Die Zahl n ist
die Lénge des Codes. Die Informationsrate R := k/n gibt an wie viele Informa-
tionssymbole ein Codewort enthélt.

Beispiel 1.1.2 Wir betrachten den ISBN-Code aus Beispiel 1.1.1. Das Alpha-
bet ist A ={0,1,2,...,9}. Es gilt k = 12 und n = 13, also ist die Informations-
rate R = 12/13. Die Codierungsregel ist

Ak—>¢4n, (:vl,...,xlg)»—>(x1,...,a:13)7

wobei x13 = —(x1 + 3x2 + 23 + - - - + 3x12) (mod 10).



Senden Gegeben ist ein Codewort ¢ € C. Die Codewdrter werden iiber einen
Kanal verschickt. Hierbei kann Rauschen auftreten. Sei r = (rg,...,r,—1) das
empfangene Wort und ¢ = (c¢o, ..., c,—1) das gesendete Codewort. Die Fehler-
stellen definieren wir als

I={0<i<n—1]¢ #r}.

Die Kardinalitét || ist also die Anzahl der aufgetretenen Fehler. Die Hamming-
Distanz wird durch die Anzahl der Fehler definiert.

Definition 1.1.3 Sei A ein (endliches) Alphabet und v = (v1, ..., vy),
w = (wy,...,wy) € A". Die Hamming-Distanz ist definiert als

d(v,w) = [{i | vi # wi}|.
Ist C € A" ein Code, dann heif3t

dmin(C) =  min  d(v,w)

v,wEC,vFW
die Minimaldistanz von C.

Ist A =TF; = {0,1}, dann ist die Hamming-Distanz genau das Quadrat der
iiblichen euklidischen Distanz. Das folgende Lemma zeigt, dass die Hamming-
Distanz die iiblichen Eigenschaften einer Metrik erfiillt.

Lemma 1.1.4 Die Hamming-Distanz erfiillt
(a) d(v,w) = d(w,v),
(b) (Dreiecksungleichung) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w),

(c) d(v,w) > 0. Die Hamming-Distanz d(v,w) ist genau dann Null, wenn
v =w.

Beweis: Ubungsaufgabe. ]

Decodierung Der Empfianger hat das Wort r empfangen und mochte das Infor-
mationswort rekonstruieren. Dies passiert iiblicherweise in zwei Schritten. Zuerst
wird das Codewort ¢ berechnet. Dann wird aus dem Codewort das Informati-
onswort ermittelt. In diesem Skript beschéftigen wir uns hauptséchlich mit dem
ersten Teil der Aufgabe.

Bevor wir uns in den weiteren Kapiteln mit konkreten Codes und Decodier-
verfahren beschéiftigen, fragen wir uns zunéchst wie viele Fehler wir korrigieren
konnen. Wir betrachten hier die Maximum Likelihood Decodierung. Hierbei
wird dem Wort ein Codewort ¢ zugeordnet fiir das d(r, ¢) minimal ist. Wurden
sehr viele Fehler gemacht, ist das Wort ¢ im Allgemeinen nicht mehr eindeutig,.
In dieser Situation wére die Decodierung nicht eindeutig.

Das folgende Lemma gibt eine Aussage iiber die Anzahl der Fehler, die wir
maximal korrigieren kénnen.



Definition 1.1.5 Ein Code, der alle Fehlermuster vom Gewicht < ¢ korrigieren
kann, heifit ¢-fehlerkorrigierend. Die Fehlerkorrekturrate ist definiert als ¢/n.

Lemma 1.1.6 Sei C C A" ein Code mit Minimaldistanz d. Der Code C ist
genau dann t-fehlerkorrigierend, wenn t < |(d — 1)/2] ist.

Die Bedingung ¢ < |(d — 1)/2] ist dquivalent zu ¢ < d/2.

Beweis: Sei C ein Code mit Minimaldistanz d und sei t = [(d — 1)/2]. Wir
nehmen an, dass C nicht t-fehlerkorrigierend ist. Dann existieren ein Wort r und
zwei Codewdrter ¢q, co mit d(r, ¢;) < t. Lemma 1.1.4 impliziert, dass d(c1,c2) <
d(r,c1) + d(r,c2) < 2t < d. Die Definition der Minimaldistanz impliziert, dass
C1 = Ca.

Ist umgekehrt C ein t-fehlerkorrigierender Code, dann unterscheiden sich
zwei verschiedene Codewdrter ¢q,co € C an mindestens 2t + 1-Stellen. Also ist
die Minimaldistanz mindestens 2¢ + 1. ]

Beispiel 1.1.7 Die Minimaldistanz des ISBN-Codes ist d = 2. Beispielsweise
sind 9783037190012 und 8793037190012 beide giiltige ISBN-Nummern.

Lemma 1.1.6 impliziert also, dass wir keine Fehler korrigieren kénnen. Dies
hatten wir in Beispiel 1.1.1 schon gesehen.

Beispiel 1.1.8 Der Wiederholungscode mit Parameter k =1 und n = 2t+1 >
3 ungerade ist definiert durch die Codierungsregel

e: A= A", b bbb

Dieser Code besitzt nur |A| Codewérter. Die Minimaldistanz ist n und wir
konnen t Fehler korrigieren: Wir decodieren ein Wort r zu dem am haufigsten
vorkommenden Zeichen. Fiir n = 3 werden die Worter abb, bab, bba mit a # b
zu bbb decodiert. Das entsprechende Informationswort ist also b.

1.2 Eigenschaften linearer Codes

Im Rest des Skriptes beschéftigen wir uns nur mit linearen Codes (Definition
1.2.1). Als Alphabet wihlen wir immer einen endlichen Kérper F, mit ¢ = p®
Elementen, wobei p eine Primzahl ist. (Siehe Abschnitt 2.) Mdchte man binére
Daten codieren, bietet sich das Alphabet Fo = {0,1} an.

Definition 1.2.1 Ein linearer (n,k)-Code C iiber F, ist ein k-dimensionaler
Fy-Untervektorraum von Fg. Hierbei ist k die Dimension und n die Léinge des
Codes.

Ein Code mit Dimension k, Linge n und Minimaldistanz d heifit (n, k, d)-
Code.



Das Gewicht w(v) eines Wortes v € [y ist definiert als w(v) = d(v,0).
Fiir einen linearen Code C ist die Minimaldistanz gleich dem Minimalgewicht
definiert als

dmin(C) = min w(e).
€)= o, (c)
Dies folgt aus der Beobachtung d(c!, ¢?) = d(c!—c?,0) = w(c' —c?) fiir ¢*, ¢® € C.

Wir beschéftigen uns im Weiteren nur noch mit linearen Codes und werden
daher das Adjektiv “linear” weglassen.

Achtung: Wir schreiben Vektoren y € [y als Zeilenvektoren y = (yo, ..., yn—1)-
Dies ist in der Codierungstheorie iiblich, entspricht aber nicht der Konvention
aus der Vorlesung Lineare Algebra.

Definition 1.2.2 Sei C ein (n, k)-Code iiber F,,. Eine Erzeugermatrix von C ist
eine Matrix G € My ,,(F,) deren Zeilen eine Basis von C bilden.
Eine Erzeugermatrix ist in Standardform, wenn sie von der Gestalt

G = (I|A)
mit A € My, ,—1(Fy) ist. Hierbei ist I, die k x k-Einheitsmatrix.
Eine Erzeugermatrix G eines Codes definiert eine injektive lineare Abbildung
<p:]F§—>IFZ, v c=vG.

Diese Abbildung definiert also eine Codierungsregel. Ist die Matrix G in Stan-
dardform, dann ist die Codierung sehr einfach. Sei ¢ = (¢g, ..., ¢n—1) € C ein Co-
dewort. Dann besteht das entsprechende Informationswort v = (cg,...,cx—1) €
F’; aus den ersten k Symbolen. Die iibrigen Symbole heiflen (wie beim ISBN-
Code) Priifsymbole.

Eine Matrix G € My, ,,(F,) ist genau dann die Erzeugermatrix eines Codes,
wenn der Rang von G maximal, also k, ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
die Zeilen von G linear unabhingig sind.

Beispiel 1.2.3 (a) Der Wiederholungscode aus Beispiel 1.1.8 mit Alphabet Fy
ist ein linearer (n,1,n)-Code mit Erzeugermatrix

G=(1 1 - 1).

Diese Matrix ist in Standardform.
(b) Wir wihlen das Alphabet Fy = {0, 1} und betrachten die Erzeugermatrix

€ My 7(Fs).

OO O =
oo = O
o~ O o
_ o O O
— = O
— O = =
—_ == O



Die Matrix G ist in Standardform und definiert deswegen einen (7,4)-Code.
Die Zeilenvektoren c?,c',c?,¢3 der Matrix bilden eine Basis des Codes. Die
Codierungsregel ist

Y IF% — IF;, v = (vg,v1,v2,v3) = vG = voc® + viet + vac?® + vscd.

Sei C ein (n, k)-Code tiber F, mit Erzeugermatrix G. Wir betrachten einen
beliebigen Vektor y € Fy und fragen uns, ob y € C ist. Da C ein k-dimensionaler
Untervektorraum von [y ist, kann C als Losungsmenge von n — k linearen Glei-
chungen beschrieben werden. Dies motiviert folgende Definition.

Definition 1.2.4 Sei C ein (n, k)-Code iiber F,. Eine Priifmatrix von C ist eine
Matrix H € M,,_j »(F,) von Rang n — k, sodass

Hc' =0, fiir alle ¢ € C. (1.2)

Beispiel 1.2.5 Wie im Beispiel 1.1.8 definiert man den (n, 1)- Wiederholungs-
code iiber IF,. Eine Priifmatrix ist

-1 1
-1 1

H =
-1 1
Das Gleichungssystem Hc! = 0 besteht aus den Priifgleichungen cq = ¢; fiir

i = 1,...,n — 1. Dies entspricht die Tatsache, dass alle Koeffizienten eines
Codeworts gleich sind.

Lemma 1.2.6 Die Bedingung (1.2) ist édquivalent zu
G- H'=(0). (1.3)
Beweis: Wir schreiben ¢ fiir die i-te Zeile der Erzeugermatrix G von C. Die
Bedingung (1.3) ist dquivalent zu ¢! H* = 0 fiir i = 0,...,k — 1. Transponieren
dieser Gleichung liefert H(c!)! = 0. Da ¢ € C ein Codewort ist, folgt (1.3) aus

(1.2). Die Umkehrung folgt ebenfalls: Wegen der Linearitit reicht es (1.2) fiir
die Basis (c°,...,c" 1) von C zu iiberpriifen. O

Lemma 1.2.7 Sei C ein (n, k)-Code mit Erzeugermatrix G = (Ix|A) in Stan-
dardform. Dann ist
H = (—A'I,_y)

eine Priifmatrix von C.
Beweis: Die Matrix H besitzt Rang n — k. Es gilt, dass

—A

t_
G-H'= (I, A) <In—k

) = (—A+A4) = (0)

Das Lemma folgt also aus Lemma 1.2.6. |



Beispiel 1.2.8 (a) Fiir den (7,4)-Code aus Beispiel 1.2.3.(b) finden wir als
Priifmatrix

101 1 100
H=(111 01 010
01 110 01

(b) Nicht jeder Code besitzt eine Erzeugermatrix in Standardform. Die Ma-
trix

1100
G:(o 0 1 1>€M2’4(F2)

definiert einen (4,2)-Code C. Die Wérter dieses Codes sind (0, 0,0, 0), (1, 1,0,0),
(0,0,1,1),(1,1,1,1). Der Code besitzt also kein Wort (1,0, a,b) mit a,b € Fo
und daher also auch keine Erzeugermatrix in Standardform.

Die Matrix G erfiillt G-G* = (0). Also ist G auch eine Priifmatrix des Codes.
Solche Codes heiflen selbstdual, siche Abschnitt 1.6.

1.3 Die Minimaldistanz

Ein Ziel der Codierungstheorie ist es, “gute” Codes zu konstruieren. Beispiels-
weise mochte man fiir gegebenes (n, k) einen Code mit einer groen Minimal-
distanz konstruieren. Solche Codes kénnen moglichst viele Fehler korrigieren
(Lemma 1.1.6). Der folgende Satz liefert eine obere Schranke fiir dy,;, in Termen
von n und k. Reed—Solomon-Codes, die wir in Abschnitt 3 definieren, nehmen
diese Schranke an (Lemma 3.1.2).

Satz 1.3.1 (Singletonschranke) Sei C ein (n, k)-Code. Dann gilt
din (C) < n+1— k.
Beweis: Sei d = din(C). Wir betrachten die Projektion
YTy —>FZ+1_d, (coyevyCne1) > (Coy-evyCred)-

Dies ist eine lineare Abbildung.
Aus der Definition der Minimaldistanz folgt, dass zwei verschiedene Co-
deworter sich an mindestens d Stellen unterscheiden. Die Einschriankung

Plo:C—FpHe
ist daher injektiv und es folgt, dass
k = dimg, C < dimp, Fpt' "% =n+1—d.
Hieraus folgt die Aussage des Satzes. o
Bemerkung 1.3.2 Ein Code mit dyin = n+ 1 — k heifit MDS-Code. Dies ist

eine Abbkiirzung fiir maximum distance separable. Bei solche Codes sind die
Codeworter maximal weit voneinander entfernt.



Im Allgemeinen ist es schwer die Minimaldistanz eines Codes zu bestimmen.
Der folgende Satz gibt ein Kriterium in Termen der Priifmatrix.

Satz 1.3.3 Sei C ein (n,k)-Code mit Priifmatrix H. Dann ist die Minimal-
distanz duin(C) die minimale Anzahl linear abhidngiger Spalten von H.

Beweis: Wir schreiben s; € IFZ fiir die j-te Spalte von H. Seien s;,,..., s,
linear abhéngige Spalten der Priifmatrix H. Dann existieren c;j,,...,c;, € Fy,
die nicht alle Null sind, sodass

CjySjy + -+ ¢85, = 0.

(Dies ist die Definition der linearen Abhéngigkeit.) Fiir £ # j; setzen wir ¢, = 0.
Dann erfiillt ¢ = (cg, ..., cn_1) die Priifgleichung H - ¢! = 0, also ist ¢ € C. Aus
w(c) = d folgt, dass dumin(C) < d.

Ist umgekehrt ¢ € C ein Vektor vom Gewicht w(c) = d, dann gilt H - ¢t = 0,
also sind die d Spalten s; von H mit c¢; # 0 linear abhéngig. Die Aussage des
Lemmas folgt. |

Beispiel 1.3.4 Der (7,4)-Code aus Beispiel 1.2.3.(b) besitzt Minimaldistanz 3.
Beispielsweise gilt
81+ 55+ s¢ =0,

wobei s; die j-te Spalte von H ist. Auflerdem sind keine zwei Spalten gleich.

1.4 Syndromdecodieren

In diesem Abschnitt besprechen wir einen ersten Decodieralgorithmus.

Wir haben ein Wort r» empfangen. Sei ¢ das zugehorige Codewort. Das Feh-
lerwort ist definiert als

e=r—c

Die Fehlerstellen I = {0 < i < n—1 | ¢; # r;} sind genau die Stellen mit
e; =1; —¢; # 0. Wir nehmen an, dass ¢t := w(e) < |(d —1)/2] ist. Lemma 1.1.6
sagt, dass wir in diesem Fall dem Wort r eindeutig das Codewort ¢ zuordnen
kénnen: Es ist das einzige Codewort mit d(r,c) < [(d — 1)/2|. Existiert ein
solches Codewort nicht, dann enthélt » mehr als |(d — 1)/2] Fehler.

Sei C C Fy ein (n,k,d)-Code mit Priifmatrix H. Als Untervektorraum ist
C < Fy insbesondere eine Untergruppe. Wir betrachten die Nebenklassen von

C < . Diese kann man auch als Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation
T~y = y—xz €l
auffassen Die Linksnebenklasse von = € Fy ist
z+C={z+c|ceC}.

Das folgende Lemma folgt direkt aus den bekannten Eigenschaften von Ne-
benklassen ([1, Bemerkung 1.8.2, Satz 1.8.3]).



Lemma 1.4.1 (a) Der Vektorraum [y ist die disjunkte Vereinigung von Links-
nebenklassen.

(b) Die Anzahl der Elemente von x+C héngt nicht von x ab, d.h. |z+C| = |C|.
Definition 1.4.2 Fiir z € Fy heifit
s(x) := Ha' € IFZ*k
das Syndrom von zx.

Die Codewoérter sind durch He! = 0 charakterisiert. Offensichtlich gilt al-
so  ~ y genau dann, wenn Hx! = Hy'. Die Linksnebenklassen entsprechen
den Syndromen. Die Syndrome sind Spaltenvektoren in FZL”“. Es gibt daher
insgesamt ¢"~* Syndrome.

Definition 1.4.3 Ein Element y € x + C minimalen Gewichts in seiner Neben-
klasse heifit Nebenklassenfiihrer.

Algorithmus 1.4.4 (Syndromdecodieren) Input: Ein Wort r. Output: Ein Co-
dewort ¢ mit d(r, ¢) minimal.

(I) (Vorbereitung) Wir erstellen eine Liste der Syndrome und der zugehorigen
Nebenklassenfithrer. Enthélt die Nebenklasse mehrere Worter mit mini-
malem Gewicht, wihlen wir zuféllig eines aus. (In den Beispielen listen
wir allerding immer alle auf.)

(IT) (Decodierung) Wir haben einen Vektor r empfangen. Wir berechnen das
Syndrom s. Sei e der Nebenklassenfiithrer des Syndroms s. Dann ist ¢ =
r — e das gesuchte Codewort.

Seien 7, e,c wie in der Beschreibung des Algorithmus. Die Worter » und e
haben das gleiche Syndrom. Also ist

s(c)=s(r—e)=H(r—e)' = Hr' — He' = 0.

Es folgt, dass ¢ immer ein Codewort ist. Die moglichen Fehlerworter sind die
verschiedenen Vektoren in der Nebenklasse des Syndroms s(r). Das Wort e
besitzt minimales Gewicht in seiner Nebenklasse, also decodieren wir r zu einem
Codewort ¢ mit d(e,r) = d(0, e) = w(e) minimal.

Beispiel 1.4.5 Wir betrachten den (6,3)-Code C iiber Fy gegeben durch die
Erzeugermatrix

10 0 011
G=|01 01 0 1
001 110

10



Mit Lemma 1.2.7 finden wir die Priifmatrix
01 1 1 00
H=1[1 01 0 1 0
1 1 0 0 0 1

Es folgt, dass dmin(C) = 3 und der Code kann einen Fehler korrigieren.

Wir finden folgende Nebenklassenfiihrer. Hierbei bezeichnet e; den j-ten
Standardbasisvektor in F§. Die Syndrome sind Spaltenvektoren. Aus Platz-
griinden listen wir die entsprechenden Zeilenvektoren auf.

Syndromt‘ Nebenklassenfiihrer

0
€6
€5
€1

€4
€2
€3
e1 + €4, €2 + €5,€3 + €g.

Die Zeilen 2—7 der Tabelle sind leicht zu berechnen: Das Syndrom gehorig zu e;
entspricht der i-ten Spalte der Priifmatrix H. Das letzte Syndrom besitzt keinen
eindeutigen Nebenklassenfiihrer.

Wir haben das Wort r = (1,1,1,1,0,0) empfangen. Das Syndrom ist s(r) =
Hr' = (1,0,0)". Der entsprechende Nebenklassenfiihrer ist e4, also ist

c=r—es=(1,1,1,0,0,0).

Dies ist das einzige Codewort, dass sich nur an einer Stelle von r unterscheidet.

Das empfangene Wort # = (0,0,0,1,1,1) mit Syndrom Hr' = (1,1,1)*
konnen wir nicht eindeutig einem Codewort zuordnen. Es existiert kein Code-
wort, dass sich nur an einer Stelle von 7 unterscheidet. Die Codeworter r — (e; +
es) =(1,0,0,0,1,1),7—(ea+e5) = (0,1,0,1,0,1),r — (es+eg) = (0,0,1,1,1,0)
unterscheiden sich alle drei von r an 2 Stellen.

Satz 1.4.6 SeiC ein (n, k)-Code. Der Code ist genau dann t-fehlerkorrigierend,
wenn alle Worter vom Gewicht t auch Nebenklassenfiihrer von verschiedenen
Nebenklassen sind.

Beweis: “=” Wir nehmen an, dass C alle Fehlermuster vom Gewicht ¢
korrigieren kann. Dann gilt, dass dmin(C) > 2t + 1 ist (Lemma 1.1.6). Wir
nehmen an, dass zwei verschiedene Worter z und y mit w(z) <t und w(y) <t
in der gleichen Nebenklasse existieren. Dann ist ¢ = x — y ein Codewort vom
Gewicht w(c) < 2t. Dies liefert einen Widerspruch.

“«<=” Wir nehmen an, dass alle Worter vom Gewicht kleiner gleich ¢t Neben-
klassenfiihrer sind, aber dass zwei verschiedene Codewdrter ¢!, ¢? mit d(ct, ¢?) =
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w(c! —c?) < 2t existieren. Dann existiert ein Wort y mit d(y, ¢') <t fiir i = 1,2.

Wir schreiben y = ¢! + Ql und y = ¢ + €. _
Die Fehlervektoren e’ haben nach Annahme also Gewicht w(e?) = d(y, ¢!) <
t. Da ¢ ein Codewort ist, gilt

s(e') = s(c') 4 s(e') = s(c’ + €') = s(y).
Die Worter e sind also beide Worter vom Gewicht kleiner gleich ¢ und liegen
in der gleichen Nebenklasse. Dies widerspricht der Annahme. a

Beim Code aus Beispiel 1.4.5 ist jedes Wort von Gewicht kleiner gleich 1
ein Nebenklassenfithrer. In der Tat ist dieser Code 1-fehlerkorrigierend. Ein
t-fehlerkorrigierender Code kann manchmal einige Fehlermuster von groflerem
Gewicht korrigieren. Dies illustriert das folgende Beispiel.

Beispiel 1.4.7 Wir betrachten den bindren Code C mit Priifmatrix

1110000
1101000

H=|[1 100 1 0 0| ¢cMs(F).
0100010
1000001

Die Spalten s; von H erfiillen s1+s2+sg+s7 = 0, also ist dpin (C) < 4. Man sieht
leicht, dass keine drei Spalten von H linear abhingig sind, also ist dp;n(C) = 4.
Der Code ist also 1-fehlerkorrigierend.

Wir berechnen einige der Nebenklassenfithrer. Hierbei bezeichnen wir die
Standardbasisvektoren von F} mit e;.

Syndrom’ ‘Nebenklassenﬁihrer

(0,0,0,0,0) 0
(0,0,0,0,1) p
(0,0,0,1,0) 6
(0307()’171) e1 +ez, 65 +e7
(0,0,1,0,0) es
(0,0,1,0,1) es + er

Zum Syndrom (0,0,0,1,1)! existieren zwei verschiedene Nebenklassenfiihrer
e1 + ez und eg + e;. Zum Syndrom (0,0,1,0,1)% ist e5 + e; der einzige Ne-
benklassenfiihrer. Dies bedeutet, dass wir das Fehlermuster es5 + e; eindeutig
korrigieren kénnen. Die Fehlermuster e; + e und eg + e7 kénnen wir nicht ein-
deutig korrigieren.

1.5 Hamming-Codes

Sei C ein t-fehlerkorrigierender Code der Dimension n. Damit ein solcher Code
moglichst viel Information verschicken kann, sollten die Worter y € Fy alle
hochstens Hamming-Distanz ¢ von einem Codewort haben.
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Definition 1.5.1 Ein Code C heifit perfekt, wenn eine Zahl ¢ existiert, sodass
fiir jedes y € Fy genau ein Codewort ¢ € C mit d(y,c) <t existiert.

Satz 1.4.6 impliziert, dass die Nebenklassenfiihrer eines perfekten Codes
genau die Worter vom Gewicht kleiner gleich ¢ sind. In Abschnitt 1.4 ha-
ben wir Beispiele nicht-perfekter Codes gesehen. In den Beispielen 1.4.5 und
1.4.7 existieren Nebenklassenfiihrer von Gewicht 2, aber die Codes sind nur
1-fehlerkorrigierend.

Aus dieser Beobachtung leiten wir folgende Schranke ab. Diese Schranke
heifit manchmal auch die Kugelpackungsschranke.

Satz 1.5.2 (Hamming-Schranke) SeiC ein (n, k)-Code iiber Fy, der t-fehler-
korrigierend ist.

(a) Es gilt

t

Sa-v(7) <ot (1.40)

j=0
(b) Ein Code ist genau dann perfekt, wenn Gleichheit in (a) gilt.

Beweis: Die Anzahl der Worter vom Gewicht kleiner gleich ¢ in Fy' ist

vea-0(7) a0 (5) 4 a-v(]).

In einem t-fehlerkorrigierenden Code sind alle Worter vom Gewicht ¢ Neben-
klassenfiihrer (Satz 1.4.6). Die Anzahl der Nebenklassen ist die Anzahl der Syn-
drome, also ¢"~*. Dies liefert die Schranke aus (a). Aussage (b) folgt direkt aus
(a) und Definition 1.5.1. a

Fiir t = 1 und ¢ = 2 miissen perfekte Codes
n+1=2""kF

erfiillen. Die Lénge n soll also von der Form 2™ — 1 sind. Solche Zahlen heiflen
Mersenne-Zahlen. Losungen sind beispielsweise (n, k) € {(3,1), (7,4)}. Beispiele
von perfekten Codes mit ¢t = 1 sind der (3, 1)-Wiederholungscode und der (7, 4)-
Code aus Beispiel 1.2.8, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.5.3 (a) Die folgende Tabelle listet die Nebenklassenfiihrer des (7, 4)-
Codes auf. Die Priifmatrix haben wir in Beispiel 1.2.8 berechnet.

Syndrom’ ‘ Nebenklassenfiihrer

(0,0,0) (0,0,0,0,0,0,0)
(1,1,0) (1,0,0,0,0,0,0)
(0,1,1) (0,1,0,0,0,0,0)
(1,0,1) (0,0,1,0,0,0,0)
(1,1,1) (0,0,0,1,0,0,0)
(1,0,0) (0,0,0,0,1,0,0)
(0,1,0) (0,0,0,0,0,1,0)
(0,0,1) (0,0,0,0,0,0,1).
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Wir sehen, dass die Nebenklassenfiihrer genau die Worter vom Gewicht kleiner
gleich 1 sind. Der Code ist also perfekt.

(b) Sei ¢ = 2 und n = 2t + 1 ungerade. Wir zeigen, dass der (n,1,n)-
Wiederholungscode iiber Fy aus Beispiel 1.2.3.(a) ein perfekter Code ist. Dieser
Code kann t Fehler korrigieren.

Es gilt

Wegen (7) = (,,",) eilt
241 241 t
> (0)- 2 05)-20)
jetr1 M jmtp1 NPT i=o \'

In der letzen Gleichheit haben wir i = n — j gesetzt. Wir schlieflen, dass

s()-3(5 ()=

Der Code besitzt Dimension k = 1, also ist dieser Code perfekt.

Der (7,4)-Code aus dem obigen Beispiel ist ein Beipiel eines Hamming-
Codes, den wir nun einfiihren.

Definition 1.5.4 Sei H,, eine Matrix iiber Fo deren Spalten genau alle ver-
schiedenen Vektoren in F5* \ {0} sind. Ein m-Hamming-Code iiber Fs ist ein
Code mit Priifmatrix H,,.

Die Lénge eines m-Hamming-Codes ist n = 2" — 1: Dies ist die Kardinalitét
von F45* \ {0}. Der Rang von H,, ist m, also ist k=n—m=2"—1—m.

Die Minimaldistanz des Codes ist 3: Die Spalten von H,, sind paarweise
verschieden, aber die Summe zweier verschiedener Spalten ist auch eine Spalte
von H. Satz 1.3.3 impliziert, dass die Minimaldistanz des Codes 3 ist. Hamming-
Codes konnen also t = 1 Fehler korrigieren. Wir schlieflen, dass wir Gleichheit
in der Hamming-Schranke (1.4) haben. Der folgende Satz folgt hieraus.

Satz 1.5.5 Hamming-Codes sind perfekte 1-fehlerkorrigierende Codes.

1.6 Der duale Code

Auf dem Vektorraum Fy definieren wir das Standardskalarprodukt als

n—1
(v,w) = Zviwi e,
i=0
Zwei Vektoren v, w € Fy heiflen orthogonal, wenn (v, w) = 0.
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Das Skalarprodukt iiber einem endlichen Korper ist symmetrisch und bili-
near, aber nicht positiv definit. Der Vektor v = (1,1,0,...,0) € F} ist nicht der
Nullvektor. Es gilt aber (v,v) = 141 = 0 € F. Der Vektor v ist also orthogonal
zu sich selbst.

Definition 1.6.1 Sei C ein (n, k)-Code. Der duale Code ist definiert als
ct={ve Fy | (¢;v) =0 fiir alle c € C}.
Ein Code mit C = C* heifit selbstdual.

Ein Beispiel eines selbstdualen Codes haben wir in Beispiel 1.2.8.(b) gesehen.

Satz 1.6.2 Sei C ein (n, k)-Code mit Erzeugermatrix G und Priifmatrix H.

(a) Die Matrix H ist eine Erzeugermatrix und G ist eine Priifmatrix des dualen
Codes C*.

(b) Der duale Code ist ein (n,n — k)-Code.
(c) Es gilt (C+)* =C.

Beweis: Ein Vektor v € Fy ist genau dann ein Element des dualen Codes,
wenn G - v! = 0, da die Zeilen der Erzeugermatrix eine Basis von C bilden. Die
Elemente des dualen Codes C* sind also die Priifgleichungen. Die Zeilen der
Priifmatrix bilden daher eine Basis des dualen Codes. Dies zeigt, dass H eine
Erzeugermatrix von C* ist. Aus

(@ HY = H-G' = (0) = (0
folgt ebenfalls, dass G eine Priifmatrix von Ct ist. Dies zeigt (a).
Aussage (b) folgt sofort aus (a), da H € M,,_j »(F,) ist. Die Definition des
dualen Codes impliziert, dass C C (C*)*. Die Gleicheit in Aussage (c) folgt aus

Dimensionsgriinden. O

Das folgende Korollar folgt direkt aus Satz 1.6.2.(a) und Lemma 1.2.6.

Korollar 1.6.3 Sei C ein Code mit Erzeugermatrix G. Dann ist C genau dann
selbstdual, wenn

G-G'=(0).

Beispiel 1.6.4 (a) Sei C der (7,4)-Code aus Beispiel 1.2.8. Der duale Code C*
ist ein (7, 3)-Code mit Erzeuger- und Priifmatrix gegeben durch

1011100
Ger=He=(11 1 0 1 0 1 0],
01 1100 1
1 000110
01 000 11
Heo=Ge=14 0101 0 1
0001111



Mit Satz 1.3.3 folgt, dass die Minimaldistanz des dualen Codes dmin(Cl) =4
ist.

(b) Wir konstruieren einen selbstdualen Code. Ist C = C*, dann erfiillt die
Dimension k£ von C die Gleichung n — k = k, also ist n = 2k gerade.

Wir betrachten die lineare Abbildung

n—1
w : ]FSL — F;H_lv (yOa .. ayn—l) — (y07 ey Yn—1,Yn ‘= Z yz)
i=0

Diese Abbildung héngt am Ende des Worts y ein Paritétsbit ¢, = w(y) (mod 2)
an. Das Wort 9 (y) besitzt also immer gerades Gewicht.

Sei C der (7,4)-Code aus (a). Wir definieren C = (C). Ein so konstruierter
Code heifit erweiterter Code. Die lineare Abbildung v ist injektiv, also besitzen
beiden Codes die gleiche Dimension. Es folgt, dass C ein (8,4)-Code ist. Die
Matrix

100 01 1 01
G — 01 00 0111
0 01 01 011
00011110
ist eine Erzeugermatrix von C.
Man iiberpriift, dass
G -Gt =(0).

Es folgt, dass C ein selbstdualer Code ist.

Ubungsaufgabe 1.6.5 Sei C C F4 ein (n, k, d)-Code. Wir bezeichnen mit C=
¥(C) den erweiterten Code, wie in Beispiel 1.6.4.(b) definiert. Zeige, dass

N 0
H = .
H :

0

eine Priifmatrix von C ist.

2 Endliche Ko6rper

2.1 Definition und Eigenschaften

Ein endlicher Koérper ist ein Korper mit endlich vielen Elementen.

Lemma 2.1.1 (a) Der Ring Z/mZ ist genau dann ein Kérper, wenn m eine
Primzahl ist.

(b) SeiT ein endlicher Kérper. Dann existiert eine Primzahl p, sodass Z/pZ C
I ein Teilkérper ist.
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(c) Die Kardinalitét eines endlichen Korpers ist eine Primzahlpotenz.

Beweis: (a) Wir schreiben Z/mZ = {[0],...,[m — 1]}. Der Ring Z/mZ ist
genau dann ein Korper, wenn alle Elemente [a] € Z/mZ \ {0} Einheiten sind,
d.h. wenn ein b € Z mit a-b = 1 (mod m) existiert. Dies ist genau dann der
Fall, wenn ggT(a,m) = 1. Ist ndmlich ggT(a, m) = 1, dann existieren x,y € Z
mit 1 = za + ym und [y] ist die Inverse von a. Elemente a mit ggT(a,m) > 1
sind offensichtlich nicht invertierbar.

Ist m = p eine Primzahl, dann ist Z/pZ* = Z/pZ \ {0} und F,, := Z/pZ ist
ein Korper. Ist m keine Primzahl, dann existieren ¢,d # +1 mit m = ¢ - d und
die Kardinalitét von Z/mZ* ist echt kleiner als m —1. Wir schlielen, dass Z/mZ
kein Korper ist. Alternativ kann man auch benutzen, dass ¢ # 0 ein Nullteiler
und deswegen nicht invertierbar ist. Dies zeigt (a).

(b) Sei F ein endlicher Kérper. Wir wihlen m > 1 minimal, sodass m -1 =
0. Da F nur endlich viele Elemente besitzt, existiert ein solches m. Es folgt,
dass Z/mZ C F eine Teilmenge ist. Ist m keine Primzahl, dann existiert ein
nicht-trivialer Nullteiler ¢ € Z/mZ. Wie im Beweis von (a) liefert dies einen
Widerspruch. Aussage (b) folgt.

(c) Sei F ein endlicher Kérper mit Teilkorper F, C F. Dann ist F ein [F,-
Vektorraum. Hierbei ist die Skalarmultiplikation F, xF — [F eine Einschrénkung
der Multiplikation des Korpers F.

Sei s := dimp, F und ey, ...,es eine Basis von F als IF,-Vektorraum. Die
Elemente von [ lassen sich eindeutig als

F={cies+---+cses|c; €Fp}
darstellen. Es folgt, dass |F| = p® ist. O

Definition 2.1.2 Sei F ein endlicher Korper. Der Charakteristik von F ist die
Primzahl p, sodass ein Teilkérper F,, C F existiert. (Bezeichnung Char(F).) Der
Teilkoérper IF, C F heifit Primkorper.

Wir werden zeigen, dass fiir jede Primzahlpotenz ¢ = p® ein Korper mit ¢
Elementen existiert (Theorem 2.1.4). Auflerdem zeigen wir, dass zwei endliche
Korper mit gleicher Kardinalitéit isomorph sind. Diesen Korper mit ¢ Elementen
werden wir mit F, bezeichnen. Wir beweisen zunéchst ein einfaches Lemma. Die
Aussage ist als “freshman’s dream”bekannt.

Lemma 2.1.3 Sei F ein Korper der Charakteristik p > 0. Dann gilt
(a+B)F =af + 57, fiir alle o, B € F.

Beweis: Sei 1 <i < p— 1. Dann ist

P P!
() =mrm=reme

Hier haben wir benutzt, dass p den Zéhler aber nicht den Nenner des Bruchs
teilt. Die Aussage des Lemmas folgt also aus der binomischen Formel. ]
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Theorem 2.1.4 Sei ¢ = p® eine Primzahlpotenz.
(a) Es existiert ein Korper F mit ¢ Elementen.

(b) Die Elemente von I sind Nullstellen des Polynoms f,(x) := % — x. Dieses
Polynom zerféllt in Linearfaktoren iiber F.

(c) Zwei Kérper mit q Elementen sind isomorph.

Beweis: Wir beweisen zuerst (b). Sei F ein Kérper mit ¢ Elementen. Die
multiplikative Gruppe F* = F \ {0} enthélt ¢ — 1 Elemente. Die Ordnung eines
Elements o € F* ist also ein Teiler der Gruppenordnung ¢ — 1 ([1, Satz 1.8.5]).
Insbesondere ist a eine Nullstelle von 277! — 1, also auch von f,(z) = 27 — x.
Das Element 0 € F ist ebenfalls eine Nullstelle dieses Polynoms. Das Polynom
fq von Grad ¢ besitzt also ¢ verschiedene Nullstellen in F und zerfallt daher
iiber F in Linearfaktoren:

fol@) = T (@ ).

aclF

Wir beweisen nun die Existenz eines Korpers F mit ¢ Elementen. Teil (b)
impliziert, dass die Elemente von IF genau die Nullstellen von f; sind.

Wir behaupten, dass eine Kérpererweiterung L von [, in dem f; in Linear-
faktoren zerféllt, existiert. Sei g1 € F,[z] ein irreduzibler Faktor von f, von
Grad echt grofer als 1. In der Korpererweiterung L; = Fp[z]|/(g1) besitzt g1
eine Nullstelle. Mit Induktion folgt nun die Existenz einer Koérpererweiterung,
in der f, in Linearfaktoren zerfillt. (Siehe auch [2, Satz 5.4.4].)

Wir behaupten, dass f; keine mehrfache Nullstellen in L besitzt. Ist o € L
eine mehrfache Nullstelle, dann ist o auch eine Nullstelle der formalen Ableitung
folx) = qri~! — 1. Da ¢ = p" = 0 € F,, gilt fo(x) = qr? ' —1=—-1¢ Lx].
Also besitzt f, keine mehrfachen Nullstellen. Da f, in L[z] in Linearfaktoren
zerfillt, besitzt f; in L genau ¢ Nullstellen.

Sei F' C L die Menge der Nullstellen von f;, d.h.

F={aelL|a?=a}.
Wir behaupten, dass F' ein Korper ist. Seien o, 8 € F' mit a # 0. Es gilt
(aB)? =aB? (=B)!=-3, (1/a)!=1/a"

Also sind o - 8, = und 1/« auch in F.
Wir miissen zeigen, dass a+ 0 € F ist. Mit Induktion folgt aus Lemma 2.1.3,
dass o
(a+p)!=("+p")P =--=aT+p9€ L.

Wir haben angenommen, dass a, 5 € F, also a? = o und 7 = 3. Es folgt, dass
(a+B)? = a+ B. Insbesondere ist « + 8 € F. Wir schlieflen, dass F' ein Korper

1st.
Aussage (c¢) folgt aus (b). a
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Der folgende Satz beschreibt die Ordnung der Elemente in F,. Wir erinnern
uns, dass die Ordnung eines Elements o € Fy die kleinste positive Zahl 7 mit
o =1 ist. Man zeigt leicht, dass

ord(«)

ord(a’) = 2T (i ord(@)) (2.1)

Satz 2.1.5 Die Gruppe I} ist zyklisch, d.h. es existiert ein Element o € F mit
Ordnung q — 1.

Beweis: Sei a € F; ein Element maximaler Ordnung m = ord(a). Sei
H C F; die Untergruppe der Elemente deren Ordnung ein Teiler von m ist. Die
Elemente von H sind genau die Nullstellen des Polynoms g,,(x) := 2™ — 1. Da
a € H ist, besitzt H mindestens m = ord(a) Elemente, ndmlich die Elemente
von (o) = {a,a?,...,a™ = 1}. Da g,, hochstens m Nullstellen besitzt, sind
dies auch die einzige Nullstellen von g,,. Es folgt, dass H = {«) zyklisch ist.

Wir behaupten, dass ord(a) = m = ¢ —1ist. Ist m < ¢—1, dann ist H C [}
und es existiert ein Element § € F; \ H. Da 8 ¢ H, ist £ := ord(8) { m, also
ist keV(¢,m) > m. Das Element 7 := «f besitzt Ordnung kgV (¢, m) > m. Dies
widerspricht der Wahl von m als maximaler Ordnung eines Elements in F}. Es
folgt, dass m = ¢ — 1, also ist F; = H = () zyklisch. o

Bemerkung 2.1.6 Sei a € F ein Element der Ordnung ¢ —1 wie in Satz 2.1.5.
Dann gilt F, = {0, a,a?,...,a%"! = 1}. Ist ¢ = p eine Primzahl, dann heiit «
Primitivwurzel modulo p.

Sei 3 ein Element der Ordnung r. Die Anzahl der Elemente der Ordnung r
in () ist p(r), wobei ¢ die Eulersche ¢-Funktion ist. Wir schreiben r = [[, pi*,
wobei die p; paarweise verschiedene Primzahlen sind. Dann gilt

o(r) = H (e (pi — 1)),

[2, Satz 2.7.5].

2.2 Das Minimalpolynom

Theorem 2.1.4 impliziert, dass jedes Element 8 € F, eine Nullstelle von f,(z) =
z? — x € F,[x] ist. Dies war der wichtigste Schritt im Beweis der Existenz und
Eindeutigkeit endlicher Koérper. Im Algemeinen ist 8 auch die Nullstelle eines
Polynoms kleineren Grades. Der folgende Definition ist [1, Def. 4.2.4] formuliert
in unserer Situation.

Definition 2.2.1 Sei § € Fy.. Das Minimalpolynom f(x) := ming, () ist das

normierte Polynom kleinsten Grades mit Koeffizienten in F,,, sodass 3 eine Null-
stelle von f ist.
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Sei f(x) = ming, (5), dann ist f irreduzibel, d.h. es existieren keine Polynome
g,h € Fplz] mit f = g-h mit g, h Polynome echt kleineren Grades. Ist ndmlich
f=g-h,dann ist f(B8) = g(B)h(B), also ist 8 eine Nullstelle von g oder h. Dies
widerspricht der Wahl von f als Polynom kleinsten Grades mit 3 als Nullstelle.

In Definition 2.2.1 fordern wir, dass das Minimalpolynom normiert ist, d.h.
fiihrenden Term zG"24(f) besitzt. Dies impliziert, dass das Minimalpolynom ein-
deutig ist ([1, Satz 4.2.3]).

Lemma 2.2.2 Sei 8 € F;. Dann gilt

ming, (8) | fg € Fpl].

Beweis: Sei 8 € F; und m(z) = ming, (). Mit Hilfe der Division mit Rest
fiir Polynome schreiben wir

fq(z) = q(z)m(z) + r(x), Grad(r) < Grad(m).

Als Element von F, ist § eine Nullstelle von f;, (Theorem 2.1.4.(b)). Es ist
ebenfalls eine Nullstelle seines Minimalpolynoms m(z). Es folgt, dass r(8) = 0.
Da Grad(r) < Grad(m) folgt aus Definition 2.2.1, dass r = 0 ist. O

Beispiel 2.2.3 Wir faktorisieren fig(z) = 2! — 2 € Fy[x] in Linearfaktoren
und finden

e —r=a@+ D)@ e+ D@ e+ D)@ 23+ D)@ F 23 2t a4 1).

Dies berechnet man beispielsweise in Maple mit dem Kommando Factor z'6—2

(mod 2). Die irreduziblen Faktoren von fig(x) sind die méglichen Minimalpo-
lynome von Elementen von Fig. Der Faktor = besitzt 0 als Nullstelle.

Im Rest des Beispiels berechnen wir die Ordnung der Nullstellen der iibrigen
irreduziblen Faktoren von z1¢ — z. Diese Nullstellen sind in Fj4 ~ Z/15Z (Satz
2.1.5). Daher ist die Ordnung dieser Nullstellen ein Teiler von ¢ — 1 = 15.
Aus (2.1) folgt auBerdem, dass Fj; genau 1 Element der Ordnung 1, ¢(3) = 2
Elemente der Ordnung 3, ¢(5) = 4 Elemente der Ordnung 5 und ¢(15) =
»(3)¢(5) = 8 Elemente der Ordnung 15 enthiilt. Das einzige Element der Ord-
nung 1 ist § = 1 mit Minimalpolynom =z + 1 =z — 1 € Fa[z].

Sei B ein Element mit Minimalpolynom ming, (8) = x* + 23 + 2% + 2 + 1.
Dann ist

B —1=(B-1)(B*+p*+p>+B+1)=0.

Also besitzt  Ordnung 5. Ebenso zeigt man, dass die Nullstellen von 22 +x + 1
Ordnung 3 besitzen. Die 8 Elemente der Ordnung 15 sind also die Nullstellen
von z* +x + 1 und 2* + 23 + 1.

Sei ¢ = p" und S € F,. Mit Fj,(5) bezeichnen wir den kleinsten Teilkorper
von Iy, der 3 enthélt. Sei g(x) = ming, (3). Dann ist

Fp(B) = Fpla]/(9())-
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(Siehe Lemma [1, Lemma 4.2.5].) Konkret bedeutet dies, dass

d—1
Fp(B8) = {Zczﬂi |ci € IF,,} : (2.2)

=0

Insbesondere ist d := Grad(g) = [F,(8) : Fp] der Grad der Korpererweiterung.
Zwei Elemente von F,(3) multipliziert man mit Hilfe der iiblichen Rechenregel.
Mit Hilfe der Relation g(8) = 0 kann man das Produkt wieder in der Form (2.2)
schreiben.

Lemma 2.2.4 (a) Sei 8 € Fps. Es gilt F,(8) = Fa fiir ein d | s.
(b) Es existiert genau dann einen Teilkorper L C Fps mit L ~F,a, wenn d | s.

Beweis: Wir zeigen zuerst (b). Sei L C Fps ein Teilkorper. Der Gradsatz
([1, Theorem 4.2.10]) sagt, dass

[Fpe : Fp] = [Fpe : L] - [L : Fp].

Es folgt, dass d = [F,(8) : Fp] | [Fps : Fp] = s. Dies zeigt die Hinrichtung von
(b).

Sei d ein Teiler von s. Dann ist 27° —x ein Teiler von 2?° —x (Ubungsaufgabe).
Insbesondere zerfillt 2P — z in Fps in Linearfaktoren. Wie im Beweis von Theo-
rem 2.1.4 folgt, dass

d
pr =B}
ein Teilkérper von F)s ist. Dies zeigt die Riickrichtung von (b).

Sei 8 € Fps. Dann ist F, C F,(8) C Fps ein Teilkorper. Aussage (a) folgt

daher aus (b). a

Fpa = {B € Fps

Definition 2.2.5 Ein Element a € F,s heifit primitives Element, falls Fps =
Fp(a).

Lemma 2.2.4 impliziert, dass o € Fps genau dann primitiv ist, wenn s =
Grad(ming, («)). Ist @ € Fj. ein Element der Ordnung p® — 1, dann ist a ein
primitives Element, da « in keinem echten Teilkorper F,« von Fys enthalten ist.

Beispiel 2.2.6 Dies ist eine Fortsetzung von Beispiel 2.2.3. Wir wéhlen ein
a € Fig mit Minimalpolynom ming, (o) = #* 4+ z + 1. Wir haben gesehen, dass
ord(a) = 15. Alle Elemente von Fj4 lassen sich als o' schreiben. Die Elemente o’
konnen wir ebenfalls als co+cya+coa®+cza® mit ¢; € Fy schreiben (wie in (2.2)).
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Die folgende Tabelle gibt eine Ubersetzung zwischen beiden Darstellungen:

7 \ o \ord(a)
0 1 1
1 « 15
2 a? 15
3 a’ 5
4 at=a+1 15
5 o’ +a 3
6 a’ + a? 5
7 P +a+1 15
8 a?+1 15
9 oS+ a 5
10 a?+a+1 3
11| o +a’+a 15
12| +a’+a+1 5
3] a®+a%+1 15
14 ad+1 15.

Das Polynom z* — z zerfillt in Fi4 in Linearfaktoren. Die Nullstellen sind 0

und die Elemente deren Ordnung ein Teiler von 3 ist:
stz =z@-1)(@?+2+1) =z —-1)(z —a’)(z - a'?).

Also ist
F4 ~ FQ[Z‘]/(Z‘Q +x+ 1) ~ FQ(O&S) C ]Flﬁ.

Beispiel 2.2.7 Wir illustrieren wie man im Kérper IF, rechnen kann. Wir wéhlen
q = 16 und benutzen die Bezeichnung aus Beispiel 2.2.3.

Die Darstellung der Elemente von Fi¢ als o ist hilfreich beim Multiplizieren
von Elementen. Beispielsweise ist

1/ =a3=a? =+’ +a+1.

Bei der Addition ist die Schreibweise als Linearkombination von 1,«,a?,a®
einfacher. Beispielsweise ist

P+a" =@ +a)+ (P +a+l)=aP+a?+1=0a3

Mit Hilfe der Tabelle kann man leicht zwischen beiden Darstellungen hin
und her wechseln. Wir betrachten das Polynom f(z) = 1+ o?z* + o!%25. Dann
ist

f(a2)21+a10+a2021+a10+a5
=1+(10+a+a®)+(a+a®) =0.
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2.3 Bestimmung von irreduziblen Polynomen

Um im Kérper F,, zu rechnen, ist es hilfreich den Kérper als Fy = F,,(8) darzu-
stellen (Beispiel 2.2.7). Ist Fy = F,,(5), dann ist ming, (5) € Fp[z] ein irreduzibles
Polynom vom Grad s (Lemma 2.2.4). Aus der Existenz des Koérpers Fps folgt
also die Existenz eines irreduziblen Polynoms in F,[z] von Grad s.

In Abschnitt 4.4 werden wir die Beschreibung der irreduziblen Polynome
iiber F, benotigen. Daher wéhlen wir in diesem Abschnitt I, als Grundkérper.

Satz 2.3.1 Sei § € Fys und g(z) = ming, (8). Wir schreiben d = Grad(g(z)).
Es gilt

(a) g(B?) =0,
(b)

d—1

g(z) = [J(z — B7) € Fyu[a].

=0

Beweis: Sei g(x) € Fy[z] wie in der Aussage des Satzes. Wir schreiben

Da ¢; € F, gilt, dass ¢] = ¢;. Lemma 2.1.3 impliziert also, dass

d

d q
0=g(B)" = (Z Cﬁi) =Y ap = g(8Y).

=0

Dies zeigt (a).

Aus (a) folgt direkt, dass ﬁqi fiir alle ¢ eine Nullstelle von g ist. Wir miissen
zeigen, dass g keine weitere Nullstellen besitzt. Lemma 2.2.4.(b) zeigt, dass
Fy(B) = Fya. Dies bedeutet, dass d die kleinste positive Zahl mit /J’qd = 3 ist.

Behauptung: Die B‘Ii fir i =0,...,d — 1 sind paarweise verschieden.
Um einem Widerspruch abzuleiten, nehmen wir an, dass 0 <i < j <d—1
mit 47 = 9" existieren. Dann gilt

j—i

0=p" —p" = (87" =),

Lemma 2.1.3. Es folgt, dass qufi = 5.Da0 < j—i < dist j—1 eine positive Zahl
als d mit dieser Eigenschaft. Dies liefert einen Widerspruch und die Behauptung

folgt. ‘

Die Behauptung impliziert, dass 8¢ mit i = 0,...,d — 1 paarweise verschie-
dene Nullstellen von g sind. Die Zahl d war definiert als der Grad von g, also
besitzt g keine weitere Nullstellen. Aussage (b) folgt. O
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Beispiel 2.3.2 Sei o € Fig ein Element mit Minimalpolynom z* + 2 + 1 wie
in Beispiel 2.2.6. Dann gilt

e+ 1l=(z—a)(z—a?)(z—a')(z—a®) € Figla].
Wir berechnen das Minimalpolynom iiber Fy von 8 := a”. Es gilt
52 S ﬁ22 — a2 =13 523 — ot
Es gilt, dass 624 = 3, da B € F15. Wir schlielen
min(B) = (z — o) (z — ) (z — a®)(z — ') = 2* + 2% 4+ 1.

Der Beweis von Satz 2.3.1 liefert auch eine Beschreibung der irreduziblen
Polynome in F[z].

Definition 2.3.3 Wir betrachten die Menge X, = Z/(¢®* —1)Z. Sei a € X, und
m, die kleinste positive Zahl, sodass

¢"a=a (mod ¢°—1).
Die zyklotomische Nebenklasse von a ist die Menge
C, ={a,qa,q¢%a,...,q™ ta} C X,.

Wir wihlen ein festes a € F; der Ordnung ¢° — 1. Wir definieren

Bemerke, dass M(® nur von der zyklotomischen Nebenklasse C,, und nicht von
der Wahl des Représentanten a abhéngt.

Korollar 2.3.4 (a) Die Polynome M® € F[z] sind irreduzibel.

(b) Sei g(z) € Fylz] ein normiertes irreduzibles Polynom vom Grad d | s.
Dann existiert ein a mit g(z) = M(®(z).

Beweis: In Satz 2.3.1 haben wir gezeigt, dass M(® (z) das Minimalpolynom
von a® ist. Insbesondere ist M(?)(z) irreduzibel. Dies zeigt (a).

Sei g wie in (b). Dann ist L := Fy[z]/(g) ~ F,a. Da d | s, kénnen wir L als
Teilkérper von Fy- auffassen (Lemma 2.2.4). In L, also auch in Fs, besitzt das
Polynom g eine Nullstelle 5 ([1, Lemma 4.2.5]). Es existiert ein a mit 8 = o®.
Da g irreduzibel ist, folgt, dass

g(z) = ming, (3) = M@,
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Beispiel 2.3.5 Wir betrachten ¢ = 2 und ¢° = 16. Wie in den Beispielen 2.2.3,
2.2.6 und 2.3.2 wihlen wir « als Nullstelle von z* +  + 1. Die folgende Tabelle
listet die zyklotomischen Nebenklassen und die entsprechenden Polynome M ()
auf:

a | c, | M@

0 {0} z+1

1] {1,2,4,8} itz +1

3| {3,6,12,9} |2*+a3+22+ax+1
5 {5,10} ?+z+1

71 {7,14,13,11} s+ a3 +1

Die Berechnungen der Minimalpolynome M () haben wir in den vorhergehenden
Beispielen schon gemacht.

Bemerkung 2.3.6 In diesem Abschnitt spielte die Abbildung
F:Fgs = Fys, z +— x4

eine wichtige Rolle. Diese Abbildung erfiillt F(xy) = F(z)F(y) und F(z +y) =
F(z) 4+ F(y) (Lemma 2.1.3). Dies bedeutet, dass F ein Ringhomomorphismus
ist. Da F' offensichtlich bijektiv ist, ist F' sogar ein Ringisomorphismus von Fs
mit sich selbst. Diese Abbildung heifit g-Frobenius-Automorphismus.

3 Reed—Solomon-Codes

Reed—Solomon-Codes sind eine Klasse viel benutzter Codes. Beispielsweise wer-
den sie bei CD-Spielern und in QR-Codes benutzt.

3.1 Definition

Sei ¢ = p® eine Primzahlpotenz und I, der Kérper mit ¢ Elementen.

Ein Auswertungsvektor in [, ist ein Vektor a := (ao,...,an—1), Wobei
a; € F, paarweise verschieden sind. Bemerke, dass notwendigerweise n < ¢ ist.
Wir bezeichnen mit P, = {f € F,[z] | Grad,(f) < k} den k-dimensionalen
Vektorraum der Polynome vom Grad echt kleiner als k. Achtung: k bezeichnet
die Dimension von Py als F,-Vektorraum und nicht den maximalen Grad der
Polynome.

Im Folgenden werden wir immer annehmen, dass k < n ist.

Definition 3.1.1 Ein Reed-Solomon-Code (kurz: RS-Code) ist das Bild der
linearen Abbildung

¢ Py — Ty, e (fla)i=y (3.1)

Hierbei ist k¥ < n und a := (a;); ein Auswertungsvektor in F,.

25



Lemma 3.1.2 Sei k < n. Ein RS-Code mit Parameter (n, k) ist ein (n,k,n +
1 — k)-Code. Insbesondere kann der Code |(n — k)/2] Fehler korrigieren.

Beweis: Wir definieren den RS-Code C als das Bild einer Abbildung ¢ wie
in (3.1). Als Bild einer linearen Abbildung ist C offensichtlich linear. Die Linge
des Codes ist n, da C C Fy.

Ein Polynom f € Py besitzt hochstens Grad(f) < k — 1 Nullstellen. Ist
f € ker(p), dann ist f(a;) = 0 fiir 0 < ¢ < n — 1 und f besitzt mindestens
n > k — 1 Nullstellen. Es folgt, dass f das Nullpolynom ist. Also ist ¢ injektiv
und die Dimension des Codes ist k = dimp, Pj.

Sei ¢ := ¢(f) = (co,-..,cn-1) ein Codewort. Dann ist ¢; = f(a;). Da f € Py
hochstens k — 1 Nullstellen besitzt, gilt w(c) >n—(k—1) =n+1—k. Also ist
dmin(C) > n+ 1 — k. Das Lemma folgt aus der Singleton-Schranke (Satz 1.3.1).

O
Jedes Polynom f € P kann man als f(z) = Zf:_ol b;x’ schreiben. Wir
wihlen B = (1,x,...,2%1) als Basis von Pj. Beziiglich dieser Basis kénnen wir

f also als Vektor (b, ...,b,—1) auffassen. Dies ist das Informationswort.
Die Abbildung ¢ aus Definition 3.1.1 ist eine Codierungsabbildung. Es folgt,
dass die Matrix

1 1 1 1
agp ai as An—1
G = M(p) = : (3:2)

von ¢ eine Erzeugermatrix des RS-Codes ist.

In Definition 3.1.1 haben wir allgemeine RS-Codes definiert. In der Praxis
benutzt man eine spezielle Unterklasse von RS-Codes, die wir in der néchsten
Definition definieren. Ab jetzt werden wir immer nur solche RS-Codes betrach-
ten. Wieso diese Codes zyklisch heiflen, werden wir in Abschnitt 4 sehen.

Definition 3.1.3 Sei n | (¢ — 1). Ein zyklischer RS-Code RS™F () ist ein RS-
Code mit Auswertungsvektor (1,3, 3%,...,38" 1), wobei 8 € [F7 ein Element der
Ordnung n ist.

In Satz 2.1.5 haben wir gesehen, dass Fy eine zyklische Gruppe der Ordnung
q — 1 ist. Diese Gruppe besitzt genau dann ein Element der Ordnung n, wenn
n| (¢ — 1) . Dies erkldrt die Bedingung in der obigen Definition.

Beispiel 3.1.4 Sei F4 ein Korper mit 16 Elementen und a € Fy4 eine Nullstelle
von %+ z + 1. In Beispiel 2.2.3 haben wir gesehen, dass o Ordnung 15 besitzt.
Das Element 3 := o? besitzt also Ordnung n = 15/3 = 5. Wir beschreiben den
entsprechenden zyklischen RS-Code.

Wir withlen k = 3 und (1,3 := a3, 82 = o, 8% = o, 8* = a'?) als Auswer-
tungsvektor. Sei C der zugehorige zyklische RS-Code. Lemma 3.1.2 impliziert,
dass dpin(C) =n+1—k = 3.
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Sei ¢ wie in (3.1). Eine Basis von C iiber Fy¢ ist
=¢(1)=(1,1,1,1,1),

(p(af) = (Lﬁ = 063752 = a6763 = a9764 = 0412)7
Sa(xz) = (17B2>ﬂ4aﬂ6 = 0437[38 = 049).

Satz 3.1.5 Sei C = RS™*(B) ein zyklischer RS-Code. Der Auswertungsvektor
ist also a; = 3%,i=0,...,n—1und B € 7 besitzt Ordnung n. Die Matrix

ag aq as o Ap—1
aj  af @} az_
H= ) .
n—k n—k n—k n—k
Qg ay ) Ap—1 (3.3)
1 ﬂ 677,71
1B Gk
i : : € Mn—k,n(Fq)
i ﬁn'—k . (ﬁn—;c)n—l

ist eine Priifmatrix von C.

Beweis: Behauptung 1: Die Matrix H besitzt Rang n — k.

Es ist offensichtlich, dass der Rang von H hochstens n—Fk ist. Die Behauptung
folgt daher, wenn wir eine invertierbare (n — k) x (n — k)-Untermatrix H von
H konstruieren.

Wir betrachten die (n — k) x (n — k)-Untermatrix H von H, bestehend aus
den ersten n — k Spalten. Es gilt

ag ay a2 o Op—k—1
2 2 2 2
. ap ay az o Ak
det(H) =| . . ) ) —
n—k n—k n—k n—k
Qg ay ag A1
1 1 1
ao ai ag ot Op—k—1
ag - On—k—1
n— k 1 n—k—1 n—k—1 n—k—1
) a ) L S

Die letzte Determinante ist die Determinante der Transponierten einer Vandermonde-
Matrix. Es folgt, dass

det(ﬁ) =ag- - Gp_fk—1 H (a; — a;).

0<i<j<n—k—1

Die Wahl der a; impliziert, dass die a; paarweise verschieden und ungleich Null
sind. Es folgt, dass die Matrix H invertierbar ist. Hieraus folgt Behauptung 1.
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Behauptung 2: Sei G wie in (3.2). Dann gilt G - H® = (0).
Der (i + 1, j)-te Eintrag von G - H' ist

af
o . al ol
(ah af -+ al_y) :Zagﬂ.
- s=0
Ty g

Wir haben a; = 37 gewihlt. Also erhalten wir

n—1 n—1
>t =2 (B)
s=0 s=0

Die Matrix G - H' ist eine k x (n — k)-Matrix, also ist 1 < (i + 1) < k und
1<j<n-—k. Esfolgt, dass 1 <i+j <n—1. Das Element § besitzt Ordnung
n, also ist (B17)" = 1 aber 17 # 1. Es folgt, dass

n—1 i+j\n _
Z(ﬁi-{-j)s — <5+ ) 1 —0.

i+
s=0 ﬁ ! 1

Dies zeigt Behauptung 2. Der Satz folgt aus den beiden Behauptungen. O

3.2 Das Fehlerstellenpolynom

Im Rest des Kapitels beschreiben wir einen Algorithmus zum Decodieren von
zyklischen RS-Codes. Der Algorithmus basiert auf dem euklidischen Algorith-
mus.

Sei 3 € F;; ein Element der Ordnung n, insbesondere gilt n | (¢—1). Sei C der
zyklische (n, k,n + 1 — k)-RS-Code mit Auswertungsvektor (1,3, 32,..., 3" 1).
Dieser Code kann t := |(n — k)/2] Fehler korrigieren.

Sei r = (rg,...,7n—1) € F ein empfangenes Wort. Wir schreiben r = ¢ + e,
wobei ¢ = (¢;) das Codewort und e = (e;) das Fehlerwort ist. Wir nehmen an,
dass w(e) < t. Wir konnen also den Fehler e korrigieren. Unser Ziel ist es, das
Codewort ¢ aus dem empfangenen Wort r zu berechnen. Der erste Schritt des
Verfahrens ist die Berechnung der Fehlerstellen.

Definition 3.2.1 Die Fehlerstellen sind die Werte
I={0<i<n-—1]|e #0}.

Das Polynom

A(x) = [J(z = 8") € Fylu]

icl
heifit Fehlerstellenpolynom. Wir schreiben 7 = |I| = Grad(A) fiir die Anzahl
der Fehler.
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Beispiel 3.2.2 Das Element 5 := 2 € F besitzt Ordnung 4 und definiert den
Auswertungvektor (1,3 = 2,8% = 4,8% = 3). Sei C der (4,2,3)-RS-Code mit
diesem Auswertungsvektor.

Das Polynom f(z) = 1+ a € P, definiert das Wort ¢ = (2, 3,0,
betrachten den Fehlervektor e = (0,0,0,1) und erhalten r = ¢+ e = (2,
Es ist I = {3} und das Fehlerstellenpolynom ist

Ax) = (z — %) = (z - 3).

In Definition 1.4.2 haben wir das Syndrom von r als den Vektor s(r) =
Hr' € F}~% definiert. Die Priifmatrix H erfiillt H¢! = 0 fiir alle Codewdrter c,
also gilt auch

4). Wir
3,0,0).

s(r)=Hr' = H(c+e)' = Hc' + He' = He'.

Wir schreiben s(r) = (S1,...,Sn—¢). Mit Hilfe der Priifmatrix H aus Satz
3.1.5 finden wir fiir zyklische RS-Codes

n—1 n—1
Si=» mB=>eB9, i=1..n—k (3.4)
§=0 §=0

Der zweite Ausdruck ist hilfreich in Beweisen, aber nicht um die Syndrome zu
berechnen, da e nicht bekannt ist.

Bemerkung 3.2.3 Die Formel (3.4) kann man sich leicht merken, indem man
das Wort r als Polynom auffasst. Dazu bemerken wir, dass

Fy — Pa, r=(rg,...,rn-1) — r(x) = Zrixi

ein Isomorphismus von Fg-Vektorrdumen ist. Identifizieren wir das Wort r = (r;)
mit dem Polynom r(x), dann kénnen wir (3.4) auch als

Si=r(B")

schreiben. Eine genauere Variante dieser Konstruktion beschreiben wir in Ab-
schnitt 4.

Definition 3.2.4 Seir = (r;) € [y ein empfangenes Wort. Das Polynom

2t 2t—1
= Z Sil‘%ii e Z Sgt_jxj = Sot + Sot_1x+ -+ 51I2t71
— =

heifit Syndrompolynom.
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Achtung: Bitte beachten Sie die Indizierung der Koeflizienten des Syndrom-
polynoms.

Nach Definition gilt ¢t = [(n — k)/2], also 2t < n — k. Dies bedeutet, dass
alle im Syndrompolynom vorkommenden Syndrome in der Tat definiert sind.
Um das Syndrompolynom zu bestimmen, braucht man nur die Syndrome S;
mit 1 <14 < 2t.

Beispiel 3.2.5 Wir berechnen das Syndrompolynom des Worts r = (2, 3,0,0)
aus Beispiel 3.2.2. Dazu fassen wir r als Polynom r(z) = 2 4 3z auf. Der Code
kann ¢ = 1 Fehler korrifieren. Es gilt S; = 7(3) = r(2) = 3 und S3 = r(8?) =
r(4) = 4. Das Syndrompolynom ist

S =5+ Sx=4+3z.

Aus der Tatsache, dass die Syndrome nicht alle Null sind, folgt, dass r kein
Codewort ist. In Beispiel 3.2.2 hatten wir r gerade als Codewort mit 7 = 1
Fehler konstruiert, also ist dies keine Uberrasschung.

Der folgende Satz bildet die Grundlage des Decodierverfahrens.

Satz 3.2.6 Seir ein empfangenes Wort mit héchstens 7 < t = |(n—k)/2] Feh-
lerstellen und sei S das entsprechende Syndrompolynom. Sei A(xz) = >°7_ Aja?

i=0
das Fehlerstellenpolynom und S = Zfigl So¢_;x' das Syndrompolynom. Wir

schreiben '
A(z)S(x) = Zuixz.

Dann gilt p; =0 fiir 7 <i <2t —1.

Satz 3.2.6 impliziert, dass ein Polynom R € F,[z] mit Grad(R) < 7 — 1
existiert, sodass
A-S=R (mod z%). (3.5)

Diese Kongruenz ist bekannt als die Schliisselgleichung. Das entsprechende Po-
lynom R heifit Fehlerauswertungspolynom. Mit diesem Polynom kann man die
Fehlerwerte berechnen. Dies besprechen wir im néchsten Abschnitt.

Beweis: Wir haben angenommen, dass das Gewicht w(e) des Fehlerworts
hochstens t = | (n—k)/2] ist. Also ist Grad(A) < ¢t und Grad(A-S) < t+4(2t—1).
Die im Syndrompolynom enthaltenen Syndrome sind S; mit 1 < ¢ < 2t.
Einfachheitshalber setzen wir in diesem Beweis S; = 0 falls ¢ < 0 oder i > 2t.
Die Definition von p; impliziert, dass

Hi = Z (AjS2t—i+s)- (3.6)

0<j<7

Um den Satz zu beweisen, betrachten wir die Koeffizienten pu; fiir 7 < ¢ < 2¢—1.
Aus den Ungleichungen 0 < j < 7und 7 <3 < 2t—1folgt, dass 1 <2t —i+j <
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2t. Alle Koeffizienten So;_;;, die in der Summe (3.6) vorkommen, sind also
tatséichlich Syndrome.
Mit (3.4) folgt, dass

T n—1
i Aj (Z 62(55)2t+ji)
0

=

I
=

J

<
i

_ eé(ﬁg)gt_i Z )\j (Bf)j

Jj=0

Il
o~
L[~

- o

S

ee(B5)*TA(BY).

£=0

Falls ¢ keine Fehlerstelle ist, ist e, = 0. Ansonsten ist A(3¢) = 0. Wir schliefien,
dass p; =0 fiir 7 <49 <2t —1. O

Beispiel 3.2.7 (a) Dies ist eine Fortsetzung von Beispiel 3.2.5. Dort haben wir
A =2 —3 und S =4+ 3z berechnet. Wir finden

Az) - S(x) = (x — 3)(4+ 3z) = 322 + 3.

Die Koeflizienten p; mit 1 = 7 < ¢ < 2t — 1 = 1 dieses Polynoms verschwinden.
Wir finden R = 3.

(b) Wir betrachten den selben Code aber haben diesmal das Wort r =
(2,2,3,1) empfangen, also r(z) = 2+2x+3x%+x3. Wir berechnen S; = 7(2) = 1
und Sy = r(4) = 2, also S(z) = 2+ 2. Um die Fehlerstellen zu berechnen,
betrachten wir A(z) = x + a. Es gilt

Az) - S(z) = 2° + (2 + a)x + 2a.

Ist A ein Fehlerstellenpolynom, dann muss der Koeffizient 2 + a von z in A - S
verschwinden. Wir schlieflen, dass a = —2 und A(z) = 2 — 2. Das Fehlerauswer-
tungspolynom ist R(xz) = 1. Das Fehlerstellenpolynom A besitzt die Nullstelle
2 = BL. Die Fehlerstelle ist also i = 1.

Um den Fehlerwert e; zu berechnen, benutzen wir (3.4). Wir wissen, dass
i = 1 die einzige Fehlerstelle ist. Daher gilt S; = e;8'*. Wir finden 1 = S} =
e1 - 2! und schliefen, dass e; = 3 ist. Das gesuchte Codewort ist

c=r—e=(223,1)—(0,3,0,0) = (2,4,3,1).

Wir iiberlassen es dem Leser/der Leserin zu iiberpriifen, dass dies in der Tat ein
Codewort ist. (Das entsprechende Polynom ist 2z.)

3.3 Das Fehlerauswertungspolynom

In diesem Abschnitt benutzen wir die gleichen Bezeichnungen wie im Abschnitt
3.2. Insbesondere ist der Auswertungsvektor (1,3, 32,...,3" 1), wobei 8 € F,
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ein Element der Ordnung n ist. Wir schreiben I = {0 <i <n —1]e; # 0} fiir
die Menge der Fehlerstellen.

In Beispiel 3.2.2 haben wir schon eine Methode zur Berechnung der Feh-
lerwerte kennen gelernt. In diesem Abschnitt besprechen wir eine alternative
Methode. Diese benutzt das Fehlerauswertungspolynom R.

Satz 3.3.1 (Forney-Formel) Sei A das Fehlerstellenpolynom und R das Feh-
lerauswertungspolynom. Dann gilt

R(B)
PN ()
Beweis: Wir wissen, dass A(z) = [],.;(z— ") ein normiertes Polynom vom

Grad 7 und R ein Polynom mit Grad(R) < 7 — 1 ist. Da die Nullstellen von A
paarweise verschieden sind, gilt fiir die Partialbruchzerlegung

R R@) 1
P S¥ UG

wobei A’ die formale Ableitung von A ist.

Um den Satz zu beweisen, berechnen wir das Residuum R(3%)/A’(3%) von
B% in der Partialbruchzerlegung von R/A mit Hilfe der Schliisselgleichung auf
eine andere Weise.

Satz 3.2.6 impliziert die Existenz eines Polynoms T mit A - S = R + x%'T.
Also gilt

€, = —

R 2T
1= S — i (3.7
Das nachfolgende Lemma 3.3.2 zeigt die Existenz eines Polynoms U mit
C 22U
S = N + A
wobei
C ; 1
=" <Zei(ﬂ )Ztﬂx_ﬁi) . (3.8)
iel

Einsetzen in (3.7) liefert also

R=C (mod z*").
Da R und C Polynome vom Grad kleiner gleich ¢ — 1 sind, folgt, dass R = C.
Damit ist der Satz gezeigt. a

Lemma 3.3.2 Das Syndrompolynom erfiillt

2t _ (gi2 ' 2
S = Zeiﬁii tm _(gi) : = (Z ei(ﬁz)%ﬂx _151> + x/’;U

icl i€l

fiir ein Polynom U.
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Beweis: Die Definition 1.4.2 des Syndrompolynoms impliziert

)= Y Sugil =Y (Z eiwi)%-j) o
7=0

j=0 \iel
- )2t=d g3 i 2t NS

~Y i | = S8 ()
i ﬁz)

=> ef

Dies zeigt die erste Geichheit des Lemmas. Die zweite Gleichheit folgt direkt
aus der ersten. a

Korollar 3.3.3 Sei A das Fehlerstellenpolynom und R das Fehlerauswertungs-
polynom. Dann ist ggT(R, A) = 1.

Beweis: Nach Definition ist A(x) = [;c,( — %), wobei I = {i | e; # 0}.
Aus Satz 3.3.1 folgt direkt, dass R(8%) # 0 fiir i € 1. 0

Beispiel 3.3.4 Wir benutzen Satz 3.3.1, um die Fehlerwerte aus Beispiel 3.2.7.(b)
nochmals zu berechnen. Wir haben schon berechnet, dass

Az)=2-2, R(zx) = 1.
Der Fehlerwert ist also

R2) 1

PAE@) 21

€1 =
Wir finden das gleiche Ergebnis wie in Beispiel 3.2.7.(b).

3.4 Der euklidische Algorithmus

Im Beispiel 3.2.7.(b) haben wir das Fehlerstellenpolynom aus der Schliisselglei-
chung berechnet, indem wir ein Gleichungssystem geltss t haben. Im néchsten
Abschnitt besprechen wir eine alternative, effizientere Methode basierend auf
dem euklidischen Algorithmus. In diesem Abschnitt wiederholen wir den eukli-
dischen Algorithmus und beweisen einige zusétzliche Eigenschaften.

Sei ' = IF; ein endlicher Kérper. Das folgende Lemma fasst die Eigenschaften
des ggTs zweier Polynome zusammen. Fiir einem Beweis verweisen wir auf [1,
Kor. 3.3.6].

Lemma 3.4.1 Seien f, g € Flx] nicht beide Null und sei d := ggT(f, g).

(a) Es existieren Polynome a,b € Flx] mit

d(z) = a(x) f(z) + b(z)g(x).
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(b) Jedes Polynom, das sich als a(z) f(x) 4+ b(z)g(x) darstellen ldsst, ist durch
d(x) teilbar.

Die Polynome d(z),a(z) und b(x) aus Lemma 3.4.1 kann man mit Hilfe des
erweiterten euklidischen Algorithmus berechnen. Einfachheitshalber nehmen wir
an, dass 0 < Grad(g) < Grad(f). Wir definieren

p-1=1, Po =9,
a_1 = 1, apg = 0 (39)
boy =0, by=1.

Fiir ¢ > 1 definieren wir rekursiv Polynome p;, ¢;, a;, b; durch

Pi = Pi—2 — qi * Pi—-1,
al(x) =Qa;—2 —(q; *Q;—1, (310)
bi(x) =bi_g — q; - bi_1,

wobei ¢; durch die Bedingung Grad(p;) < Grad(p;—1) bestimmt wird. Anders
gesagt: g; ist der Quotient der Division von p; durch p;_1. Das Verfahren ter-
miniert, wenn p,, = 0. In diesem Fall ist ggT(f, g) = pm—1(x).

Man zeigt leicht, dass fiir alle —1 < ¢ < m gilt

pile) = ai(@) f(z) + bil2)g(a). (3.11)

Fiir i = m — 1 erhalten wir die Polynome a = a;,—1,b = b,,—1 aus Lemma

3.4.1.(a).

Lemma 3.4.2 Wir benutzen die obigen Bezeichnugen.
(a) Fiir0 <i<m—1 gilt

Grad(b;) + Grad(p;—1) = Grad(f).

(b) Die Polynome a; und b; sind teilerfremd fiir 1 <4 <m — 1.

Beweis: Wir betrachten die Grade der Polynome in der ersten Gleichung aus
(3.10). Wir wissen, dass Grad(p;) < Grad(p;—1) < Grad(p;—2). Dies impliziert,
dass

Grad(p;—2) = Grad(q; - pi—1) = Grad(q;) + Grad(p;—1) (3.12)
und Grad(g;) >0 fir 1 <i<m— 1.

Aus der Definition der b; (3.10) folgt mit Induktion, dass Grad(b;—1) >

Grad(b;—2) und deshalb

Grad(b;) = Grad(b;—1) + Grad(g;). (3.13)

Wir zeigen Aussage (a) mit vollstindiger Induktion. Fiir ¢ = 0 gilt by = 1
und p_; = f, also stimmt die Aussage.
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Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ¢ — 1 gilt. Dann ist

Grad(p;—1) 612 Grad(p;—2) — Grad(g;)

' Grad(f) — Grad(q;) — Grad(bi—)

@13 Grad(f) — Grad(b,).

Hiermit ist Aussage (a) gezeigt.

(b) Wir schreiben die Rekurrenz fiir die Polynome a; und b; aus (3.10) in
Matrixform als
M; = M;—1Qs,
wobei
R I Bl
M, = <bi bil) Q= ( ‘ O) .
Wir finden
0 1
det(My) = ’1 0’ =-1 det(Q;) = —1.

Mit Induktion folgt, dass

+1 = det(Mi) = aibi_l — ai_lbi.

Aussage (b) folgt hieraus. O

3.5

Decodieren mit Hilfe des euklidischen Algorithmus

Der folgende Algorithmus berechnet das Fehlerstellenpolynom mit Hilfe des eu-
klidischen Algorithmus.

Algorithmus 3.5.1 Input: Ein Wort » mit 7 < ¢ Fehlerstellen. Output: Ein
Codewort ¢ mit d(c,r) <t.

@

(1

(Vorbereitung) Wir haben ein (fehlerhaftes) Wort » empfangen. Wir neh-
men an, dass die Anzahl 7 = |I| der Fehlerstellen 1 <7 <t = |(n—k)/2|
erfiillt. Wir berechnen das Syndrompolynom S (Definition 3.2.4).

(Berechnung des Fehlerstellen- und Fehlerauswertungspolynoms) Wir wen-
den den euklidischen Algorithmus auf p_;(z) := 2 und po := S(x) an.
Wir schreiben p;(z) fiir die Reste im euklidischen Algorithmus und b; fiir
die Polynome mit

pj(z) = bj(x)S(x) (mod z*). (3.14)

Wir berechnen die Polynome p;,b; fiir j = 1,...,m, wobei m minimal
mit Grad(p,,) < t ist. Sei ¢ der fithrende Koeffizient von b,,. Dann ist
A(x) := by, (x)/c das Fehlerstellenpolynom und R(z) := p,,,(z)/c das Feh-
lerauswertungspolynom.
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(IIT) (Berechnung der Fehlerstellen) Wir berechnen die Nullstellen von A durch
Auswerten von A(3%). Die Nullstellen entsprechen den Fehlerstellen 1.

(IV) (Berechnung der Fehlerwerte) Wir berechnen die Fehlerwerte (e;) mit Hilfe
der Formel aus Satz 3.3.1.

(V) Das gesuchte Codewort ist ¢ = r — e.

Das folgende Theorem zeigt, dass Algorithmus 3.5.1 funktioniert. Es reicht
zu zeigen, dass der Algorithmus das Fehlerstellenpolynom berechnet. Satz 3.3.1
zeigt, dass die von uns berechneten e; dann auch die Fehlerwerte sind.

Theorem 3.5.2 Seien (A, R) wie in Algorithmus 3.5.1. Dann ist A das Fehler-
stellenpolynom und R das Fehlerauswertungspolynom.

Beweis: Gleichung (3.14) zeigt, dass das Tupel (b, p,,) die Schliisselgleichung
(3.5) erfiillt. Die Wahl von m impliziert, dass Grad(p,,) < t und Grad(p,;,—1) >t
ist. Lemma 3.4.2.(a) zeigt, dass

Grad(b,,) = Grad(z*) — Grad(p,_1) <2t —t =t.

Sei A das Fehlerstellenpolynom und R das Fehlerauswertungspolynom. Dann
erfiillen (A, R) und (b, pm) beide die Schliisselgleichung (3.5), d.h.

AS=R (mod z?), bS = pm (mod z?).
Wir schlieflen, dass
pmA = b, AS =b,, R (mod z*"). (3.15)

Die Polynome p,,, und R (bzw. b,, und A) haben Grad kleiner gleich ¢ — 1
(bzw. t). Es folgt, dass Grad(p,,A) < 2¢t und Grad(b,,R) < 2t. Also folgt aus
(3.15), dass

pmA = Rbp,.

Korollar 3.3.3 zeigt, dass ggT(R,A) = 1. Lemma 3.4.2.(b) impliziert, dass
geT (b, pm) = 1. Nach Division von b, und p,, durch den fithrenden Koef-
fizienten von b, folgt also, dass

A =bp, R=pn.

Damit ist alles gezeigt. |

Beispiel 3.5.3 (a) Wir betrachten den (5,3, 3)-Code aus Beispiel 3.1.4. Dieser
Code hat Minimaldistanz d = 3 und kann daher ¢ = 1 Fehler korrigieren. Wir
haben das Wort r = (o, a'?, o', a'* a”) empfangen. Als Polynom geschrieben
gilt

r(z) = a+ a3z + atlz? + o2 4 a2t
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Also gilt S = 7(8) = r(a®) = a und Sy = 7(B%) = S(a’) = a und das
Syndrompolynom ist S(z) = a + ax.

Wir wenden den erweiterten euklidischen Algorithmus auf p_(x) = 2% = 22
und po(z) = S(z) an und erhalten

{ pi qi b;
-1 2 — 0
a+ ax — 1

1 1 oz +1) | a¥(z +1).

Der Algorithmus terminiert hier da Grad(p;) = 0 < ¢t = 1. Wir finden A =
r+ 1=z — % und R = «. Die einzige Fehlerstelle ist also i = 0.
Als Nichstes berechnen wir der Fehlerwert
R(1)

€0 = — 121 A7(1) =«

Das gesuchte Codewort ist ¢ =7 — e = (0,a!3, a'l, o', a").

Alternativ kénnen wir auch die Methode aus Beispiel 3.2.7.(b) anwenden:
Auflssen der Gleichung o = S7 = . _; ;3" = eg liefert ebenfalls das gewiinschte
Ergebnis.

(b) Sei a € Fyg ein Element mit a* + « 4+ 1. Wir betrachten den (15, 9)-RS-
Code mit Auswertungsvektor (1, a,a?, ..., a'?). Die Minimaldistanz ist dyin, =
n+1—k =7, also kann dieser Code ¢t = 3 Fehler korrigieren.

Wir haben das Wort

iel

7.8 12,6 14 .3

r(z) = o’2® + o228 4+ a3zt 4 o2 4 ola?

empfangen. Das Syndrompolynom ist also S(z) = o +al3z+ 23 +a'?2* +a?a5.
Der erweiterte euklidische Algorithmus liefert:

i | pPi | qi b;

1 8 _

0 S — 1

L a2+ a2+ %% + o2 | aBz + o aBr + of

D) A T o222+ oz 1 of 7 o8 | B2+ %1 + a2
3 B2+ %z + all Bz + a3 | 23 + ol + ol0,

Das Fehlerstellenpolynom ist

b3

= (z —a'%)(z — a'?)(z — a'?).
Fiir die Fehlerwerte finden wir ejo = a”, e12 = a®, ez = a®. Das gesendete
Codewort ist daher

c(z) = r(z) —e(z) = B2 + o 242! + "2 + a'?20 + a2t +-

0414583 + 0414582.
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Mit Hilfe der Priifmatrix kann man nachrechnen, dass ¢ in der Tat ein Code-
wort ist. Alternativ kann man mit Hilfe von Polynominterpolation iiberpriifen,
dass ¢; = f(a'), wobei

f(z) = 2"+ a2 + %5 + a2t + a2 4 2% + o2 4 o2

4 Zyklische Codes

Fast alle Codes, die wir bisher betrachtet haben, sind sogenannte zyklische Co-
des. Beispiele sind die zyklischen RS-Codes (Definition 3.1.3) und die (n,1)-
Wiederholungscodes. Auch der berithmte Golay-Code ist ein zyklischer Code.
Dieser Code wurde von der NASA bei den Voyager-Missionen benutzt, um Bil-
der von Jupiter und Saturn zur Erde zu schicken.

4.1 Eine algebraische Beschreibung zyklischer Codes

Definition 4.1.1 Ein linearer Code C C Fy heifit zyklisch, wenn jede zyklische
Verschiebung eines Codeworts wieder ein Codewort ist, d.h.

¢ = (COv <oy Cn—2, Cn—l) eC = (CTL—17CO7 cee 7Cn—2) eC.

Beispiel 4.1.2 (a) Sei C C Fy der (n, 1)-Wiederholungscode (Beispiel 1.2.5).
Dies ist offensichtlich ein zyklischer Code, da die zyklische Verschiebung die
Codewdorter ¢ = (co, co, - - -, ¢o) nicht veriindert.

(b) Wir betrachten den (7,3)-Code C C Fj mit Erzeugermatrix

1 001 0 11
G=|0 1 0 1 1 1 0]¢€ M377(IF2).
0 01 01 11

Wir schreiben vy, vs,v3 flir die Zeilen von G. Dann besteht C aus den Co-
dewortern 0, vy, v9, v3 und

vp+uve=(1 1 0 0 1 0 1),
’()1-|—’U3=(1 01 1 1 0 0),
vp+v3=(0 1 1 1 0 0 1),
vi+ve+uz=(1 1 1 0 0 1 0).

Zyklische Verschiebung wie in Definition 4.1.1 fixiert das Wort 0 = (0,...,0)
und vertauscht die {ibrigen 7 Worter wie folgt:

V1 > U1 + Vo = U1 + Vg + V3 = U + V3 > V1 + U3 = Vg > U3 > Uy

Dieser Code ist also zyklisch.
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(c) Sei C = RS™k(B) C F cin zyklischer RS-Code. Sei f € Py ein Poly-
nom von Grad kleiner gleich k — 1 und ¢ = (f(1), f(B),..., f(B"" 1)) € C das
entsprechende Codewort. Die zyklische Verschiebung von c ist

= (F(B"1), f), f(B), -, F(B"72)).

Das Polynom f () = f (5”jlx) besitzt den gleichen Grad wie f und ist
deshalb ebenfalls in Py. Es gilt f(8%) = f(8'1), da 8™ = 1. Also ist

E=(f(B" 1), FQ), F(B),-... F(B"2) = (f(1), f(B),... f(B"™1)) e C.

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine algebraische Beschreibung von zyklischen
Codes zu geben. Fiir diese Beschreibung brauchen wir folgenden Ring.

Definition 4.1.3 Wir definieren
Ry =Fgyz]/(z™ - 1).

Die Elemente von R,, sind Nebenklassen f + (2™ — 1). Jedes Polynom f €
Fy[z] ist kongruent modulo 2™ — 1 zu einem eindeutig bestimmten Polynom
vom Grad kleiner gleich n — 1. Die Elemente von R, konnen daher mit den
Polynomen vom Grad kleiner gleich n — 1 identifiziert werden. Wir sehen, dass
R, ein n-dimensionaler F -Vektorraum ist.

Ist also C C Fy ein Code, dann kénnen wir C auch als Untervektorraum von
R, auffassen. Ein Codewort ¢ = (cg, ¢1,...,cn—1) fassen wir dabei als Codepo-
lynom

c(x)i=co+crx+...+cp 12"t ER,
auf. Wir werden nicht zwischen Codewdrtern und Codepolynomen unterschei-
den. Der Grad eines Polynoms ¢(z) = ¢o + 1z + ... + cn_12"" L € R, ist die
grofite Zahl 0 # m < n — 1 mit ¢, # 0.

Zusétzlich zu der Vektorraumstruktur besitzt der Ring R,, eine Multiplika-
tion. Um die Multiplikation in R, zu beschreiben, reicht es die Multiplikation
eines Polynoms mit x zu beschreiben. In R, gilt die Relation ™ = 1, also finden
wir:

1 2
x(co+crx+ - 12" ) =cox + 1’ + -+ gz

4.1
=cp1F+cx+ar++epox™ ! (mod z" —1). (4.1)

Dies entspricht also der zyklischen Verschiebung der Koeffizienten.
Achtung: Der Ring R,, ist kein Korper. Beispielsweise gilt
(z—1D)(1+a+-+a"H=2"-1=0€cR,.

Das Element x — 1 ist ein nicht-trivialer Nullteiler in R,,. Insbesondere ist x — 1
keine Einheit.
Der folgende Satz beschreibt zyklische Codes der Lange n als Ideale in R,,.

Satz 4.1.4 FEin zyklischer Code C der Lénge n ist ein Ideal in R,,, d.h.
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(a) Fiir alle b(x),c(x) € C ist b(z) + c(x) € C.
(b) Fiir alle ¢(x) € C und f(z) € R, ist f(x)e(x) € C.

Beweis: Der Code C ist ein Untervektorraum von R, hieraus folgt (a) und
(b) fiir konstante Polynome f. Um dem Satz zu beweisen, reicht es (b) fiir f =z
zu beweisen. Sei ¢(x) = co + 12 + ...+ ¢,_12" ! € C. Dann sagt (4.1), dass

éx) i=x-c(x) = cpo1 +cor + 1z + -+ ey ER,.

Der Code C ist zyklisch, also ist ¢(z) € C. 0

Satz 4.1.4 zeigt insbesondere , dass C abgeschlossen gegeniiber die Multipli-
kation von Codepolynome ist. Diese zusitzliche Struktur werden wir im rest des
Abschnittes benutzen, um eine alternative Beschreibung von zyklischen Codes
als Ideale zu geben. Zuerst wiederholen wir einige Fakten {iber Ideale in kom-
mutativen Ringen R aus [1, Abschnitte 3.2 und 3.3]. Uns interessieren nur die
Ringe R,, und F,[z] betrachten.

Ein Ideal I < R heifit Hauptideal, wenn I von einem Element g erzeugt wird.
Dies bedeutet, dass

I'=(9)={fg|feR}

genau aus den Vielfachen von g besteht. Ist I von g erzeugt, dann heifit g ein
Erzeuger von 1.

Der Ring F,[z] ist ein Hauptidealring, d.h. jedes Ideal I < Fgy[z] ist ein
Hauptideal ([1, Theorem 3.3.4]). Sei I C F,[x] ein Ideal mit I # (0). Dann ist
das normierte Polynom g € I\ {0} kleinsten Grades ein Erzeuger von I.
Theorem 4.1.5 Sei C < R, ein zyklischer Code der Linge n.

(a) Das Ideal C ist ein Hauptideal.

(b) Sei g € C\ {0} das normierte Polynom kleinsten Grades. Dann ist g ein
Erzeuger von C und es gilt g | (™ — 1) € Fqx].

(¢) Ein Polynom c(x) = Z?:_Ol c;xt € Ry, ist genau dann in C, wenn g(z) |

c(x).
(d) Die Dimension von C ist k = n — Grad(g).

(e) Ist umgekehrt g | (™ — 1) ein Teiler, dann ist C = (g) ein zyklischer Code
der Lénge k.

Beweis: Sei C ein zyklischer Code der Linge n, d.h. ein Ideal in R,,. Wir
betrachten die kanonische Abbildung

7 Fylx] = Ry, h+—h (mod 2" —1).

Das Urbild I := 7=1(C) ist ein Ideal von F,[z]. Da F,[z] ein Hauptidealring
ist, existiert ein Erzeuger g von I. Es folgt, dass 7(g) ein Erzeuger von C = 7(I)
ist. Dies zeigt (a). Es gilt w(z™ — 1) = 0, also ist 2™ — 1 € I. Dies impliziert,
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dass g | ™ — 1. Insbesondere ist Grad(g) < n und wir kénnen m(g) mit g
identifizieren. Hieraus folgt (b).

Wir schreiben Grad(g) = n — k und g(z) = Y7 g;a’ mit g, 5 = 1. Die
Elemente des Ideals (g) < R, sind die Vielfachen c¢(z) = f(x)g(z) von g. Hieraus
folgt (c). Die Elemente ¢ von R, konnen wir als Polynome von Grad kleiner
gleich n — 1 darstellen. Ist ¢(z) = f(z)g(z) € C, dann ist also Grad(f) <
n—1—(n—k)=Fk—1. Es folgt, dass dimp, C < k.

Die Polynome

9(x) =go+ -+ gnwz" ",

2g(z) = gox + -+ + gz,

k—1

T g(lL’) = goxkfl + -+ gn—kxnil

sind Fg-linear unabhéngig als Elemente von R,,. Also ist die Dimension von C
mindestens k. Es folgt, dass dimp_(C) = k ist. Dies zeigt (d).

Ist g | 2™ —1 € Fy[z], dann definiert (g) < R,, ein Ideal, d.h. einen zyklischen
Code. Dies zeigt (e). a

Definition 4.1.6 Sei C ein zyklischer Code der Lange n. Das normierte Poly-
nom g € R, mit C = (g) und g | (™ — 1) heiBt Erzeugerpolynom von C.

Im Beweis von Theorem 4.1.5.(d) haben wir gezeigt, dass (z'g())i=o,... k-1
eine Basis von C ist. Das folgende Korollar folgt daher unmittelbar aus Theorem
4.1.5.

Korollar 4.1.7 Sei C ein zyklischer (n, k)-Code mit Erzeugerpolynom g(x) =
Z;:ok g;x' . Dann ist

go 91 - Gn—k g(x)
go 91  On—k xg(z)

90 g Gnk " tg(x)

eine Erzeugermatrix von C.

Beispiel 4.1.8 (a) Sei C der (n,1)-Wiederholungscode mit Alphabet F,. Das
Erzeugerpolynom ist
glx)=14+z+ - +2" L
(b) Wir betrachten alle zyklischen (7,3)-Codes iiber Fo. Das Erzeugerpoly-
nom g eines solchen Codes ist ein Teiler von 27 — 1 vom Grad n — k = 4. Es
gilt
2= 1=+ D)@+ +1)(2®+22+1) € Fafz].
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Es gibt also zwei mogliche Erzeugerpolynome, namlich
@) =@+ +r+1)=a 423 +2% +1, go(x) =zt + 22 + 2 + 1.

Sei C der zyklische (7, 3)-Code aus Beispiel 4.1.2.(b). Das Erzeugerpolynom
teilt alle Codepolynome, also insbesondere vi(z) = 1 + 2% + 25 + 5. Die-
ses Polynom entspricht dem Codewort v1. Wir finden ggT(v1,91) = ¢1 und
ggT(v1,g2) = (x + 1). Das Erzeugerpolynom ist also g;.

Eine andere Moglichkeit das Erzeugerpolynom zu berechnen folgt aus der
Tatsache, dass das Erzeugerpolynom der grofite gemeinsame Teiler der Basis
v1(x),va(x), vs(z) des Codes ist.

4.2 Das Priifpolynom

Sei C ein zyklischer (n, k)-Code mit Erzeugerpolynom g(z). Dann ist g | (™ —1)
(Definition 4.1.6), also ist h(z) = (2™ — 1)/g(x) ebenfalls ein Teiler von z™ — 1.
Der Grad von g ist n — k, also ist Grad(h) = k.

Definition 4.2.1 Sei C ein zyklischer Code der Lénge n mit Erzeugerpolynom
g. Das Polynom h(z) := (™ — 1)/g(z) heiit Priifpolynom.

Der folgende Satz erklirt den Grund fiir diese Terminologie.

Satz 4.2.2 SeiC ein zyklischer Code mit Erzeugerpolynom g und Priifpolynom
h(z) = ho + hix + - -+ + hgpat.

(a) Sei c(x) € Ry,. Dann gilt
clx)eC & clx)h(r)=0¢€ R,.
(b) Die Matrix

he - hi ho
hi -+ hi ho

he -+ hi ho
ist eine Priifmatrix von C

Beweis: Die Codepolynome in C = (g) C R,, sind genau die Polynome der
Form ¢(x) = f(xz)g(z). Fiir diese Polynome gilt also

c(z)h(z) = f(x)g(x)h(z) = f(x)(z" — 1) =0 € R,,.

Dies zeigt (a).
Sei nun ¢(z) = Z?;OI c;x® ein Codepolynom. Der Koeffizient von 27 in

c(x)h(z) ist
n—1
Z Cihj,i.
=0
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Wir rechnen im Ring R, also betrachten wir die Indizes modulo n. Fir j =
0,...,mn — k — 1 finden wir n — k linear unabhéngige Priifgleichungen. Hieraus
folgt (b). a

Das folgende Korollar ist eine Variante von Satz 1.6.2 fiir zyklische Codes.

Korollar 4.2.3 Sei C ein zyklischer Code mit Priifpolynom h(z). Dann ist der
duale Code auch zyklisch mit Erzeugerpolynom

gt (z) = zFh (;) .

Das Polynom z*h(1/z) heiBt das zu h reziproke Polynom. Ist h(x) = hg +
hiz + - - - + hpx®, dann ist das reziproke Polynom hj + hx_12+--- + hox®.

Beweis: Die Priifmatrix des Codes ist eine Erzeugermatrix des dualen Co-
des. Wir betrachten die Priifmatrix H aus Satz 4.2.2.(b). Nach Umordnen der
Zeilen finden wir die Matrix

hi hr—1 - ho
ol hy  hie—1 - ho
hig hg—1 -+ ho

Aus Korollar 4.1.7 folgt, dass der duale Code zyklisch mit Erzeugerpolynom

1
gt (x) = hy + hg_1x + -+ hoz® = 2"h (x)

ist. O

Beispiel 4.2.4 (a) Sei g(z) = z* + 2% + 22 4+ 1 das Erzeugerpolynom des (7, 3)-
Codes aus Beispiel 4.1.2.(b) und Beispiel 4.1.8.(b). Das Priifpolynom ist
|

h(z) = =23 422+ 1.
g

Also ist g (x) = 2® + x + 1 das Erzeugerpolynom des dualen Codes C*.

In Beispiel 1.6.4.(a) haben wir gesehen, dass der duale Code C* der (7,4)-
Code aus Beispiel 1.2.8 ist. Dieser Code ist daher auch zyklisch. Man kann dies
auch direkt nachrechnen.

(b) Sei C ein selbstdualer zyklischer Code. Dann ist g(z) = gt (z) das rezi-
proke Polynom des Priifpolynoms. Ein Beispiel ist der (n = 2k, k)-Code iiber
Fy mit Erzeugerpolynom g(z) = z* 4 1. In diesem Fall gilt

2 1= (2" + 1) (2" —1) = (&% + 1)? e Fyfz].

Also ist h(z) = g(x) und g*(z) = 2Fh(1/x) = g(x).
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4.3 Die Minimaldistanz eines zyklischen Codes

In diesem Abschnitt beweisen wir eine untere Schranke fiir die Minimaldistanz
eines zyklischen Codes (Theorem 4.3.2). Im ganzen Abschnitt nehmen wir an,
dass die Linge n des zyklischen Codes teilerfremd zur Charakteristik p des
Korpers ist.

Sei C ein zyklischer (n,k)-Code iiber F, mit Erzeugerpolynom g(z). Wir
schreiben ¢ = p°. Die Schranke, die wir beweisen mochten, benutzt die Nullstel-
len von g(z). Nach Definition ist g ein Teiler von ™ — 1. Wir betrachten daher
zunéchst die Nullstellen von ™ — 1.

Sei m minimal, sodass n | (¢ —1). Die Zahl m existiert, da wir angenommen
haben, dass n teilerfremd zu p, also auch zu ¢ = p®, ist. Im Korper Fym =
[Fpem existiert ein Element 8 der Ordnung n, da Fy.. eine zyklische Gruppe der
Ordnung ¢™ — 1 ist (Satz 2.1.5). In Fym gilt daher

n—1

2" —1=[](x-8).

=0

Im Korper Fym zerfillt g als Faktor von 2™ — 1 also in Linearfaktoren.

Beispiel 4.3.1 Wir betrachten das Polynom g(z) := 2% + x + 1. Dies ist das
Erzeugerpolynom des dualen Codes aus Beispiel 4.2.4.(a). Der zyklische Code
C = (g) ist ein (7,4)-Code iiber Fs.

Wir haben n = 7. Die kleinste Zahl m mit 7 | (2™ — 1) ist mm = 3. Man zeigt
leicht, dass g(x) € Fa[x] irreduzibel ist. Also ist

Fg ~ Fyfz]/(2® + = + 1).
Sei a € Fg eine Nullstelle von g. Dann folgt aus Satz 2.3.1.(b), dass
9(z) = (v = a)(z = a®)(z — o).

Theorem 4.3.2 (BCH-Schranke) Sei C ein zyklischer Code mit Erzeugerpo-
Iynom g und sei F ein Korper in dem g in Linearfaktoren zerfillt. Wir wéhlen
ein Element o € F* der Ordnung n. Existieren a,d > 0, sodass

ga®) = g(a"™) = = g(a"7%) =0
dann gilt dyin(C) > 9.

Beispiel 4.3.3 Wir betrachten das Polynom g(z) = 2®+z+1 aus Beispiel 4.3.1.
Jedes Element o € F§ mit a # 1 besitzt Ordnung 8 — 1 = 7, also insbesondere
auch die von uns gewihlte Nullstelle von g. Wir haben gesehen, dass g(z) =
(x — a)(z — a?)(x — a*). Theorem 4.3.2 impliziert also, dass die Minimaldistanz
des Codes

dmin(c) > 3
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erfiillt. Das Erzeugerpolynom g(x) ist selbst ein Element des Codes und besitzt
Gewicht 3. Es folgt, dass dmin(C) = 3.

Der Code C ist der gleiche, den wir in Beispiel 1.2.8 betrachtet haben. In
Beispiel 1.3.4 haben wir die Minimaldistanz schon auf andere Weise bestimmt.

Wir beweisen nun Theorem 4.3.2.

Beweis des Theorems: Wir mochten das Theorem mit Hilfe von Satz 1.3.3
beweisen. Die Priifmatrix, die wir in Satz 4.2.2.(b) bestimmt haben, ist hierfiir
nicht geeignet, da wir das Priifpolynom A nicht explizit kennen. Wir bestimmen
daher eine alternative Priifmatrix H.

Wir benutzen die Bezeichnungen des Theorems und definieren

1=a° ol a2e . Oé(n—l)a
~ 1 aa+1 a2(a+1) e a(n_l)(a+1)
a=| . . . . € Ms_1 . (F).
i aa+'672 a2(a4.r§72) L a(nfl)&a+6f2)

Die Matrix H ist selbst keine Priifmatrix. Wir werden zeigen, dass H ein
Minor einer Priifmatrix ist, d.h. die Zeilen definieren linear unabhéngige Priif-
gleichungen des Codes C. Wir konnen die Matrix H daher um n+1—k — 8
weitere Priifgleichungen ergéinzen um eine Priifmatrix H’ zu erhalten. (Dies folgt
aus dem Basisergiinzungssatz.) Offensichtlich reicht die Kenntnis der Matrix H
aus um Satz 1.3.3 anzuwenden: Die minimale Anzahl p der linear abhéngigen
Spalten von H ist kleiner gleich die der Priifmatrix H’. Es gilt also p < dpin(C).

Diese Diskussion zeigt, dass das Theorem aus folgenden zwei Behauptungen
folgt:

(a) Es gilt He! = 0 fiir alle Codewdrter ¢ € C,
(b) Jede Wahl von § — 1 Spalten von H sind linear unabhingig.

Sei ¢(z) € C ein Codepolynom. Dann existiert ein Polynom f mit ¢(z) =

f(z)g(z), also ist c(a?) = c(a®?!) = --- = ¢(a®~2) = 0. Daher gilt, dass
c(a®)
H- = =0. (4.2)
C(aaﬂ%l)

Behauptung (a) folgt. .
Fiir (b) wihlen wir (6 — 1) beliebige Spalten s;,,...,8;_, von H, wobei

0<i4 <---<i5_1 <n—1ist. Der entsprechende Minor von H ist
aila . ai571a

H(i) = : :
ail(a+571) . Oéi,;_l(a+571)'
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Diese Matrix ist eine Variante einer Vandermonde-Matrix. Die Zahlen a% sind
paarweise verschiedene Elemente von F*. Wie im Beweis von Satz 3.1.5 folgt,
dass det(H (i)) # 0. Dies zeigt Behauptung (b). Wir haben schon gesehen, dass
das Theorem aus den Behauptungen (a) und (b) folgt, also ist das Theorem
bewiesen. O

Wir kéonnen die Idee aus dem Beweis von Theorem 4.3.2 benutzen, um das
Erzeugerpolynom eines zyklischen RS-Codes zu bestimmen.

Satz 4.3.4 Sei C = RS™* () ein zyklischer RS-Code. Insbesondere ist 3 € F;,
ein Element der Ordnung n. Dann ist

g(x) = (& = B)(x — ) (x = ")
ein Erzeugerpolynom von C.

Beweis: Satz 3.1.5 sagt, dass

1 Jé] g1
1 /32 (ﬁQ)n—l
H={. :

i ﬁn;k . (ﬁnfic)nfl

eine Priifmatrix von C ist. Hieraus folgt, dass

c(B) 0
Hct = =1:1, fiir alle ¢ € C.
c(B™F) 0
Es folgt, dass 3,32,...,8" % gemeinsame Nullstellen aller Codewdrter, also
auch vom Erzeugerpolynom g, sind. Das Erzeugerpolynom g besitzt Grad n —k
und die Aussage des Satzes folgt. |

Die folgende Aussage benutzt ebenfalls die Idee von Theorem 4.3.2.

Satz 4.3.5 Sei C ein zyklischer Code mit Erzeugerpolynom g. Wir nehmen an,
dass 3,32, ..., 3" Nullstellen von g sind. Dann kann Algorithmus 3.5.1 benutzt
werden um t Fehler zu korrigieren.

Beweisskizze: Sei r = ¢ + e ein empfangenes Wort. Der Algorithmus be-
nutzt nur, dass die Zahlen S; = r(3%) fiir i = 1,...,2t Syndrome sind. Dies
ist dquivalent zur Tatsache, dass ¢(%) = 0 fiir alle Codepolynome ¢ und alle
1=1,...,2t. Dies folgt aus der Tatsache, dass das Erzeugerpolynom alle Code-
polynome teilt. O

Der Satz zeigt, dass zyklische Codes ebenfalls mit dem euklidischen Algorith-
mus decodiert werden kénnen. Sei ¢ die Anzahl der Fehler, die der Algorithmus
korrigieren kann. Dann folgt aus Theorem 4.3.2; dass 2t + 1 < dpin(C). Fiir
RS-Codes ist t = | (dmin(C) — 1)/2], was nach Lemma 1.1.6 bestméglich ist. Im
Allgemeinen ist es moglich, dass t < | (dmin(C) — 1)/2] ist.
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4.4 BCH-Codes

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine Methode um Codes mit vorgegebener
Minimaldistanz § zu konstruieren. Diese Codes heiflen BCH-Codes nach ihren
Erfindern Bode, Ray-Chaudhuri und Hocquenghem.

Wir wihlen ein Element 3 € ;. der Ordnung n. Insbesondere gilt n | (¢—1).
Wie in Abschnitt 2.3 definieren wir

MO = ming, (3°).

Satz 2.3.1.(b) und Korollar 2.3.4 implizieren, dass

1

MO = (&= ") (x = p2)--- (z = 1) € Fyla],
wobei m; die kleinste positive Zahl mit ¢™ii =4 (mod ¢° — 1) ist.

Ubungsaufgabe 4.4.1 Zeigen Sie, dass m; ebenfalls die kleinste positive Zahl

ist, sodass

; n
n;:=ord(f’) = ——— | ¢"™ — 1.

ggT(i,n)
Der Kérper Fym; ist also die kleinste Kérpererweiterung von F,, die ein Element

der Ordnung n; enthalt.

Das Element § besitzt Ordnung n, also sind die Polynome M) Teiler von
z" — 1. Diese Polynome definieren daher zyklische Codes der Lénge n iiber [Fy.
Als Motivation fiir die Definition des BCH-Codes, zeigen wir zuerst, dass die
Hamming-Codes definiert in Abschnitt 1.5 zyklisch sind und bestimmen deren
Erzeugerpolynome.

Beispiel 4.4.2 (Hamming-Codes als zyklische Codes) Ein m-Hamming-
Code C,,, wie definiert in Abschnitt 1.5, ist ein (n = 2™ — 1,k = 2™ —m —
1,3)-Code. Als Priifmatrix betrachten wir eine Matrix H,, € M,,_j »(F2) deren
Spalten die verschiedenen Vektoren in F5* \ {0} sind.

Wir betrachten den Koérper Fom und wéhlen ein Element o € Fam der Ord-
nung 2 — 1. Dies ist ein primitives Element, also kénnen wir jedes Element aus
Fym als Vektor beziiglich der Basis 1,a,a?,...,a™ ! schreiben. Insbesondere
konnen wir die Spalten der Priifmatrix auch als Elemente in Fom auffassen. Wir
wéhlen

Hp=(1 a o®> - o¥7?%). (4.3)

Hierbei interpretieren wir die Zahl o' € Fom als Vektor in Fj".
Beispielsweise fiir m = 3 wihlen wir o mit Minimalpolynom ming, (o) =
23 + z + 1. Fiir H,,, finden wir

0 01 01 11
Hm:(l a o> o ot b a6): 01 0 1 1 1 0
1 001 0 11
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Sei nun ¢ € C,, ein Codewort und c¢(z) das entsprechende Codepolynom.
Mit Hilfe von (4.3) kénnen wir die Priifgleichung H,,c! = 0 auch als c(a) =0
schreiben. Also ist o eine Nullstelle aller Codepolynome. Ist der Code zyklisch,
dann ist « also auch eine Nullstelle des Erzeugerpolynoms g(x).

Das Polynom M) = ming, (a) ist ein Polynom in Fy[z] vom Grad m = n—k
(Lemma 2.2.4). Ein Polynom c(z) € Fa[z] besitzt genau dann eine Nullstelle in
a, wenn c(z) von M) geteilt wird. Hieraus folgt, dass C,,, = (MM und C,, ist
zyklisch mit Erzeugerpolynom M. Fiir m = 3 entspricht dies Beispiel 4.3.3.

Satz 4.4.3 Sei n teilerfremd zu q und sei s die kleinste positive Zahl, sodass
n | (¢° —1). Wir wihlen B € F;. ein Element der Ordnung n.

Fiir 1 < 6 < n+ 1 definieren wir Cs als den zyklischen Code iiber F, mit
Erzeugerpolynom

g(x) :=kgV(MD M® . MO, (4.4)

Der Code Cy besitzt Minimaldistanz dpmin(Cs) > 6 und Dimension k > n— s(6 —
1).

Beweis: Die Schranke fiir 6 impliziert, dass die Zahlen 1,2, ..., —1 modulo
n paarweise verschieden sind. Das Polynom g besitzt offensichtlich 8, 52, ..., 5!
als Nullstellen. Die Schranke fiir die Minimaldistanz folgt daher aus Theorem
4.3.2.

Das Polynom M) besitzt Grad m; < s. Es folgt, dass

k=n—Grad(g) >n— (0 —1)s.

O

Definition 4.4.4 Die Codes aus Satz 4.4.3 heilen BCH-Codes mit designierter
Minimaldistanz § und Lénge n.

Beispiel 4.4.5 (a) Hamming-Codes sind BCH-Codes mit designierter Mini-
maldistanz 0 = 2. Die echte Minimaldistanz ist aber 3, siehe Bemerkung 4.4.6.

(b) Zyklische RS-Codes sind auch BCH-Codes. Das Erzeugerpolynom g eines
zyklischen RS-Codes RS™* () iiber F, zerfillt iiber F, in Linearfaktoren, also
ist s = 1. Die Minimalpolynome M) = ming_(3?) haben daher Grad 1.

(¢) Wir wihlen n = 10 und ¢ = 3. Die kleinste positive Zahl s, sodass 10 ein
Teiler von (3% — 1) ist, ist s = 4. Sei § € F34 ein Element der Ordnung n = 10.
Um das Minimalpolynom ming, (8) zu finden, betrachten wir die Faktorisierung
von z'% — 1 in F3[z] und finden

20— 1=(@-D+)@* -2 +22 2+ )@* + 23 + 22 + 24+ 1).

Ahnlich wie im Beispiel 2.2.3 iiberlegt man sich, dass die Nullstellen der je-
weiligen Faktoren Ordnung 1,2,10 und 5 haben. Hieraus folgt, dass M) =
ming, (8) =2 — 2% + 22 —z + 1.

48



Die Faktorisierung von M) iiber Fgs erhalten wir aus Satz 2.3.1:
MW = (2 = B~ 5%)(x — 5°)(z — 57).

Hierbei haben wir benutzt, dass ord(3) = 10. Mit dem gleichen Verfahren finden
wir

i | M® | Nullstellen | Ordnung
12t —23+22—z+1] B,8%,6% 587 10
92 l‘4+l‘3+l‘2+$—|—1 Bg,ﬁﬁ,ﬁ8”84 5
5 z+1 B> =—1 2
10 r—1 B =1 1

Wir méchten einem BCH-Code mit designierter Minimaldistanz ¢ = 3 kon-
struieren. Das Erzeugerpolynom soll also 8 und 2 als Nullstellen haben. Wir
definieren

gla) =MD M® =28 4 26 4 2% 422 1.

Die Dimension des Codes ist k = n — Grad(g) = 10 — 8 = 2.
Das Polynom besitzt die Nullstellen 3, 52, 32, 84, also ist

5<dpin(C) <n+1—k=10+1-2=09.

Wir bemerken, dass g(x) € C ein Wort vom Gewicht 5 ist. Also ist die Minimal-
distanz 5.

Bemerkung 4.4.6 Ist ¢ = 2, dann bekommen wir eine bessere Schranke fiir die
Dimension eines BCH-Codes. In diesem Fall sind die 5% ebenfalls Nullstellen
von M® = ming, (8%). Also ist M@ = M) = M#) —= ... Der Hamming-
Code C,;, aus Beispiel 4.4.2 ist ein BCH-Code mit designierter Minimaldistanz
§ = 2. Da a? eine Nullstelle von M ™) ist, ist der Code ebenfalls ein BCH-Code
mit designierten Minimaldistanz § = 3. Die echte Minimaldistanz ist in der Tat
3 (Abschnitt 1.5).

Korollar 4.4.7 Sei g =2 und 6 = 2t + 1 ungerade. Desweiteren seien n, 3 und
s wie in Satz 4.4.3. Der BCH-Code C aus Satz 4.4.3 besitzt Dimension

k>n — st.
Beweis: Der BCH-Code C bezitzt Erzeugerpolynom
g(z) =kgV(MD M® . M) =kgV(MD M) M),

Die letzte Gleichheit folgt aus Bemerkung 4.4.6. Das Argument aus dem Beweis
von Satz 4.4.3 liefert sofort die Schranke aus der Aussage des Korollars. o

Beispiel 4.4.8 Die folgende Tabelle beschreibt die BCH-Codes mit designier-
tem Minimaldistanz § fiir ¢ = 2 und n = 15. Als Element 8 € Fqs wihlen wir
wie iiblich eine Nullstelle von x4 + 2 + 1.
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Die entsprechenden Polynome M () und deren Nullstellen haben wir in Bei-
spiel 2.3.5 berechnet. Man sieht leicht, dass das Erzeugerpolynom g5 zu § =
2t +1 < 9 das Produkt MM MG ... MC=1) st Fiir § > 9 dndert sich das
Erzeugerpolynom nicht mehr.

J | g(x) | k| dmin(Cs)

1 1 15 1

3 2 rr+1 11 3

5 BT+ 25+ 27 +1 7 5

T+ a8+ 25+t +22+2+1]5 7

9] 2+ + 22441 1 15.
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