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Aufgabe 1: (24+2+4+4)

Es sei E eine Hilbertebene. In dieser Aufgabe soll die Vektorrechnung und
die Existenz von Translationen auf E synthetisch begriindet werden (zumindest
teilweise). Sie diirfen daher nicht die Isomorphie E 2 R? (Satz 2.54 im Skript)
benutzen.

(a)

Wir definieren eine Relation ~ auf E x E wie folgt. Es gilt (A, B) ~ (C, D)
falls AB = CD und zusétzlich entweder A = B und C' = D gilt oder
A # B, C # D, und die Geraden f@ und Cﬁ entweder gleich oder
parallel sind.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Wir schreiben v = E fiir die ~-Aquivalenzklasse von (A, B) und V fiir
die Menge aller ~-Aquivalenzklassen. Elemente v € V heiflen Vektoren.
Zeige%Sie: fiir v € V und A € E gibt es genau einen Punkt B € E mit
v=A

Es seien A, B, C, D € E. Zeigen Sie die Aquivalenz
AB=CD & AC=BD.

(Hinweis: zeigen Sie, dass das Viereck mit den Ecken ABCD ein Par-
allelogramm ist. Benutzen Sie dazu das SWS-Kriterium fiir kongruente
Dreiecke.)

Sei v € V und ¢, : E — E die durch (b) definierte Abbildung (d.h.
ty,(A) = B genau dann wenn v = 1@) Sei g eine Gerade. Dann ist
g = t,(g) wieder eine Gerade, und es gilt entweder g = ¢’ oder g || ¢'.
(Hinweis: wahlen Sie zwei verschiedene Punkte A, B € ¢g und verwenden

Sie (c).)

Aufgabe 2: (3+3+4 Punkte) Sei E := R? die euklidische Standardebene.

(a)

Bestimmen Sie eine Dilatation ¢ : E — E, in der Form ¢(z) = A-c+wv, mit
¢(—=1,1) = (=1,3) und ¢(2,0) = (5,1). Bestimmen Sie den (eindeutigen)
Fixpunkt von ¢.



(b) Bestimmen Sie eine Drehung ¢ : E — E um den Punkt P = (—1,1
mit dem Drehwinkel 7/4 (gegen den Uhrzeigersinn), in der Form ¢(z) =
S-xz 4.

(¢) Bestimmen Sie eine Gleitspiegelung ¢ : E — E, welche die Gerade
g={(x1,22) €E| 221 — 23 =3}

auf sich selbst abbildet und zusitzlich ¢(1, —1) = (2, 1) erfiillt.

Aufgabe 3: (4+4 Punkte) Sei E = R? die Standardebene und g,! zwei ver-
schiedene Geraden durch den Ursprung O = (0, 0).

(a) Seien A, A’ € g\{O} und B, B’ € I\{O}. Zeigen Sie: es gibt eine Dilatation
¢ : E = E mit Fixpunkt O und ¢(4) = A’, ¢(B) = B’ genau dann,

—
wenn die Geraden j@ und A’B’ parallel oder gleich sind. (Hinweis: die
Dilatation ¢ mit ¢(O) = O hat die Form ¢(z) = A - z.)

(b) Seien g,l wie in (a) und A, A’, A" € ¢\{O}, B,B’,B" € I\{O} jeweils
(@)rweise verschie((ie_ng Pu&; Beweisen Sie den Satz von Pappus: falls
AB' || W und A'B || A”B’ so gilt auch 4B || A”B”. (Hinweis: Be-
nutzen Sie (a). Der Satz von Pappus entspricht der Kommutativitét der
Multiplikation im Korper R.)




