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Aufgabe 1 (4+6 Punkte)
Sei K ein Körper mit Char(K) 6= 2.

(a) Sei L = K(
√
D1,
√
D2) mit D1, D2 ∈ K, wobei weder D1, D2 noch D1D2 ein Quadrat in

K ist. Zeigen Sie, dass L/K galoisch ist und

Gal(L/K) ' Z/2Z× Z/2Z.

(b) Sei umgekehrt L/K eine Galoiserweiterung mit Gal(L/K) ' Z/2Z× Z/2Z. Zeigen Sie,
dass L = K(

√
D1,
√
D2) mit D1, D2 ∈ K, wobei weder D1, D2 noch D1D2 ein Quadrat

in K ist.

Hinweis: Benutzen Sie den Hauptsatz der Galoistheorie!

Aufgabe 2 (2+3+2+3 Punkte)
Es seien a, b ∈ Q, sodass b kein Quadrat ist und α =

√
a+
√
b. Weiter sei L = Q(α)/Q

biquadratisch (vgl. Aufgabe 1).

(a) Sei f = minQ(α) und±α,±α̃ die vier Nullstellen von f . Zeigen Sie, dass die vier Elemente
der Galois-Gruppe Folgendes erfüllen:

ϕ1(α) = α, ϕ2(α) = −α, ϕ3(α) = α̃, ϕ4(α) = −α̃.

(b) Bestimmen Sie ϕi(α̃) für i = 1, . . . , 4.

(c) Zeigen Sie, dass ϕi(αα̃) = αα̃.

(d) Schließen Sie, dass a2 − b ein Quadrat ist

Anmerkung: Damit haben wir jetzt eine Charakterisierung der biquadratischen Körpererweiterungen
der Form Q(

√
a+
√
b).

Aufgabe 3 (3+2+3 Punkte)
Sei α =

√
1 +
√
2.

(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom f von α über Q.

(b) Zeigen Sie, dass Q(α) kein Zerfällungskörper von f ist.

(c) Sei L der Zerfällungskörper von f . Zeigen Sie, dass [L : Q] = 8 ist.

Bitte wenden!



Aufgabe 4 (2+1+3+6 Punkte)
Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung und sei α ∈ L. Wir definieren die Norm von α von
L über K als

NL/K(α) :=
∏

σ∈Gal(L/K)

σ(α).

(a) Zeigen Sie, dass NL/K(α) ∈ K.

(b) Seien α, β ∈ L. Zeigen Sie, dass NL/K(αβ) = NL/K(α)NL/K(β).

(c) Sei L = K(
√
D) eine quadratische Körpererweiterung. Zeigen Sie, dassNL/K(a+b

√
D) =

a2 −Db.
(d) Sei minK(α) = Xd+ad−1X

d−1+ . . .+a1X+a0 ∈ K[X] das Minimalpolynom von α ∈ L
über K. Sei n = [L : K].

Zeigen Sie: Es gilt d | n und es gibt d verschiedene σi(α) welche n/d-Mal im Produkt
NL/K(α) =

∏
σ∈Gal(L/K) σ(α) vorkommen. Schließen Sie, dass NL/K(α) = (−1)nan/d0 .


