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Aufgabe 1 (1+1+1+1 Punkte) ) )
Sei R =R[X,Y]/I, wobei [ = (X?+Y?—1). Sei z := X,y := Y. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen:

(a) Die Ideale (z — 1), (y — 1) sind keine Primideale.

(b) Fiir @ € R mit |a| > 1 sind sowohl (x — a) als auch (y — a) maximale Ideale von R.
(c) (x —a,y — b) ist genau dann ein maximales Ideal von R, wenn a? + b* = 1.
)

(d) Erkléren Sie (a),(b) und (c) geometrisch. Genauer: Fertigen Sie eine Skizze der Menge
{(z,y) € R? | 22 + y?> — 1 = 0} und gehen sie die verschiedenen Félle aus den Aufgaben
am Bild durch.

Aufgabe 2 (2+1+2+2 Punkte)

(a) Sei p C R ein Primideal. Zeigen Sie, dass pR[X], also das von p in R[X] erzeugte Ideal,
ebenfalls ein Primideal ist.

(b) Seien I,J C R Ideale und p C R ein Primideal. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen
aquivalent sind:

i)IJCyp (i)INnJCyp (i) I Cpoder J Cp.

(¢) Seien nun I, Jy, Jo C R Ideale. Zeigen Sie, dass aus I C J; U Jy stets I C J; oder I C Jy
folgt.

(d) In der Situation von (c) sei p C R noch zusétzlich ein Primideal. Falls I C J; U Jo U P,
dann gilt bereits I C J; oder I C J; oder I C p.

Aufgabe 3 (1+2+1+1+1 Punkte)
Bestimmen Sie alle maximalen Ideale in den folgenden Ringen

ZIX]/(X2+3,5), Z[X]/(X?—3,2X +4), R[X]/(X?), RxR, R[X]/(X2+X+1)

Bitte wenden!



Aufgabe 4 (2+1 Punkte)

Sei m > 5 eine quadratfreie ganze Zahl (d.h. in der Primfaktorzerlegung von m tritt eine
Primzahl hichstens in einfacher Potenz auf) und sei R = Z[y/—m)]. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen:

(a) 2,v/—m, 1+ /—m sind irreduzibel in R.
Hinweis: Benutzen Sie die Norm (vgl. Blatt 3 Aufgabe 4)
(b) R ist nicht faktoriell!
Hinweis: Zeigen Sie, dass v/—m oder 1 + +/—m kein Primelement in R ist.

Aufgabe 5 (3% Punkte) B )
Sei R=R[X,Y]/(X?+Y?—1),y:=Y und z := X. Zeigen Sie, dass R nicht faktoriell ist!

Hinweis: Zeigen Sie, dass y irreduzibel aber nicht prim ist.



