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Losungen Elemente der Algebra: Blatt 10

Al. Sei G = GL2(Q) die Gruppe der invertierbaren 2x2-Matrizen mit Eintragen Q. Sei H die

von
0 1
10
erzeugte Untergruppe von G.
(a) Bestimmen Sie die Machtigkeit von H. (0)

Losung: Die Matrix ist ihre eigene Inverse und somit ist die Méachtigkeit 2.

(b) Sei (0)

a b
A= <C d>€G.

Beschreiben Sie die Klasse von A in G/H indem Sie die Elemente auflisten. Be-
schreiben sie genauso die Klasse von A in H\G.
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(c) Machen Sie sich folgende Aussage noch einmal klar, die Ihnen bereits aus der Ubung ~ (0)
bekannt vorkommen sollte: Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe von G und
a,b € G. Dann liegen a,b in der selben Rechtsnebenklasse von H in G genau dann
wenn a~'b € H.

Zeigen Sie eine analoge Aussage fiir Linksnebenklassen.

Losung: Ist aH = bH, dann ist a 'bH = H. Fiir Linksnebenklassen lautet das
Kriterium ab™! € H.

Losung: Es ist dies

bzw.

(d) Verwenden Sie die Aussage aus der vorigen Teilaufgabe, um zu untersuchen fiir (0)
welche A € G die Links- und Rechtsnebenklasse von A {ibereinstimmen.! (Hinweis:
Zeigen Sie zunéchst, dass AH = HA genau dann, wenn AH C HA. Da AH nur aus
zwei Elementen besteht und offensichtlich AEy € HA gilt, ist nur zu untersuchen,
wann das andere Element B € AH in der Rechtsnebenklasse von A liegt; wann dies
der Fall ist ldsst sich mit voriger Teilaufgabe beschreiben.)

Losung: Aus AH C HA folgt Gleichheit, da beides Mengen mit zwei Elementen

sind. Sel nun
b a
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Es ist also

Und somit

:bc—ad 2 —d* bd-—ac

Man rechnet nach, dass dies der Erzeuger von H ist, falls b = c und a = d.

! Dies ist natiirlich nicht der geschickteste Weg dies zu untersuchen; trotzdem sollten Sie versuchen die Aufgabe
auf diesem Weg zu lésen.



A2. Sei F ein Korper, G := GLy(F) und X := (F?)\{0} der zweidimensionale Vektorraum iiber
F ohne den Nullpunkt, wobei wir die Vektoren als Zeilenvektoren auffassen wollen. (Sie
konnen zundchst auch F' = Q annehmen; dies dndert die Aufgabe nicht entscheidend.)

(a) Sei ¢ : G — Aut(X) definiert als ¢(A)(x) = 2 A (Matrixmultiplikation von rechts).  (0)
Zeigen Sie, dass ¢ eine Gruppenwirkung definiert.

Dies ist leider keine Gruppenwirkung, wie obiges Argument auch zeigt.

(b) Warum liefert die naheliegendere Definition ¢(A)(x) = Ax fiir Spaltenvektoren keine  (0)
Gruppenwirkung?

Losung: g g Dies ist eine
Gruppenwirkung. Fiir die nachfolgenden Aufgaben macht dies aber keinen Unter-
schied. In der Vorlesung wurde eine Gruppenwirkung definiert als Gruppenwirkung
von links. Man kann dies aber genauso von rechts definieren. Anschaulich fordert
man statt der Rechenregel (gh)xr = g(hx), dass x(gh) = (zg)h gilt. Formal ent-
spricht dies einer Abbildung ¢: G — Aut(X), welche p(gh) = ¢(h) o ¢(g) erfiillt
(dies ist natiirlich dann kein Gruppenhomomorphismus mehr). Um zu sehen, dass
Gruppenwirkungen von rechts im Prinzip nichts anderes als Gruppenwirkungen von
links sind, macht man sich klar, dass die diese Bedingung dquivalent ist zu der Forde-
rung, dass ¢": G — Aut(X), g +— ¢(g~!) eine Gruppenwirkung definiert. Insbeson-
dere beweist man mit dieser dquivalenten Formulierung schnell analoge Versionen
samtlicher Aussagen iiber Gruppenwirkungen (von links) auch fiir Gruppenwirkun-
gen von rechts.
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(¢) Zeigen Sie, dass die Wirkung von G auf X transitiv ist, das heifit, dass es genau eine  (0)
Bahn gibt. (Hinweis: Zeigen Sie, dass alle Elemente auf der Bahn liegen, auf der der
Vektor (11) liegt.)

a 0

Losung: Esist (11) <0 b

> = (ab) falls a oder b von 0 verschieden sind. Andernfalls

liefert die Matrix a - a bzw. b0 das Gewiinschte.
0 —a b —b

(d) Seinun F = {0,1} der Korper mit zwei Elementen.
(i) Bestimmen Sie die Machtigkeit der Stabilisatoren G, fiir alle x € X.
Losung: Fiir x = (10) gilt zA = x falls A = (i 0

*

). In G gibt es genau

* %
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In G gibt es genau zwei Matrizen von dieser Form. Fir z = (11) gilt tA ==z

10 01
falls A = <0 1> oder A = (1 O>'

(ii) Geben Sie einen Gruppenisomorphismus von G nach S5 an.

zwei Matrizen von dieser Form. Fir x = (01) gilt zA = z falls A =

Losung: Es geniigt einen Gruppenhomomorphismus auf Erzeugern anzuge-
ben, wenn dies eine wohldefinierte Abbildung liefert. Man setzt also ¢: A :=

<é 1) — (12),B := (1 (1)> — (1 3). Dies ist eine wohldefinierte Abbil-
dung, denn die Gleichungen, die in G gelten, d.h., A> = E, B> = E, ABA =
BAB (diese Gleichungen legen G vollstandig fest!) gelten auch nach Anwen-
dung von ¢, d.h., ¢(A)? = E,¢(B)* = E,p(A)p(B)p(A) = ¢(B)p(A)¢(B).
Es ist dies ein Gruppenisomorphismus, da dies auch gerade die Gleichungen
sind, die S5 definieren.



