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Losungen Elemente der Algebra: Blatt 12

A1. Welche der folgenden Polynome f sind irreduzibel iber dem Grundkorper K?
(a) K=Q,f=a+6x+3
Losung: f ist nach dem Eisensteinkriterium fiir p = 3 irreduzibel.

b)) K=Q,f=2"+23+z-1

Losung: Es ist f irreduzibel genau dann, wenn es irreduzibel iiber Z ist. Dort kann
f keine Nullstelle haben, denn es miisste gelten x(x3+22+1) = 1. Sollte f reduzibel

sein, dann in der Form

(24 azx+b)(2® +dz+V) =2+ (a+d)2d + (ad + b+ V)a? + (ab + d'b)x + bY.

Somit ist bb' = —1 also b = —b' = +1. Ferner folgt aus 0 = aa’ +b+V =ad’, a =0
oder a’ = 0. Es bleiben also im Prinzip nur noch vier Moglichkeiten fiir a,a’, b, v’

und durch ausprobieren findet man f = (22 4+ 1)(2? + z — 1).
(© K=Rf=y—a—1
Losung: Mit dem Eisensteinkriterium fiir p = x — 1 ist f irreduzibel.

(d) K=Fy, f=at+22+1

Losung: f hat keine Nullstellen. Ein Koeffizientenvergleich wie in der zweiten Tei-

laufgabe liefert f = (2% +z + 1)

A2. Fir ein Polynom f = ag+ a1z + .. + a,a™ in Zlz] sei o(f) := ggT(ao, . ..,an). Zeigen Sie,
dass fir f, g € Z[z] gilt o(fg) = ¢(f)p(g). (Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zunéchst fiir

©(f) = ¢(g) = 1. Folgen Sie dazu dem Beweis des Lemmas von Gauss.)

Lésung: Sei f,g € Z[z] mit p(f) = p(g) = 1. Schreibe f = > a;x%, g = > bja?. Ange-
nommen es gébe p prim, sodass p | ¢(fg). Dann gibt es jedoch grofte ig, jo sodass p 1 ai,,
/ a;b; auker dem Koeffizienten a;,b;,
werden alle a;b; von p geteilt, denn entweder ist i > ig oder j > jp. Dies steht jedoch im
Widerspruch zur Annahme, denn nun wiirde p nicht den Koeffizienten von z%0%70 teilen.

p1bj,. Der Koeffizient von 0770 in fg ist D itimiotio

Fiir den allgemeinen Fall setze a = ¢(f),b = ¢(g). Dann ist ¢(f/a) =1 = ¢(g/b). Somit

ist go(%) = 1 und somit ¢(fg) = go(ab%) = abgo(%) = ab.
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