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Elemente der Algebra: Blatt 14

A1. Sei ζ9 := e
2πi
9 = cos(2π/9) + i sin(2π/9). In der Vorlesung haben Sie gesehen, dass ζ9

Nullstelle des Polynoms f = x6 + x3 + 1 ist. In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass f
irreduzibel ist.

(a) Zeigen Sie, dass gilt ζ39 + ζ−3
9 + 1 = 0. (5)

(b) Sei α := ζ9 + ζ−1
9 . Zeigen Sie, dass α reell ist und Nullstelle eines normierten Poly- (5)

noms g ∈ Q[x] vom Grad 3. (Hinweis: Benutzen Sie die erste Teilaufgabe.)

(c) Zeigen Sie, dass das Polynom g aus der vorigen Teilaufgabe irreduzibel ist. (5)

(d) Zeigen Sie, dass [Q(ζ9) : Q] = 6 gilt und folgern Sie, dass f irreduzibel ist. (Hinweis: (5)
Benutzen Sie die vorigen beiden Teilaufgaben und den Satz aus der Vorlesung über
die Multiplikativität von Körpererweiterungsgraden, d.h. Satz 4.2.10 aus dem Bouw-
Skript.)

A2. Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch. Begründen Sie.
(a) Seien α, β ∈ C mit α transzendent über Q und β = f(α) für ein f ∈ Q[x]. Dann ist (5)

β transzendent über Q.

(b) Seien α, β ∈ C mit β transzendent über Q und β = f(α) für ein f ∈ Q[x]. Dann ist (5)
α transzendent über Q.

(c) Sei α ∈ C transzendent über Q. Dann ist α−1 transzendent über Q. (5)

(d) Seien α, β ∈ C transzendent über Q. Dann ist αβ transzendent über Q. (5)

A3. Zusatzaufgabe: Sei K ein Körper, f ∈ K[x] irreduzibel und L/K eine endliche Körperer- (+20)
weiterung. Nehmen Sie an, dass [L : K] teilerfremd ist zum Grad von f . Zeigen Sie, dass
dann f auch über L irreduzibel ist.
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