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Elemente der Algebra: Blatt 15

A1l. Zerlegen Sie das Polynom f im Ring R in irreduzible Faktoren.

A2, (a)

f=2*+224+1, R=Tyz]
f=2*+22+1, R=TFyx]
f=2z3+2+1, R=TF3[z]
f=x*-2241, R =TF;[z]
f=12%-1, R=Tos[z]

Bestimmen Sie alle irreduziblen Polynome in Fa[x] von Grad 4. (Hinweis: Beachten

Sie Aufgabe A3.)

Betrachten Sie das irreduzible Polynom f := 2% +x+1 € Fy[x]. Sei « eine Nullstelle
von f in Fi5. Wie Sie in der Vorlesung gesehen haben ist dann Fig = Fa[a], da f
irreduzibel ist. Bestimmen Sie iiber Fo das Minimalpolynom von «? und a?.

Finden Sie einen Erzeuger der zyklischen Gruppe Fyg.

Nach Aufgabe A4 gilt F4 C Fi6. Finden Sie ein Element v € Fi6 sodass Fq = Fa[7].

A3. Sei p eine Primzahl. Es bezeichne P(n) die Menge der normierten irreduziblen Polynome
vom Grad n in F,[z].

(a)

(b)

Sei n € N und f € P(n). Zeigen Sie, dass f das Polynom zP" — z teilt. (Hinweis:
Betrachten Sie die Polynome als Elemente von Fy»[z].)

Sei n € N, d ein Teiler von n und sei f in P(d). Zeigen Sie, dass f das Polynom
xP" — x teilt. (Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis aus Aufgabe A4.)

Sei n € N. Zeigen Sie, dass gilt
P — = H H 7

dln feP(d)

4)
3)

Bestimmen Sie fiir p = 2 die Méachtigkeit von P(4).
(3).

Bestimmen Sie fiir p = 3 die Méchtigkeit von P

A4. Sei p eine Primzahl, n,m in N. In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass der Kérper Fym
genau dann im Korper Fp» enthalten ist, wenn m|n.

(a)

Sei ¢ : Fpn — Fpn der durch a — af gegebene Automorphismus von Fy» (siehe
Satz 1 (iii) aus der Vorlesung vom 4.2.). Es lasst sich ¢ als Gruppenelement in der
Gruppe der Automorphismen von [F,» auffassen. Zeigen Sie, dass ¢ in dieser Gruppe
Ordnung n hat, d.h. zeigen Sie, dass

n = min{k € N : ¢* = Id}.

Nehmen Sie an, dass F,m ein Teilkoérper von F,» ist. Zeigen Sie, dass m dann n
teilt. (Hinweis: Verwenden Sie die Einschrénkung von ¢ auf F,= und die vorige
Teilaufgabe.)

Nehmen Sie nun an, dass m|n. Zeigen Sie, dass dann Fpm ein Teilkorper von Fyn
ist. (Hinweis: Argumentieren Sie wie im Beweis des Satzes aus der Vorlesung: Die
Teilmenge der o € Fp» mit o™ = « ist ein Teilkorper.)

Abgabe bitte nur zu zweit am 10.2.2014 in der Ubung. Beschriften Sie ihre Abgabe mit Namen und
Matrikelnummer (oder SLC-Namen) beider Studenten. Achten Sie auf einen ausreichenden Seitenrand

fiir die Korrektur.
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