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Losungen Elemente der Algebra: Blatt 4

A1l. In dieser Aufgabe betrachten wir die Gruppe W, die Symmetriegruppe eines sechsseitigen

Wiirfels. Diese Gruppe lasst sich als Untegruppe von Sg auffassen: Man nummeriert die
Seiten des Wiirfels von 1 bis 6, sodass die Summe gegeniiberliegender Seiten 7 ergibt und,
wenn die 1 oben liegt, 2 und 3 gegen den Uhrzeigersinn aufeinander folgen. (Hinweis: Zur
Lésung der folgenden Aufgabe kann ein tatsédchlicher Wiirfel sehr hilfreich sein. Hierzulande
folgen die meisten Wiirfel dieser Aufteilung.)

(a) Beschreiben Sie fiir jede Achse durch gegeniiberliegende Seiten eine Drehung um 90°
als Element von Sg.

Losung: Achse 1-6: 016 = (2 3 5 4). Achse 2-5: 095 = (1 3 6 4). Achse 3-4:
o34 = (126 5). (Oder jeweils das Inverse)

(b) Wie viele Konjugationsklassen solcher Drehungen gibt es in W?
Losung: Die beiden Drehungen um 90° um eine Achse sind konjugiert, denn Jfﬁl =
00016055, g5 = O1L020%, 03 = 01403404 (Wobei es egal ist welche andere
Drehung man in der Konjugation verwendet).
Die Drehungen um verschiedene Achsen sind konjugiert, so ist o34 = 02501602_51 und

095 = 034016034 (und Konjugation ist eine Aquivalenzrelation). Also gibt es nur eine
Konjugationsklasse.

(c) Finden Sie zwei solche Drehungen deren Produkt Ordnung 3 hat.

Losung: 034 - 016 = (1265)-(2354) = (123)(465) (dies entspricht einer
Rotation um eine Diagonale).

A2. Welche der folgenden Gruppen sind isomorph? Welche sind es nicht?

o T

o Dg

e ((123456),(12))C Sq

e ((132456),(36)(25))C Se
(1234567891011 12)) C Sy

Loésung: Zunichst bestimmt man die Ordnung dieser Gruppen. In der Vorlesung hatte
man gesehen, dass |T| = |Dg| = 12. Offensichtlichist | (123456 789 10 11 12)) | = 12.
Esist ((123456),(12)) =S¢ also von Ordnung 720. Man zeigt auferdem (z.B. durch
Aufschreiben aller Wérter), dass | ((132456),(36)(25))|=12.

Gruppen unterschiedlicher Ordnung sind nicht isomorph. Es bleibt also nur noch die Grup-
pen der Ordnung 12 zu untersuchen. Alternativ stellt man fest, dass (12345 6)(1 2) =
(1 345 6) ein Element der Ordnung 5 ist. Die anderen Gruppen enthalten jedoch kein
Element der Ordnung 5.

Die Gruppe G :=((132456),(36)(25)) C S ist isomorph zu Dg: Dg war definiert als
die Untegruppe von Oz, die ein reguléres Sechseck fixiert. In der Vorlesung wurde gezeigt,
dass diese Gruppe erzeugt wird von der Rotation um 60° und der Spiegelung an der y-
Achse. Nummeriert man die Ecken des Sechsecks etwas unkonventionell, sicht man diese
Operationen gerade durch die zwei Permutationen gegeben sind.

Die Gruppe G ist nicht isomorph zu T, denn T enthélt kein Element der Ordnung 6.

Die letzte Gruppe ist abelsch, also nicht isomorph zu den anderen Gruppen, die alle nicht
abelsch sind.
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