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Losungen Elemente der Algebra: Blatt 9

A1l. Sei R ein Integritétsring (also ein kommutativer Ring, welcher nullteilerfrei ist).

(a) Zeigen Sie: Fiir a,b,c € R mit ac = be und ¢ # 0 gilt a = b.

Losung: Es ist ac—be = 0 und also (a —b)c = 0. Da R keine Nullteiler besitzt muss
a — b =0 gelten.

(b) Sei X die Menge der Paare (a,b) mit a,b € R und b # 0. Auf X sei die Relation

(a,b) ~ (', V) < ab = d'b

gegeben.

(1)

(i)

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf X definiert.

Losung: Die Relation ist offensichtlich reflexiv und symmetrisch. Fiir die
Transitivitit sei (a,b) ~ (a/,0) und (a’,b") ~ (a”,b”) gegeben. Somit gilt
ab't! = a'bt" = d'b"b = a"V'b. Da b/ # 0 folgt mit der ersten Teilaufgabe
ab’ = a”"b was zu zeigen war.

Sei K nun die Menge der Aquivalenzklassen von X beziiglich ~, d.h. sei
K = X/ ~. Die Klasse von (a,b) bezeichnen wir nun mit . Definieren Sie
auf K eine Addition und Multiplikation, sodass ein Korper entsteht (sie miis-
sen hierzu nicht die Ringaxiome (R1)-(R3) iiberpriifen). Machen Sie in Ihrer
Konstruktion deutlich an welcher Stelle benétigt wurde, dass R kommutativ

ist und an welcher Stelle benotigt wurde, dass R nullteilerfrei ist.

Loésung: Setze § + § = “dl:yb und 7 - ¢ := 7. Diese Operationen sind

. . / . .. / . .
wohldefiniert: Sei 7; ein Représentant von 3 und  ein Représentant von 7.
Dann ist
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'd'b+ c'b'b
= % nach Definition von ~, da b # 0
/bd/ /bb/
= % da R kommutativ
_abd + Vb d g_g’
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d + b
= % nach Definition von ~, da d’ # 0
!/ /
= W wie in Zeile 2
dd' + 'db
= % wie in Zeile 3
! U
= W wie in Zeile 4
— adb—; cb wie in Zeile 5.
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Ahnlich gilt

a ¢ a'cd
vd o ud
a'cbd
b'd'bd
a'bc'd
bdb'd’
ab'cd’
bdb'd’
act'd’
bav'd’
_ac
=3

Es bleibt zu zeigen, dass ein § # 0 € K ein Inverses besitzt. Da § # 0 = % ist
ab # 0 also a # 0, da R nullteilerfrei ist. Es ist also 2 € K und offensichtlich
4 ab _ab 1
A2. Bestimmen Sie im euklidischen Ring R den grofsten gemeinsamen Teiler der Element a, b
und finden Sie Elemente z,y € R mit ggT(a,b) = xa + yb.

(a) Fir R=7Z,a=91,b= 154.

Losung: Durch wiederholte Division mit Rest findet man

154 =63 + 91
91 =28+ 63
63=7+2-28
28=4-7

Es ist also der grofste gemeinsame Teiler 7. Obigen Rechnungen entnimmt man

7=63—228
=63 —2(91 — 63)
=3.63—2-91
=3.154—5-91

(b) Fiir R =Q[z],a = 2% — 32% + 2,b = 323 + 22 — 62 — 2.

Losung: Durch wiederholte Division mit Rest findet man

a=(1/3z—1/9)b+8/92 +16/9
b= (—27/8x —9/8)(8/9x> + 16/9).

Somit ist ggT'(a,b) = 8/92% + 16/9 und es ist 8/922 + 16/9 = (1/3x — 1/9)b — a.

(¢) Fur R=1Z[i],a=2,b=1-Ti.

Losung: Man iiberlegt sich, dass (z + iy)_l = ;2;252

berechnet man b/a = —7/2i+1/2. Das Element von Z[i] welches diesem an ndchsten
ist, ist —3¢. Man bestimmt also b = —3¢ - a + 1 — 4. Die Division mit Rest von a
durch 1 — ¢ geht auf. Es ist also g¢gT'(a,b) =1 —iund 1 —i = —3i-a —b.

Fiir die Division mit Rest




