6.4 Minimalpolynom 111

Satz 6.4.6 Es sei V' ein K -Vektorraum der Dimension n < oo und ¢ ein En-
domorphismus von V . Fir A€ K sei

m = p((m(p, X), ) ,
r:=min{t € N; Ker(p — Aidy)! = Ker(p — Aidy )1} .

Dann gilt m =r .
Beweis. Offenbar gilt Ker(¢ — Xidy)? C Ker(p — Nidy)'™! fiir alle ¢ € N . Wegen
dimV =n < oo gilt r <n . Dann zeigen wir zuerst
H :=Ker(¢p — Aidy)" = Ker(p — Xidy)" fiir alle ¢ > 7 .
Ist némlich = € Ker(yp — Xidy )+ fiir ein ¢ > 7, so gilt
0= (p—Aidy)" ™ (z) = (¢ = Aidv)"™ o (p = Aidy)' " (2).

Also ist (¢ — Aidy )77 (x) € Ker(p — Aidy)"! = Ker(¢p — Aidy)” und somit gilt
Ker(¢ — Aidy)!(z) = 0 . Das bedeutet z € Ker(¢ — Aidy)? . Mit Induktion folgt die
Behauptung. Wir schreiben nun

m(p, X) = (X = A)™ - P(X)
mit einem Polynom P(X) € K[X] und P()\) # 0. Dann gilt fiir jedes z €V
(¢ — Aidy)™ o P(p)(z) = 0.
Also gilt P(¢)(z) € Ker(p — Xidy)™ C Ker(p — Aidy)” und daher ist
(p=A)"-Pp) =0.

Das impliziert m < r nach Definition des Minimalpolynoms, weil P(X) teilerfremd
zu (X — ) ist. Nun ist P(p)|g = P(\) -idg + ¢, wobei 1 nilpotent ist. Daher
ist P(p)|g nach 6.1.8 ein Automorphismus von H . Also gilt P(¢)(H) = H . Dann
gilt

(0 = N™(H) = (o — \)™ o P(9)(H) = m{, 9)(H) = 0

Nach Wahl von r muss dann m > r gelten. O



