Algebra (Wintersemester 2014/15) Blatt: 11

Stefan Wewers, Michel Bérner Punkte: 20

Abgabe zu zweit oder zu dritt vor der Vorlesung am Di., 20.01.15 oder am selben Tag in Hel8,
Zimmer EQ7 (ggf. unter der Tiir durchschieben).

Aufgabe 1 (Lexikographische Ordnung) (2+1+2=5DP)

Sein € Nund (M := {x'l‘1 -...-xf | ki € Nso}, -) das Monoid der Monome von K[xi, ..., x,].
Wir definieren auf diesem Monoid eine lexikographische Ordnung in folgender Weise:

Ak s Xl = k= ifiri e {1,...,j -1}, und k; > {; fireinj € {1,...,n}

Weiter seia > b <= a > bodera =b.
Zeigen oder widerlegen Sie:

a) > ist eine Totalordnung auf M (4 Eigenschaften)
b) my > my = my-mz >my-mz3 Vmz € M

¢) > ist eine Wohlordnung, d.h. jede nichtleere Teilmenge von M besitzt ein kleinstes Element.

Aufgabe 2 (Grobnerbasen) 2+2+2=6DP)

Seien fi,..., fm € K[x1,...,x,) und I := (f1,..., f). Die Menge { f, ..., fm} heillt Grébner-Basis
von I, falls fiir jedes Element ¢ € I ein Index i existiert mit LT(f;) | LT(g). Dabei ist

LT( Y cm-m) :=max{cy - m | cy # 0}
meM

der Leitterm, definiert mit der Ordnung > aus Aufgabe 1.
Sei fi:=x+y, fo:=y—zsowie I := (f1, f2) <K[x,y,z].
a) Zeigen Sie: {f1, f»} ist eine Grobner-Basis von I.
b) Liegt das Polynom g := x3 — yz> 4+ xyz — xy? in I? Begriinden!

©) Sei f3:=x% —2xy, fy := x*y — 2y* + x.
Zeigen Sie: {f3, f4} ist keine Grébner-Basis von | := (f3, fa).
Hinweis: Zeigen Sie zunichst: x> € J.

Aufgabe 3 (Freie Moduln) (1+1+1+1+1=5P)

Welche der folgenden Moduln iiber dem Ring R sind frei? (Begriinden!) Geben Sie fiir jeden
Modul ein moglichst kleines Erzeugendensystem an und — falls er frei ist — eine Basis.

Q) R=Z, M=Q

b) R=27, M = ker 12— c 7
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c) R=K][x,y], M = ker (x y) C R? oder anders: M = {xf+yg=0]| f,g € R}
d) R=Z/47, M= (2) <R

e) R:]K[x,y},M:im<x y) CR

Aufgabe 4 (Torsionsuntermodul) (1+2+1=4P)

Sei R ein (kommutativer nullteilerfreier) Ring und M ein R-Modul. Wir definieren
Mior :={m € M | esex.a € R\ {0} mit a-m = 0}.
Zeigen Sie:

a) Mo € M ist ein Untermodul.

b) Falls M frei ist, folgt Mo, = {0}.

Hinweis: Man nennt M dann torsionsfrei.

c) Die Umkehrung von Teilaufgabe b) gilt nicht.
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