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1 Gruppen

Gruppen kommen ,,in der Natur* als Symmetriegruppen vor. Die Gruppentheorie ist
deshalb sowohl in der Mathematik als auch in den Naturwissenschaften ein wichtiges
Werkzeug. Symmetriegruppen sind die wichtigsten Beispiele von Gruppen, die wir
in diesem Kapitel betrachten werden.

1.1 Die Definition einer Gruppe

Definition 1.1.1 Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung
GxG— @G, (a,b) — axb,

welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

(G1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. (a *b) x ¢ = a* (b*¢), fiir alle a,b,c € G.

(G2) Es existiert ein neutrales Element, d.h. ein Element e € G mit exa = axe =a
fiir alle @ € G.

(G3) Jedes Element a € G besitzt ein inverses Element, d.h. es existiert ein Element
beGmitaxb=bxa=ce.

Eine Gruppe G heiit abelsch (oder kommutativ), falls a * b = bx* a fiir alle a,b € G
gilt.

Bemerkung 1.1.2 (a) Die Definition einer Gruppe setzt voraus, dass die Ver-
kniipfung a * b zweier Gruppenelemente wieder ein Gruppenelement ist. Die
Bedingung

(G0) Fiir alle a,b € G gilt a xb € G (Abgeschlossenheit gegeniiber der Ver-
kniipfung)

ist daher implizit in Definition [[.1.J] enthalten.

(b) Im Allgemeinen werden wir fiir Gruppen die multiplikative Schreibweise (G, -)
benutzen. Wir schreiben a - b (oder kurz ab) fiir die Verkniipfung, 1 = 1¢ fiir
das neutrale Element und o~ fiir das inverse Element zu a.

Fiir abelsche Gruppen (G, 4) benutzen wir manchmal auch die additive Schreib-
weise. Wir schreiben a + b fiir die Verkniipfung, —a fiir das inverse Element
(genannt: Negatives) und 0 = O¢ fiir das neutrale Element (genannt: Null).

Beispiel 1.1.3 Wir geben einige Beispiele von Gruppen, die Thnen aus der Vorle-
sung Lineare Algebra bekannt sind. Uberzeugen Sie sich davon, dass dies Gruppen
sind und bestimmen Sie das neutrale Element und das inverse Element zu a € G.

(a) Die Mengen Z,Q, R, C mit Addition sind abelsche Gruppen.

(b) Sei K ein Koérper. Die Menge K* := K \ {0} mit Multiplikation ist eine
Gruppe.

(c¢) Sei K ein Korper. Die Menge GL,, (K) der invertierbaren n x m Matrizen
mit Koeffizienten in K ist eine Gruppe unter Matrixmultiplikation. Die Ab-
geschlossenheit beziiglich der Multiplikation (GO) folgt aus

det(AB) = det(A)det(B) #0 fiir alle A, B € GL,(K).

Diese Gruppe ist nicht abelsch fiir n > 2.



(d) Die Menge GL,,(K) ist keine Gruppe beziiglich Addition.

Das folgende Lemma zeigt einige einfache Eigenschaften einer Gruppe.

Lemma 1.1.4 Sei (G,-) eine Gruppe.
(a) Falls €' - a = a fiir alle a € G, so ist €' = e das neutrale Element von G.
(b) Falls b € G die Gleichung b - a = e erfiillt, so ist b = a~! das Inverse von a.

(c) Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt. Jedes Element besitzt ein
eindeutiges inverses Element.

(d) (Kiirzungssatz) Seien a,b,c € G. Falls ab = ac oder ba = ca, so gilt b = c.

Beweis: Sei ¢’ wie in (a) und sei e das neutrale Element von G. Wegen Grup-
penaxiom (G2) gilt e’ = €’ - e. Die Definition von e’ impliziert, dass e’ - e = e. Also
gilt ¢’ = e. Teil (b) folgt, indem man die Gleichung b-a = e von rechts mit a~!
multipliziert. Teil (c) ist ein Spezialfall von (a) und (b). Fiir (d) multipliziert man
beide Seiten der Gleichung von rechts mit a=?. 0

Beispiel 1.1.5 Der Beweis von Lemma [[L.T4(d) benutzt Axiom (G3). Die Menge
M3 2(R) der reellen 2 x 2 Matrizen mit Matrixmultiplikation als Verkniipfung ist
keine Gruppe, da nicht jedes Element ein inverses Element besitzt. Lemma [[L.T.4](d)
gilt nicht:

1 0y/1 0y (1 0\/1 0y (1 O abe 10 ” 10
0 0/\2 1) \0 0/\0 3/ \0 0/’ "l 1 0 3
Definition 1.1.6 Seien G und H Gruppen. Das direkte Produkt G x H ist die

Menge
GxH={(g9.h)|g€G,heH}

von Elementen in G und H. Dies ist eine Gruppe mit Verkniipfung:
(9:h)- (¢ W) =(g-c g h-ul)
Das neutrale Element ist (eg,ex). Das inverse Element von (g, h) ist (g7, h™1).

Definition 1.1.7 Sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifit Untergruppe
von G, falls:

(Ul) ee H,
(U2) fur alle a,be H gilta-be H,
(U3) fiir allea € H gilt a=* € H.

Bezeichnung: H < G.

Bemerkung 1.1.8 (a) Eine Untergruppe H von G ist mit der Verkniipfung von
G eine Gruppe: Die Assoziativitdt von H folgt aus der Assoziativitéit von G.
Dies braucht man also nicht mehr zu iiberpriifen.

(b) Die Untergruppenaxiome (U2) und (U3) kann man auch ersetzen durch:
(U2+3) Fiir allea,be H gilt a-b~' € H.



Beispiel 1.1.9 (a) Sei T die Menge der invertierbaren, reellen, 2 x 2 oberen Drei-

ecksmatrizen:
a b
T—{(O d)|a,b,d€R,ad7€O}.

Dies ist eine Untergruppe von GLz(R): Seien

A = <% 2?) €T, firi=1,2.

Es gilt

4 _ (araz  aiby + bids 1 1 fdr —by
Aq AQ—(O dydy )ET, Al _aldl 0 a1 eT.

Auflerdem ist die Einheitsmatrix ein Element von T'.

(b) Der Einheitskreis S := {z € C | |z|] = 1} ist eine Untergruppe von C*.

(¢) Sei K ein Korper. Die Gruppe SL,, (K) der invertierbaren Matrizen mit De-
terminante 1 ist eine Untergruppe von GL,, (K).

Satz 1.1.10 Sei G eine Gruppe und S eine Teilmenge. Dann ist die Menge
H=(S):={a1-az - an|n€Zsg, Yi:a; € Sodera;* €S} CG

die kleinste Untergruppe von G, die S als Teilmenge enthélt. Fiir n = 0 setzt man
das (leere) Produkt ay - - - a,, := e.

Definition 1.1.11 Die Untergruppe H = (S) < G heifit die von S erzeugte Unter-
gruppe. Die Teilmenge S heifit Erzeugendensystem von H.

Beweis des Satzes: Seien a,b Elemente von H. Dann gilt nach Definition
a=aj---an, b:blbm7

mit n,m > 0, a; € S oder a; ' € § fiir alle i und b; € S oder b;l € S fiir alle j.
Offenbar ist
a.b71 :alanb”inlbl_l

wieder ein Element von H. Mit Bemerkung[[.T.8 (b) folgt, dass H eine Untergruppe
von G ist, die S als Teilmenge enthélt.

Ist nun H' < G eine weitere Untergruppe, die S als Teilmenge enthilt, so enthiilt
H' auch jedes Element der Form as - - - a,, wenn fiir alle i entweder a; oder a; Lin

S (und damit in H') liegen. Es gilt also H C H'. Damit ist alles gezeigt. O

Definition 1.1.12 FEine zyklische Gruppe ist eine Gruppe, die von einem Element
erzeugt wird. Ein solches Element heifit Erzeuger der Gruppe.

Bemerkung 1.1.13 Jede zyklische Gruppe G ist auch abelsch. Sei ndmlich g ein
Erzeuger von G. Es gilt ¢'¢? = ¢"t7 = ¢74".

Definition 1.1.14 Sei G eine Gruppe. Die Ordnung |G| der Gruppe ist die Anzahl
der Elemente von G. Eine Gruppe endlicher Ordnung heifit endliche Gruppe. Falls
g € G ein Element ist, so heifit die Ordnung der Untergruppe (g), erzeugt von g,
die Ordnung von g. Bezeichnung: ord(g).

Alternativ kann man die Ordnung eines Elements g einer Gruppe G auch defi-
nieren als die kleinste positive Zahl n mit ¢" = eq.



Beispiel 1.1.15 (a) Die Gruppe (Z, +) ist eine zyklische Gruppe. Erzeuger sind
1 oder —1. Die Ordnung der Gruppe ist unendlich.

(b) Sei n € N. Eine n-te Einheitswurzel ist eine komplexe Zahl z € C mit 2™ = 1.
Die Menge aller n-ten Einheitswurzeln,

pni={z€C| 2" =1},

versehen mit der Multiplikation komplexer Zahlen, bildet eine kommutative
Gruppe. (Warum?) Sie ist zyklisch, denn

Lo = {eZTrik/n | ke Z} _ <e2ﬂ'i/n>'
Die Ordnung eines Elements e2™**/™ ist n/ ggT(k, n). Insbesondere ist ord(e27*%/™)

genau dann n, wenn ggT(k,n) = 1. Die Einheitswurzel der Ordnung n heifien
primitive n-te Einheitswurzel.

(c) Sei
V= {(j;l fl)} C GLy(R).

Man zeigt leicht, dass V' eine Untergruppe von GL2(R) mit 4 Elementen ist.
Die Gruppe V heifit Kleinsche Vierergruppe. Jedes Element A € V ungleich
der Einheitsmatrix F besitzt Ordnung 2, also ist V' nicht zyklisch. Die Matri-

zen
-1 0 1 0
w= () el 8

bilden einen Erzeugendensystem von V.

Das einfachste Beispiel einer Gruppe ist (Z,+). Theorem bestimmt alle
Untergruppen von (Z, +). (Dieser Beweis ist dem Beweis von [4, Lemma 1.1.9] sehr
dhnlich.)

Der Beweis von Theorem benutzt Division mit Rest: Seien a,b € Z mit
b # 0. Es existieren eindeutige Zahlen ¢,r € Z mit a = ¢b+ r und 0 < r < |b|. Die
Zahl ¢ heiit Quotient und r heiffit Rest. Den Quotient ¢ kann man als die grofite
ganze Zahl kleiner gleich a/b charakterisieren. Den Rest definiert man als r := a—gb.
Mehr Details finden Sie in [4 Satz 1.1.5].

Theorem 1.1.16 Fiir b € 7 definieren wir
bZ = (b) = {n € Z | n = bk fiir ein k € Z}.
Jede Untergruppe H von Z ist von der Form H = bZ fiir ein b € Z>y.

Beweis: Sei H < (Z,+) eine Untergruppe. Es gilt 0 € H (Axiom (U1)). Falls 0
das einzige Element von H ist, gilt H = 0Z = {0}.

Wir nehmen an, dass H # {0} ist. Axiom (U3) impliziert, dass falls a € H mit
a # 0 auch —a € H. Daher enthilt H mindestens eine positive Zahl. Sei b das
kleinste positive Element von H.

Wir behaupten, dass H = bZ. Die Inklusion bZ C H ist klar. Wir miissen also
zeigen, dass jedes Element von H ein Vielfaches von b ist.

Sei a € H beliebig. Division mit Rest impliziert die Existenz von Zahlen g, r mit
a=gb+rund 0 < r <b. Axiom (U243) impliziert, dass r = a — ¢b € H ist. Die
Minimalitdt von b zusammen mit der Eigenschaft 0 < r < b impliziert, dass r = 0.
Also ist a = ¢b und es folgt, dass H = bZ. O

Theorem [LT.T6 sagt also, dass jede Untergruppe von Z zyklisch ist. Dies impli-
ziert folgende iiberraschende Tatsache. Seien a,b € Z zwei verschiedene Elemente



ungleich 0. Die Untergruppe (a,b) = aZ +bZ = {n € Z | n = ax + by, fir x,y € Z}
ist wieder zyklisch, also existiert ein d € Z mit aZ + bZ = dZ. Man kann sogar
annehmen, dass d > 0 ist. Diese Zahl d nennt man den grofiten gemeinsamen Teiler
von a und b. Bezeichnung: d = ggT(a, b). Zwei Zahlen mit ggT(a,b) = 1 nennt man
teilerfremd. Der grofite gemeinsame Teiler hat die folgenden Eigenschaften (siehe
auch [4, § 1.1]):

Korollar 1.1.17 Seien a,b € Z und sei d = ggT(a,b).
(a) Es existieren x,y € Z mit d = ax + by.
(b) d teilt sowohl a als auch b.
(c) Jeder gemeinsame Teiler von a und b teilt auch d.

Beweis: Teil (a) folgt aus d € aZ+ bZ. Teil (b) folgt aus a,b € dZ. Teil (c) folgt
aus (a). O

Beispiel 1.1.18 Sei a = 60 und b = 36. Es gilt d = ggT(a,b) = 12. Theorem
impliziert, dass x,y € Z existieren mit 12 = 60z + 36y. Man iiberpriift, dass
12=136-2—60- 1. Ein Algorithmus, der diese Zahlen berechnet, ist der erweiterte
euklidische Algorithmus (siehe [4 § 1.1]).

1.2 Permutationen

Sei X eine endliche Menge. Eine Permutation von X ist eine Bijektion o : X —
X. Die Menge S(X) der Permutationen mit Komposition von Abbildungen als
Verkniipfung ist eine Gruppe. Wir nennen S(X) die symmetrische Gruppe. Die
Identitét

dx: X — X, T

ist das neutrale Element von S(X). Das inverse Element von ¢ € S(X) ist die
Umkehrfunktion. Diese existiert, da o bijektiv ist.

Die Elemente von S(X) heilen Permutationen der Menge X. Ist X = {1,2,...,n},
schreiben wir S,, statt S(X). Diese Gruppe heifit die symmetrische Gruppe auf n
Elemente.

Die Elemente von o € S,, schreiben wir als Tabelle:

1 2 ... n
o1) o(2) -+ o(n))”
Die obere Zeile besteht aus den Elemente 1,2...,n der Menge X. Die untere Zeile
besteht aus den Bilder o(1),0(2),...0(n). Beispielsweise sind die Elemente von Ss:

(1 2 3 (123 (123

c=l123) *“\213) "1 3 2)
(1 23 (1 23 (1 2 3
C"(321)’ d'_(231>’d "(312)'

Die Menge S3 hat also 6 Elemente.

Eine Permutation o € S,, wird bestimmt durch den Vektor (¢(1),0(2),...,0(n)).
Jede Zahl aus der Menge {1,2,...,n} kommt in diesem Vektor genau einmal vor.
Dies zeigt folgendes Lemma;:

Lemma 1.2.1 Die Gruppe S,, besitzt genau n! Elemente.



Bemerkung 1.2.2 In dieser Vorlesung verkniipfen wir Permutationen o,7 € S,
wie Funktionen auf X: Also o - 7 heifit: zuerst 7, dann ¢ ausfithren. Wir folgen
hiermit Armstrong [2]. Artin [I] macht dies anders!

Zum Beispiel ist
3) (1 2 3} [1
3/\2 3 1) \1

;
262

Insbesondere ist die Gruppe 5, fiir n > 3 nicht abelsch.

NN W N
wW N W
N——
o
B
joW

W N =N

Die Verkniipfung von S5 ist in der folgenden Verkniipfungstabelle dargestellt:

o-T| e a b c d dt
e e a b c d d7t
a a e d d! b c
b b d! e d c a
c c d d! e a b
d d c b d! e

d-1l|d?! b c a e d

Die oben eingefiihrte Schreibweise fiir Permutationen ist in der Praxis etwas zu
umsténdlich. Daher fithren wir eine kiirzere Schreibweise ein.

Definition 1.2.3 Eine Permutation o € S, heifit m-Zyklus, wenn paarweise ver-
schiedene Elemente a1, ...,a,, € {1,...,n} mit

o(a;) =aj41, firj=1,....,m—1,
(m)_a’lu
(): fﬁra%{al,...,am}

existieren. Bezeichnung: o = (a1 az -+ am).
Ein 2-Zyklus heifit auch Transposition.

Beispiel 1.2.4 Die symmetrische Gruppe Ss3 enthélt neben der Identitdt genau
drei Transpositionen,

wo-(3 1) en-(130) e-(331).

und zwei 3-Zyklen,

(123)_<§ : i’) (132)_(;) : g)

Bemerkung 1.2.5 (a) Sei 0 = (a; az -+ ap,). Das inverse Element ist o~ ! =
(am am-1 -+ ar).

(b) Seien o = (a1 ag -+ am) und 7 = (by by - -+ by) disjunkte Zyklen, d.h. es gilt
{al,...,am}ﬂ{bl,...,bk} = 0.
Dann kommutieren beide Elemente:

gOT =TOGOQ0.

Das Beispiel aus Bemerkung [[.2.2] zeigt, dass dies im Allgemeinen nicht gilt,
wenn die Zyklen nicht disjunkt sind.



Satz 1.2.6 Sei n > 2. Jede Permutation o € S,, ldsst sich als Produkt disjunkter
Zyklen schreiben.

Beweis: Sei o € S,,. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf X := {1,2,...,n}
durch
T~y = k>0 y=c"(x).

Man zeigt leicht, dass dies in der Tat ein Aquivalenzrelgtion ist. Es folgt, dass X die
disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen ist. Jede Aquivalenzrelation entspricht
einem Zyklus. O

Beispiel 1.2.7 Als Beispiel betrachten wir
a>_<1 2 3 45 6 7><£S%
7T 5 2 4 316
Die Aquivalenzklassen der Relation ~, sind
{1,7,6}, {2,5,3}, {4}.
Die Zyklenzerlegung ist daher
o=(176)(253)(4).
Héufig ldsst man in dieser Darstellung die 1-Zyklen weg und schreibt
c=(176)(253).
Die Zyklenzerlegung ist nicht eindeutig. Beispielsweise gilt
(176)=(761)=(617).

In der Zyklenzerlegung sind alle vorkommenden Zyklen per Definition disjunkt.
Also ist die Reihenfolge, in der die Zyklen vorkommen, egal (Bemerkung [[L2.5(b)).
Beispielsweise ist

o=(176)(253)=(325)(617).

Das folgende Lemma ist eine gute Ubung fiir das Verkniipfen von Permutationen;
Wir iiberlassen es dem Leser/der Leserin.

Lemma 1.2.8 (a) Die Ordnung eines k-Zyklus ist k.

(b) Sei ¢ =[], 0; das Produkt disjunkter Zyklen, wobei o; die Linge k; besitzt.
Die Ordnung von o ist kgV (k;).

Theorem 1.2.9 Die Transpositionen in S,, erzeugen S,,.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass jedes Element von .S,, ein Produkt von Trans-
positionen ist. Wir haben schon gesehen, dass jede Permutation o € .S,, das Produkt
von disjunkten Zyklen ist. Das Theorem folgt daher aus der Formel

(a1 ag -+ ar) = (a1 ag)(ar ag—1) - (a1 as)(a1 az). (1.2.1)

a

Beispiel 1.2.10 Wir haben

(153)(246) = (13)(15)(26)(24).



Eine Permutation kann in vielen verschiedenen Weisen als Produkt von Trans-
positionen geschrieben werden. Zum Beispiel ist (a b) = (1 a)(1 b)(1 a). Die Anzahl
der bendtigten Permutationen ist immer entweder gerade oder ungerade. Um die
beide Fille zu unterscheiden, fithren wir das Vorzeichen einer Permutation ein.

Dazu betrachten wir das Polynom

P(xy,x2,...,2n) = H (i —xj) € Qlz1, ..., zx)].

1<i<j<n

Fiir 0 € S, definieren wir

o(P):= H (To (i) = To(j))-

1<i<j<n
Die Terme von o(P) sind bis auf das Vorzeichen genau die Gleichen wie die von P.

Dies impliziert, dass o(P) = £P.

Definition 1.2.11 Sei ¢ € S,,. Das Signum sgn(c) € {£1} ist definiert durch die
Gleichung
o(P) =sgn(o)P.

Eine Permutation o € S, heiit gerade (bzw. ungerade), wenn sgn(o) = 1 (bzw.
sgn(o) = —1).

Zum Beispiel gilt fiir o = (1 3 2), dass
P = (acl — ,Tg)(xl — LL‘3)($2 — 1'3) U(P) = (,Tg — xl)(:vg — ,Tg)(xl — ,TQ) = P,

also ist o eine gerade Permutation.

Lemma 1.2.12 (a) Fiir o,7 € S, gilt sgn(o7) = sgn(o) sgn(7).
(b) Ist o das Produkt von k Transpositionen, dann gilt sgn(o) = (—1)*.

(c) Ist o ein k-Zyklus, dann ist sgn(c) = (—1)**1. Insbesondere ist ein k-Zyklus
genau dann gerade, wenn k ungerade ist.

Beweis: Es gilt

(0 o7)(P) = o(7(P)) = o(sgn(7)(P))
= sgn(7)o(P) = sgn(7)sgn(o)(P).

Teil (a) folgt.
Fiir eine Transposition 7 gilt offensichtlich sgn(r) = —1. Teil (b) folgt daher
direkt aus (a). Teil (c¢) folgt aus (a), (b) und Theorem 20 O

Lemma 1.2.13 Die Menge
A, ={o €S, |sgn(o) =1}

der geraden Permutationen ist eine Untergruppe von S,,. Die Untergruppe A,, heif3t
alternierende Gruppe.

Beweis: Die Definition von sgn impliziert, dass sgn(e) = 1, also ist e € A,.
Lemma [[.212 (a) impliziert, dass A, gegeniiber der Verkniipfung abgeschlossen
ist. Sei 0 € A, und o' das inverse Element von o € S,,. Es gilt 1 = sgn(e) =
sgn(o - 071) = sgn(o) - sgn(o~1). Also ist sgn(oc~!) = sgn(o) = 1. Wir schlieflen,
dass A, eine Untergruppe von .S,, ist. O



1.3 Gruppenhomomorphismen
Definition 1.3.1 Es seien G und H Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus ist
eine Abbildung ¢ : G — H, sodass ¢(a g b) = ¢(a) -g ¢(b) fiir alle a,b € G gilt.

Beispiel 1.3.2 (a) Sei K ein Koérper. Die Determinante det : GL,, (K) — K* ist
ein Gruppenhomomorphismus, da det(AB) = det(A) det(B) ist.

(b) Die Abbildung ¢, : C* — C*, z > 2" ist ein Gruppenhomomorphismus.
(c) Die Abbildung sgn : S, — {£1} ist ein Gruppenhomomorphismus.

(d) Die Abbildung exp : R — R* ist ein Gruppenhomomorphismus, da exp(z +
y) = exp(z) exp(y) ist.

Die folgenden Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition.

Lemma 1.3.3 Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
(a) wleg) = en-
(b) w(a™!) =p(a)".

(c) Ist ¢ bijektiv, so ist die Umkehrabbildung ¢~! : H — G auch ein Gruppen-
homomorphismus. In diesem Fall nennt man ¢ einen Gruppenisomorphismus
und die Gruppen G und H heiflen isomorph (Bezeichnung: G ~ H ).

Beweis: In G gilt e = eg ¢ eg, also auch

plec) = plec - eq) = plea) - plea).

Bei der letzten Gleichheit haben wir Definition [[31] benutzt. Teil (a) folgt, indem
man beide Seiten mit dem inversen Element ¢(eg) ™! von ¢(eg) in H multipliziert.
Teil (b) folgt dhnlich aus a -¢ a~! = eg.
Wir beweisen (c). Seien dazu x,y € H beliebig. Da ¢ : G — H bijektiv ist,
existieren eindeutige Elemente a,b € G mit ¢(a) = x und p(b) = y. Da ¢ ein
Gruppenhomomorphismus ist, gilt ¢(a g b) = p(a) -g ¢(b) = z -g y. Also gilt

e ' @) gt y) =acb=¢ (z ny).

a

Beispiel 1.3.4 Seien G = (g) und H = (h) zwei zyklische Gruppen der Ordnung
n. Die Abbildung . .
v:G— H, g'— h'.

ist ein bijektiver Gruppenisomorphismus. Also sind G und H isomorph.

Definition 1.3.5 Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern von ¢
ist die Teilmenge ker(yp) = {a € G | v(a) = ey} von G. Das Bild von ¢ ist die
Teilmenge im(¢) = {x € H |3a € G,z = ¢(a)} von H.

Man iiberpriift leicht, dass ker(¢) < G und im(y) < H Untergruppen sind.

Beispiel 1.3.6 Wir berechnen den Kern und das Bild der Gruppenhomomorphis-
men aus Beispiel

(a) ker(det) = SL,(K) = {A € GL,(K) | det(A) = 1} und im(det) = K*.

10



(b) ker(v,) = pn, die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Wir behaupten, dass
)y, surjektiv ist, also im(vp,) = C*. Sei dazu w € C*. Wir schreiben w = re®®
in Polarkoordinaten und definieren z = r'/™¢*/", Nun gilt ¢, (2) = 2" = w.
Also ist v, surjektiv.

(c) ker(sgn) = A, und im(sgn) = {£1}.
(d) ker(exp) = {0} und im(exp) = Rsy.

Lemma 1.3.7 Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H ist genau dann injektiv,
wenn ker(p) = {eg} trivial ist.

Beweis: Wir nehmen an, dass ker(¢) = {eg}. Sei z,y € G mit p(x) = p(y). Es
folgt, dass p(xy~t) = p(x)p(y)~! = e, also ist xy~! € ker(p). Wir schlielen, dass
x =y und ¢ ist injektiv. Die Umkehrung folgt direkt aus den Definitionen. O

Es st im Allgemeinen nicht einfach zu {iberpriifen, ob zwei vorgegebeben Grup-
pen isomorph sind oder nicht. Sind zwei Gruppen G und H isomorph, dann haben
Sie die gleiche Ordnung. Man sieht leicht, dass alle Gruppen mit zwei Elemente zy-
klisch und daher isomorph sind (Beispiel [L3.4]). Das gleiche gilt fiir Gruppen mit 3
Elemente. (Diese Aussagen sind ein Spezialfall von Korollar [L5.101) Die Anzahl der
echt verschiedenen Gruppen wichst schnell: Es gibt genau 2 Gruppen der Ordnung
4,5 Gruppen der Ordnung 12 und 15 Gruppen der Ordnung 24 (bis auf Isomorphie).

Das folgende Lemma kann benutzt werden, um zu tiberpriifen, ob zwei Gruppen
isomorph sind. Das Lemma ist dem Beispiel [[.3.4] #hnlich.

Lemma 1.3.8 Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenisomorphismus.
(a) Die Gruppe G ist genau dann abelsch, wenn G’ abelsch ist.
(b) Die Elemente g € G und ¢(g) € G’ haben die gleiche Ordnung.

Beweis: Wir zeigen (b), Teil (a) folgt dhnlich.

Sei d := ord(g) die Ordnung von g und § = ord(p(g)). Es gilt ey = p(eq) =
0(g9) = p(g)?, also gilt § | d. Das gleiche Argument auf die Umkehrabbildung
angewendet, liefert d | §. Also ist § = d. O

Beispiel 1.3.9 (a) Die Matrix
0 -1

besitzt Ordnung 4. Die zyklische Gruppe (A) ist nicht isomorph zur Gruppe

V= {(f)l f1>} C GLy(R).

In Beispiel [[TI8(c) haben wir ndmlich gesehen, dass V kein Element der
Ordnung 4 besitzt.

(b) Die Elemente der alternierenden Gruppe A4 sind
e (12)(34) (13)(24) (14)(23),
(123) (124)  (134)  (234),
(132) (142) (143)  (243).

Insbesondere hat A4 genau 12 Elemente.
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Wir betrachten die Gruppe
D = Sg X {:l:l}

Die Gruppe besitzt ebenfalls [S3|-|{£1}| = 6-2 = 12 Elemente. Beide Gruppen
sind nichtabelsch, also kénnen wir aus Lemma [[L3.8 (a) nicht schlieBen, ob
beide Gruppen isomorph sind.

Das Element
((123),-1)e D

besitzt Ordnung 6. Die Gruppe A4 besitzt kein Element der Ordnung 6, also
sind beide Gruppen nicht isomorph (Lemma [[L38 (b)).

1.4 Symmetriegruppen

In diesem Abschnitt behandeln wir Beispiele von Symmetriegruppen im 2- und
3-dimensionalen Raum.

Die Symmetriegruppe eines beschriankten Objekts M C R”™ ist die Menge der
Kongruenzabbildungen, die M auf sich selbst abbilden. Eine Symmetriegruppe ist
immer eine Gruppe, da die Komposition von Kongruenzabbildungen wieder eine
Kongruenzabbildung ist.

Der Schwerpunkt von M wird von allen Symmetrien von M fest gelassen. Liegt
der Schwerpunkt eines Objektes im Ursprung (0,---,0) € R™, sind die Kongruenz-
abbildungen linear und die Symmetriegruppe ist eine Untergruppe der orthogonalen
Gruppe

O, ={Aec M,,(R)| A=A} (1.4.1)

Ab jetzt werden wir dies immer annehmen. In dieser Vorlesung unterscheiden wir
nicht zwischen der Matrix A und der von A definierten linearen Abbildung.

Die Definition (LZI) der orthogonalen Matrizen, zusammen mit der Multipli-
kativitdt der Determinanten, impliziert, dass det(4) = =£1 fiir alle A € O,,. Die
spezielle orthogonale Gruppe ist definiert als

SO, = {A € O, | det(4) =1},

d.h. SO,, ist der Kern von det : O,, — {£}.

Der folgende Satz ist eine Klassifikation der orthogonalen Matrizen in Dimen-
sion 2 und der speziellen orthogonalen Matrizen in Dimension 3. Fiir einen Beweis
verweisen wir auf [7} § 5.5].

Satz 1.4.1 (a) Sei A € SOs. Dann ist A die Matrix einer Drehung, d.h. es exi-
stiert ein « € [0, 27) mit

A (cos(a) —sin(a)>'

sin(a)  cos(a)
Hierbei ist o die Drehungswinkel.

(b) Sei A € Oz mit det(A) = —1. Dann ist A die Matrix einer Spiegelung, d.h. es
existiert ein o € [0, 27) mit

do (cos(a) sin(a) >

sin(a) — cos(a)

Die Spiegelachse ist die Gerade durch den Ursprung, die mit der positiven
x-Achse einen Winkel von «/2 Grad macht.
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(c) Die Gruppe SO3 besteht genau aus den Drehungen von R® um eine Achse
durch den Ursprung.

Wir betrachten ein regelmiifiiges n-Eck A, in R? mit Schwerpunkt im Ur-
sprung (0,0). Wir koénnen zum Beispiel annehmen, dass die Ecken des n-Ecks
Py = (cos(2km/n),sin(2kw/n)) (k = 0,...,n — 1) sind. Abbildung [41] zeigt ein
Bild von Ag.

Abbildung 1.4.1: Ag und Aj

Definition 1.4.2 Die Diedergruppe D,, ist die Symmetriegruppe von A,,, d.h.
D,={A€ 0| A(A,) =A,}.

Die Gruppe D,, enthélt genau n Drehungen und n Spiegelungen. Sei r : R? — R?
die Drehung um den Winkel 27 /n. Die Drehung r* ist die Drehung um den Winkel
2km /n. Insbesondere ist 1™ = r* = e die Drehung um 27 Grad, also das neutrale
Element der Gruppe.

Betrachten wir nun die Spiegelsymmetrien von A,,. Falls n gerade ist, gehen die
Spiegelachsen entweder durch zwei gegeniiberliegende Ecken oder durch die Mitte
von zwei gegeniiberliegenden Kanten. Falls n ungerade ist, gehen die Spiegelachsen
durch eine Ecke und die Mitte der gegeniiberliegenden Kante. Wir wihlen s die
Spiegelung an der z-Achse.

Lemma 1.4.3 (a) Die Diedergruppe D,, besteht aus 2n Elementen:

. s [cos(2km/n) —sin(2kw/n)\ ..
(i) n Drehungen r* := (sin(Qkﬂ'/n) cos(2kr /n) fiir
k= 0,1, ..., n—1.
(ii) n Spiegelungen r%s := <

k=0,1,....,n—1.

(b) Es gilt

cos(2km/n)  sin(2kw/n) ) fiir
sin(2km/n) — cos(2km/n)

r* =e, s? =e, srs=r"L
(c) Die Gruppe D,, ist erzeugt von r und s. Die Untergruppe H = (r) erzeugt
von 1 ist eine zyklische Gruppe mit n Elementen.

Beweis: Man zeigt leicht, dass die Drehungen und Spiegelungen aus Aussage (a)
in der Tat Symmetrien von A,, sind. Wir zeigen, dass es keine weiteren Symmetrien
gibt.

Jedes Element A € D,, bildet die Ecke Py = (1,0) auf eine Ecke Pj ab. Ist A
eine Drehung, dann folgt aus Satz [[41l(a), dass A die Drehung um den Winkel
2k7 /n ist. Ist A eine Spiegelung, dann folgt aus Satz[L41l(b), dass A die Spiegelung
Okr/n- ist. Dies zeigt Aussage (a).

Aussage (b) folgt durch direktes Nachrechnen. Aussage (c) folgt aus der Aussage,
dass r*s die Spiegelung o, /n ist. Dies folgt ebenfalls aus direktem Nachrechnen.

O
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Abbildung 1.4.2: D4 als Symmetriegruppe des regelméafiigen Vierecks

Bemerkung 1.4.4 Sei X = {Py, Py,...,P,—1} die Menge der Ecken von A,,. Wir
identifizieren X mit {1,2,...,n} mit Hilfe der Bijektion P; — i+ 1.
Jede Symmetrie A € D,, definiert eine Permutation

o4:=Alx € S(X) ~5,.

Die Abbildung
w:Dy, — Sy, o> oA

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Das Bild ¢(D,,) C S,, ist eine Unter-
gruppe von S,,, die zu D,, isomorph ist.

Fiir n = 3 definiert ¢ : D3 — S3 einen Isomorphismus, da D3 und S3 beide 6
Elemente haben. Beispielsweise gilt fiir die Drehung » um den Winkel 27 /3, dass
©(r) = (1 2 3). Die Spiegelung s an der Geraden durch Py und die Mitte der Kante
Py P, definiert die Permutation ¢(s) = (2 3).

Im Rest des Abschnitts betrachten wir die Symmetriegruppen des Tetraeders und
des Wiirfels. Wir beschrénken uns dabei auf die orientierungserhaltenden Kon-
gruenzabbildungen. Satz [[L4.1](c) impliziert, dass alle diese Kongruenzabbildungen
Drehungen sind. Die entsprechende Symmetriegruppen sind Untergruppen von SO3.

Sei T' C R? das regelmiBiger Tetraeder mit Schwerpunkt im Ursprung und Ecken

1 1 -1 —1
o I S N N I I IS
1 -1 -1 1

Mit W C R? bezeichnen wir den Wiirfel mit den 8 Ecken

+1
+1
+1

Abbildung zeigt T und W in einem Bild.

Definition 1.4.5 (a) Die Tetraedergruppe T ist die Menge der Drehungen, die
T auf sich selbst abbilden:

T:={A € S0s | A(T) =T}
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Abbildung 1.4.3: Tetraeder und Wiirfel

(b) Die Wiirfelgruppe W ist die Menge der Drehungen, die W auf sich selbst
abbilden:
W:={Ae€8S0;5 | A(W) =W}

Wir betrachten zuerst die Tetraedergruppe. Neben dem neutralen Element,
enthélt T Drehungen der Ordnung 2 und 3 (Abbildung [[4.7]).

Abbildung 1.4.4: Die Rotationssymmetrien des Tetraeders

Die Achse einer Drehung der Ordnung 3 geht durch eine Ecke und die Mitte der
gegeniiberliegenden Kante. Insgesamt besitzt T 4 solcher Symmetrieachsen, also
enthilt T genau (3 — 1) -4 = 8 Drehungen der Ordnung 3. Die Achse einer Drehung
der Ordnung 2 geht durch die Mitte zweier gegeniiberliegender Kanten. Insgesamt
enthélt T also 6/2 = 3 Drehungen der Ordnung 2. Zusammen mit dem neutralen
Element haben wir

1+8+3=12

Elemente vin T gefunden. Im Beweis von Satz [[.4.0] zeigen wir, dass dies alle sind.
Satz 1.4.6 Die Tetraedergruppe T ist isomorph zu Ay.

Beweis: Wir nummerieren die Ecken des Tetraeders als X := {1, 2, 3,4}, wie in
Abbildung [[44l Da A € T Ecken des Tetraeders auf Ecken abbildet, erhalten wir
einen Gruppenhomomorphismus

QDZT—>S4, A’_>A|X
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Zum Beispiel gilt fiir r und s wie in Abbildung [[Z4]

pr) =(234),  @(s) = (14)(23).

Insbesondere sind ¢(r) und ¢(s) gerade. Ahnlich gilt dies auch fiir die andere Ele-
mente von T. Wir schlielen, dass das Bild von ¢ in A4 enthalten ist.

Wir zeigen, dass ¢ injektiv ist. Es reicht zu zeigen, dass ker(p) = {1} (Lemma
[[37). Sei p € T ein Element, dass alle Ecken von T festléisst. Die Richtungsvektoren
von 3 der 4 Ecken bilden eine Basis von R3. Es folgt, dass jedes Element in T
eindeutig durch die Bilder der Ecken bestimmt ist. Es folgt, dass p = 1 und ¢ ist
injektiv. Es folgt, dass T ~ ¢(T) < A4 eine Untergruppe von Ay ist.

Wir haben schon gesehen, dass A4 mindestens 12 Elemente besitzt,ndmlich die
Symmetrien, die wir vor der Formulierung des Satzes aufgelistet haben. Die Gruppe
Ay besitzt ebenfalls 12 Elemente, also ist ¢ auch surjektiv. Die Aussage des Satzes
folgt. O

Bemerkung 1.4.7 (a) Ahnlich wie wir dies fiir den Tetraeder gemacht haben, kann
man auch die Rotationssymmetrien des Wiirfels bestimmen.

Abbildung 1.4.5: Die Rotationssymmetrien des Wiirfels

Wir geben nur die Aussagen. Der Wiirfel besitzt drei verschiedene Arten von
Drehachsen:

(I) Drehachsen der Ordnung 4 durch die Mitten zweier gegeniiberliegender Sei-
tenflichen. Da W 6 Seitenfldchen besitzt, gibt es 6/2 = 3 solche Drehachsen.
Insgesamt finden wir 3 - (4 — 1) = 9 nichttriviale Drehungen.

(II) Drehachsen der Ordnung 3 durch zwei gegeniiberliegende Ecken. Da W 8
Ecken besitzt, gibt es 8/2 = 4 solche Drehachsen, ndmlich die Kérperdiagonalen.
Insgesamt finden wir 4 - (3 — 1) = 8 nichttriviale Drehungen.

(IIT) Drehachsen der Ordnung 2 durch die Mitten zweier gegeniiberliegender Kan-
ten. Da W 12 Kanten besitzt, gibt es 12/2 = 6 solche Symmetrieachsen.
Insgesamt finden wir 6 - (2 — 1) = 6 nichttriviale Drehungen.

Zusammen mit dem neutralen Element finden wir
W) =14+94+8+6=24.

In Satz werden wir zeigen, dass W ~ S ist.

(b) Zu jedem Platonischen Kérper P kann man einen dualen Platonischen Korper
P* assoziieren. Die Ecken des dualen Platonischen Korpers sind die Mitten der Sei-
tenfléchen. Zwei Ecken py, p2 von P* sind genau dann durch eine Kante verbunden,
wenn die entsprechenden Seitenfliichen von P angrenzend sind.
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Der duale Kérper des Wiirfels ist ein Oktaeder, siehe Abbildung[[LZ4.6l Der duale
Korper des Tetraeders ist wieder ein Tetraeder. Es gibt genau zwei weitere Plato-
nische Korper: Das Dodekaeder und das Ikosaeder. Diese sind ebenfalls zueinander
dual.

Duale Platonische Korper haben die gleiche Symmetriegruppe. Die Symmetrie-
gruppe des Oktaeders ist also ebenfalls W.

Abbildung 1.4.6: Wiirfel und Oktaeder

1.5 Nebenklassen

Sei G eine endliche Gruppe und H < G eine Untergruppe. In diesem Abschnitt
zeigen wir einen Zusammenhang zwischen der Ordnung von H und von G. Dazu
definieren wir folgende Aquivalenzrelation.

Definition 1.5.1 Sei H < G eine Untergruppe. Eine Teilmenge von G von der
Form aH = {ah | h € H} heifit Linksnebenklasse von H in G. Die Menge aller
Linksnebenklassen bezeichnen wir mit G/H. (In Worten: G modulo H.) Die Anzahl
der Linksnebenklassen von H in G nennt man den Index von H in G und er wird
mit [G : H] bezeichnet.

Entsprechend heiit Ha = {ha | h € H} Rechtsnebenklasse und bezeichnet H\G
die Menge der Rechntsnebenklassen.

Linksnebenklassen kann man interpretieren als Aquivalenzklassen einer Aquivalenz-
relation.

Lemma 1.5.2 Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.
(a) Die Relation ~g auf G definiert durch
a~gb =  a'beH
ist eine Aquivalenzrelation.
(b) Die Aquivalenzklassen von ~ g sind die Linksnebenklassen.
(c) Die Gruppe G ist die disjunkte Vereinigung aller Linksnebenklassen von H.

Beweis: Der Beweis von (a) folgt durch direkter Verifikation. Wir iiberlassen es
als Ubungsaufgabe. Teil (b) folgt direkt aus der Definition der Aquivalenzrelation.
Teil (c) folgt aus der Tatsache, dass zwei Aquivalenzklassen entweder gleich oder
disjunkt sind. O

Wir betrachten den Spezialfall G = Z und H = mZ mit m € N. Die Relation
~p aus Lemma [[L5.2(a) ist in diesem Fall:
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Definition 1.5.3 Seim eine natiirliche Zahl und seien a, b ganze Zahlen. Wir sagen,
dass a kongruent zu b modulo m ist, falls m | (b—a). Wir schreiben: ¢ = b (mod m).
Die Zahl m heif3t der Modul der Kongruenz.

Die Linksnebenklassen a + mZ = {b € Z | a = b (mod m)} heien Kongruenz-
klassen.

Wir schreiben Z/mZ fiir die Menge der Kongruenzklassen modulo m. Ist der
Modul m aus dem Kontext klar, schreiben wir auch [a] fiir die Kongruenzklasse
a + mZ, manchmal auch einfach a. Division mit Rest zeigt, dass jede Kongruenz-
klasse einen eindeutigen Reprisentanten in {0,...,m — 1} besitzt. Wir schreiben
also

Z/mZ ={[0],[1],...,[m —1]}.

Die Addition und Multiplikation auf Z induzieren eine Addition und Multiplikation
auf Z/mZ. Die Menge Z/mZ zusammen mit den beiden Strukturen + und - ist ein
Ring, siehe Abschnitt B] fiir die Definition.

Lemma 1.5.4 (a) Addition und Multiplikation modulo m definieren abelsche,
assoziative Verkniipfungen auf Z/mZ.

(b) Die Menge Z/mZ mit Addition modulo m ist eine zyklische Gruppe mit m
Elementen.

Beweis: Wir definieren
(a+mZ)+ (b+mZ) = (a+b) + mZ, (a+mZ) - (b+mZ) = (a-b) +mZ.

Diese Verkniipfungen sind wohldefiniert, d.h. unabhingig von der Wahl des Re-
prisentanten a,b. (Uberpriifen Sie dies!) Diese Verkniipfungen sind abelsch und
assoziativ, da Addition und Multiplikation in Z abelsch und assoziativ sind.

Das neutrale Element von (Z/mZ, +) ist 0+mZ. Das inverse Element von a+mZ
ist (m — a) + mZ. Also ist (Z/mZ,+) eine Gruppe. Das Element 1 + mZ ist ein
Erzeuger, also ist Z/mZ zyklisch. O

Satz 1.5.5 Sei G eine Gruppe mit endlich vielen Elementen und H < G eine
Untergruppe.

(a) Die Anzahl der Elemente einer Linksnebenklasse aH héngt nicht von a ab,
also |aH| = |H|.

(b) (Indexformel) Es gilt
Gl = |H]- (G : H].

Beweis: Die Abbildung ¢ : H — aH, h+ ah ist eine Bijektion: Die Umkehr-
abbildung ist gegeben durch z = ah + a~'z = h. Dies beweist (a). Teil (b) folgt
aus (a). O

Beispiel 1.5.6 Die Untergruppe A,, < S, besitzt genau zwei Nebenklassen, namlich

A, ={c €S, |sgn(o) =1},
Sp\ A, = {0 €S, |sgn(o) = —1}.

Die Menge der ungeraden Permutationen ist die Linksnebenklasse (1 2)A,,. Sind
nidmlich 0,7 € S, \ A, ungerade Permutationen, dann ist

sgn(o ') = sgn(o) 'sgn(r) = (-1)? = 1.
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Also ist 0~ 17 € A,. Es folgt, dass die ungeraden Permutationen eine Linksneben-
klasse formen.
Der surjektive Gruppenhomomorphismus sgn : S,, — {£1} induziert eine Bijek-
tion
sgn : Sp/A, — {1}

Dies ist ein Spezialfall der Konstruktion der Faktorgruppe in Abschnitt

Satz [[.5.5] besitzt viele wichtige Konsequenzen.

Satz 1.5.7 (Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe.
(a) Sei H < G eine Untergruppe. Die Ordnung von H teilt die Ordnung von G.
(b) Die Ordnung von g € G teilt die Ordnung von G.

Beweis: Teil (a) folgt direkt aus Satz [L55 Teil (b) folgt aus (a) angewandt
auf die Untergruppe H = (g). O

Lemma 1.5.8 Die Menge Z/mZ* = {[a] € Z/mZ | ggT(a,m) = 1} ist eine Gruppe
mit Multiplikation modulo m als Verkniipfung.

Beweis: Die Abgeschlossenheit, Assoziativitdt und die Existenz des neutralen
Elementes sind klar. Korollar [T I7impliziert, dass fiir jedes a € Z mit ggT(a, m) =
1 Zahlen z,y € 7Z existieren, sodass 1 = xa + ym. Offensichtlich ist ggT(z, m) = 1.
Also ist za =1 (mod m) und = + mZ ist das inverse Element von a. Daher besitzt
jedes Element a € (Z/mZ)* ein inverses Element von a + mZ. O

Sei p(m) die Kardinalitét der Gruppe (Z/mZ)*. Die Funktion ¢ hei$t Eulersche

phi-Funktion. Folgendes Korollar ist in der Elementaren Zahlentheorie bekannt als
der Satz von Euler und ist ein Spezialfall von Satz [[5.7(b).

Korollar 1.5.9 (Satz von Euler) Sei m € N und ¢ € Z mit ggT(a,m) = 1. So
gilt
a?™ =1 (mod m).

Beweis: Dies folgt aus p(m) = |Z/mZ*|. O

Korollar 1.5.10 Sei p eine Primzahl. Jede Gruppe der Ordnung p ist zyklisch.

Beweis: Sei G eine Gruppe mit p Elementen und a € G ein Element mit a # e.
Satz [L5.7(b) impliziert, dass ord(a) = p = |G|, da p eine Primzahl ist. Es folgt,
dass {(a) = G und G ist zyklisch. O

Das folgende Korollar bestimmt die Gruppe der Ordnung 4. Die Kleinsche Vie-
rergruppe wurde in Beispiel [LT.T5l (c) eingefiihrt.

Korollar 1.5.11 Jede Gruppe G der Ordnung 4 ist isomorph zu Z/47Z oder zur
Kleinschen Vierergruppe V.

Beweis: Sei G eine Gruppe der Ordnung 4 und sei g € G\ {e}. Satz [[57]
impliziert, dass die Ordnung ein Teiler von 4 ist, also gilt ord(g) € {2,4}. Falls
G ein Element der Ordnung 4 besitzt, ist G zyklisch. Sonst haben alle Elemente
g € G\ {e} Ordnung 2.

Wir nehmen an, dass G nicht zyklisch ist und schreiben G = {e,a,b, c}. Die
Elemente a, b, c haben Ordnung 2. Da a? = b? = e, impliziert Lemma [L.T.4l(d), dass
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a-b # e,a,b. Wir schlielen, dass a-b = ¢. Ebenso folgt, dass b-a = ¢. Dies bestimmt
die Verkniipfungstabelle von G:

o e o

o Q9 ol
>0 o 9|2
L 0 0o oo
® 9 >-alo

Die Verkniipfungstabelle ist bis auf die Wahl der Namen der Elemente eindeutig.
Ein konkreter Isomorphismus ¢ : V' — G ist zum Beispiel gegeben durch

p(A1) =a, ¢(A2)=1b,
wobei A, Ay die Erzeuger von V' aus Beispiel [LT.15 (c) sind. O

Beispiel 1.5.12 Die Gruppe Z/27Z x Z/27 = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} besitzt 4
Elemente und erfiillt 2 - (x,y) = (0,0) fir alls (z,y) € Z/2Z x Z/2Z.

Die Gruppe Z/8Z* = {[1],[3], [5], [7]} besitzt ebenfalls 4 Elemente und es gilt,
dass [a]? = [1] fiir alle [a] € Z/8Z*.

Also gilt V ~Z/2Z x Z/27 ~ 7./87* ~ V.

1.6 Faktorgruppen

Lemma [[54] zeigt, dass die Menge Z/mZ der Linksnebenklassen von mZ C Z eine
Gruppe ist. Im Allgemeinen ist die Menge der Linksnebenklassen keine Gruppe.
Theorem [[.6.4] bestimmt wann dies der Fall ist.

Definition 1.6.1 Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe N von G heifit Normaltei-
ler, falls
ghg e N fiir alle h € N und g € G. (1.6.1)

Bezeichnung: N <1 G.
Beispiel 1.6.2 Die Untergruppe mZ < Z ist ein Normalteiler.

Satz 1.6.3 FEine Untergruppe H von G ist genau dann ein Normalteiler, wenn jede
Linksnebenklasse auch eine Rechtsnebenklasse ist.

Beweis: Wir nehmen zuerst an, dass H <t G ein Normalteiler ist. Also gilt fiir
h € H und a € G, dass aha™' € H ist. Wir schliefien, dass

ah = (aha™")a € Ha.

Also ist aH C Ha. Ahnlich gilt auch, dass Ha C aH. Also ist «H = Ha.

Fiir die andere Implikation nehmen wir an, dass H kein Normalteiler ist. Also
existieren Elemente a € G und h € H mit h' := aha™* ¢ H. Das Element ah ist in
aH, aber ah = h'a ¢ Ha. Das Element a = a-e = e - a ist sowohl in aH als auch in
Ha. Also sind aH und Ha nicht disjunkt. Lemma [[.5.21(c) impliziert daher, dass
Ha keine Linksnebenklasse ist. O

Theorem 1.6.4 Sei N < G ein Normalteiler.

(a) Die Menge G := G/N der Linksnebenklassen ist eine Gruppe mit Verkniipfung:
aN -bN = abN.

Diese Gruppe heifit die Faktorgruppe von G nach N.
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(b) Falls G eine endliche Gruppe ist, gilt |G| = |G|/|N].

(c) Die Abbildung 7 : G — G = G/N, a — aN ist ein surjektiver Gruppenhomo-
morphismus mit Kern N.

Beweis: Sei N ein Normalteiler von G. Wir definieren
aN -bN = {xz € G | x = ahbh’ fiir h,h' € N}.
Wir behaupten, dass alNV - bN wieder eine Linksnebenklasse ist, ndmlich
aN -bN = abN.

Sobald wir dies gezeigt haben, folgt, dass die Verkniipfung auf G wohldefiniert ist,
d.h. das Produkt aN - bN héngt nicht von der Wahl der Représentanten a, b ab.

Sei x € aN - bN. Es gilt x = ahbh’ mit h,h’ € N. Wir kénnen dies auch
als * = ab(b~*hb)h/ schreiben. Da N < G, ist bhb~! € N und daher ist auch
bhb~'h' € N. Also ist « € abN. Wir schliefien, dass alN - bN C abN.

Umgekehrt, sei y = abh € abN fiir ein h € N. Es gilt y = abh = (a-e)(b- h) €
alN - bN. Also ist abN C aN - bN und damit gilt alNV - bN = abN.

Die Assoziativitit der Verkniipfung auf G folgt aus der Assoziativitit der Ver-
kniipfung auf G. Das neutrale Element ist eN = N. Das inverse Element von a N
ist a1 N. Dies beweist (a). Teil (b) folgt direkt aus Satz [L5.5l(b).

Wir beweisen nun (c). Sei = wie in (c). Die Tatsache, dass 7 einen Gruppenho-
momorphismus definiert, folgt direkt aus der Definition der Verkniipfung auf G. Die
Surjektivitdt von 7 folgt direkt aus der Definition von 7. Da elN = N das neutrale
Element von G ist, folgt ker(¢) = {g € G| gN = N} = N. Nun ist alles gezeigt. O

Beispiel 1.6.5 (a) Falls H < G eine Untergruppe, aber kein Normalteiler ist, so
ist die Menge G/H der Linksnebenklassen keine Gruppe. Wir iiberpriifen dies
in einem konkreten Fall.

Sei G = D,, und H = (s) = {e, s} die Untergruppe erzeugt von einer Spiege-
lung. Die Linksnebenklassen sind:

H = {e, S}, rH = {r, r5}7 e O = - {T,nflﬂan—ls}'

Also ist [G : H] = n. (Dies folgt auch aus Satz [[L5.5(b).)
Falls n > 3 ist, ist
rsr—t=r?s ¢ H.

Dies impliziert, dass H fiir n > 3 kein Normalteiler von D,, ist. (Alternativ
kénnte man auch iiberpriifen, dass Hr = {r, sr = "~ 1s} keine Linksneben-
klasse ist.) (Was passiert fiir n = 27)

Wir berechnen, dass

2 rors=r’s, rs-r=s, Ts5-T5=e.

Also ist 7H - rH = {r?,r%s,s,rs}; dies ist keine Linksnebenklasse, sondern
eine Vereinigung von Linksnebenklassen. Also ist die Multiplikation (rH)(rH)
nicht wohl definiert.

(b) Sei n = 2m eine gerade Zahl und H = (r?) die Untergruppe von D, erzeugt
von 72. Die Ordnung von r? ist n/2 = m, also ist [D,, : H] = 4.
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Wir iiberpriifen, dass H < D,, ein Normalteiler ist. Es reicht die Bedingung
aus Definition [[[6.1lfiir die Erzeuger r, s von D,, und 72 von H zu iiberpriifen.
Mit Hilfe der Relation srs = r~! berechnen wir:

rrir~t =¢r% € H, sr’s=7r"2¢ H.

Also ist H <1 D,, ein Normalteiler.

Die Faktorgruppe D,,/H ist eine Gruppe mit 4 Elementen, also ist D, /H
entweder zyklisch oder isomorph zur Kleinschen Vierergruppe V' (Korollar
[L5TT)). Wir berechnen die Ordnung der Elemente der Faktorgruppe.

Die Linksnebenklassen sind:
H, rH, sH, rsH.
Lemma [[5.2 impliziert, dass *H = yH genau dann, wenn 'y € H ist. Man

iiberpriift damit, dass die 4 Linksnebenklassen in der Tat verschieden sind.

Wir berechnen:
(rH)* =r*H =H, (sH)> =s*H = H, (rsH)*> =rsrsH =rr 'H = H.

Die Faktorgruppe D,,/H besitzt also kein Element der Ordnung 4 und ist
daher isomorph zur Kleinschen Vierergruppe.

Wir geben einige Kriterien, um zu iiberpriifen, ob eine Untergruppe H < G ein
Normalteiler ist.

Lemma 1.6.6 Falls G eine abelsche Gruppe ist, ist jede Untergruppe ein Normal-
teiler.

Beweis: Falls G abelsch ist, gilt ghg™! = h fiir alle h,g € G. Also ist die
Bedingung (L6 aus Definition [[6.1] trivial. O

Den Beweis von Lemma [[L2.13] kann man als Spezialfall des folgenden Lemmas
auffassen. Die Untergruppe A, ist also sogar ein Normalteiler von S,,.

Lemma 1.6.7 Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern von ¢ ist
ein Normalteiler von G.

Beweis: Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Seien h € ker(yp) und
g € G beliebige Elemente. Es gilt

w(ghg™) = ¢(9)e(h)p(9) ™! = w(9)p(9) ™" = en.
Also ist ghg™! € ker(yp). O

Theorem [[LG.4L (b) zeigt, dass die Umkehrung von Lemma [[6.7 auch gilt: Jeder
Normalteiler ist der Kern eines Gruppenhomomorphismus.

Lemma 1.6.8 Jede Untergruppe H einer Untergruppe G mit [G : H| = 2 ist ein
Normalteiler. Die Faktorgruppe G/H ist isomorph zu Z/27.

Beweis: Wir zeigen, dass *H = Hz fiir alle x € G. Das Lemma folgt dann aus
Satz [[L6.3 Falls x € H, gilt *H = Hx = H. Sei x € G\ H. Es existieren genau
[G : H] = 2 Linksnebenklassen. Die Linksnebenklassen H und zH sind disjunkt und
G =HUxzH, also ist zH = G\ H. Das gleiche Argument zeigt, dass Hx = G \ H.
Also ist *H = Hx und H < G is ein Normalteiler.

Die Faktorgruppe G/H besitzt 2 Elemente, also ist G/H ~ 7Z/27Z (Korollar

[[5.10). O
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Beispiel 1.6.9 Die Untergruppen 4,, < S, und (r) < D,, haben Index 2 und sind
daher Normalteiler. Es gilt S, /A, ~ D, /(r) ~ Z/2Z.

Folgender Satz ist manchmal die einfachste Methode, die Faktorgruppe zu be-
schreiben.

Satz 1.6.10 (Erster Isomorphiesatz fiir Gruppen) Sei ¢ : G — G’ ein sur-
Jjektiver Gruppenhomomorphismus und sei N = ker(y). Die Abbildung

¢:G:=G/N =G, aN — ¢(a)
ist ein Isomorphismus.

Beweis: Lemma [[.G.1] zeigt, dass N < G ein Normalteiler ist. Insbesondere ist
G eine Gruppe.

Zuerst iiberpriifen wir, dass die Abbildung @ wohldefiniert ist. Seien a,b € G mit
aN = bN. Es gilt z := a7'b € N = ker(p). Also gilt ¢(b) = p(azx) = p(a)p(z) =
e(a).

Sei (a) = a € G'. Wir iiberpriifen, dass ¢~!(a) = alV, also, dass jede Linksne-
benklasse das Urbild eines Elements @ € G’ ist. Sei € p~1(a). Es gilt a = ¢(a) =
¢(z). Dies impliziert, dass ¢(a~'z) = eg, also ist a~*xz € N. Also gilt « € aN. Die
Inklusion aN C ¢~!(@) haben wir schon gezeigt.

Die Surjektivitit von ¢ folgt aus der Surjektivitéit von ¢. Da ker(¢) = N, folgt,
dass ker(@) = N = ex. Also ist @ injektiv (Lemma [[3.7).

Wir iiberpriifen, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist:

@((aN)(bN)) = @(abN) = ¢(ab) = ¢(a)p(b) = P(aN)p(bN).

Also ist @ ein Isomorphismus. O

Korollar 1.6.11 Sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus endlicher Gruppen. Es gilt
|G| = [ker(@)] - [im(e)].

Beweis: Sei N := ker(¢). Der Homomorphismus ¢ : G — im(¢) ist surjektiv.
Also folgt aus Satz und Satz [[L5.5] dass

[im(¢)| = |G/N| =[G : N] = =
Das Korollar folgt. O
Beispiel 1.6.12 (a) Aus den Beispielen[[.33:2 (a) und [[33:6] (a) schliefen wir, dass

K* ~ GL,(K)/ SLy, (K).

(b) Wir haben gesehen, dass A,, = ker(sgn) ist. Auflerdem ist sgn : S,, — {£1}
surjektiv. Dies zeigt nochmals, dass Sy /A, ~ {+1} ~ Z/2Z.

(c) Sei S' = {z € C | |z| = 1} der Einheitskreis. Dies ist eine Gruppe mit
Multiplikation als Verkniipfung (Beispiel [LT.91(b)). Die Abbildung
2mix

R — St e

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit ker = Z. Wir schlieflen, dass
R/Z ~ S* ist.
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(d) Wir betrachten G = Sy und H = {e, (1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}.
Dann ist H eine Untergruppe von G isomorph zur Kleinschen Vierergruppe
(Ubungsaufgabe). Wir werden einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

QDZS4—>S3

mit ker(¢) = H konstruieren.

Wir betrachten die Menge der Partitionen von X = {1,2,3,4} in genau zwei
Blocke der Kardinalitét 2, d.h. M = {p1, p2,p3} mit

p1 = {{17 2}5 {37 4}}7

p2 = {{17 3}5 {27 4}}7

b3 = {{17 4}7 {27 3}} :
Die Elemente p; von M entsprechen genau den Zyklen der nicht-trivialen
Permutationen in H.

Jede Permutation o € Sy induziert eine Permutation von M. Beispielsweise
finden wir fiir o = (1 2 3 4):

o(p1) = {{2,3}, {4, 1}} = ps,
U(pQ) = {{2a 4}7 {3a 1}} = D2,
U(p3) = {{2a 1}7 {3a 4}} = D1

Dies enspricht der Permutation (1 3) € S(M) ~ Ss.
Ebenso finden wir fiir 7 = (1 2 3):

T(pl) = {{2a3}7 {154}} = P3,
T(p2) = {{27 1}7 {37 4}} = D1,
T(pS) = {{27 4}7 {37 1}} = Pp2-

Dies entspricht der Permutation (1 3 2) € S(M) ~ Ss.

Wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus
@Sy — S(M) = Ss, o (pi = o(pi)).

Dieser Gruppenhomomorphismus ist surjektiv, da S3 von ¢(0) = (1 3) und
(1) = (1 3 2) erzeugt wird. Ahnlich {iberpriift man, dass H C ker(yp).

Korollar [L6.11] impliziert, dass

24
_ Sl Mgy,

ker = _— =
fer(p)] = 1t =

Wir schliefien, dass H = ker(ip) ist. Der erste Isomorphiesatz (Satz [LG.10)
zeigt, dass
S4/H >~ Sg.

2 Gruppenwirkungen

Als Motivation fiir die Definitionen in Abschnitt 2] betrachten wir folgendes Pro-
blem.

Wir haben Perlen in drei verschiedenen Farben (z.B. gelb, rot und blau). Wie
viele echt verschiedene Moglichkeiten gibt es, 5 solcher Perlen auf einer geschlossenen
Schnur aufzureihen?
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Nummeriert man die einzelnen Positionen als 1, 2, 3, 4, 5 haben wir 3 Moglichkeiten
eine Perle fiir jede Position zu wihlen. Insgesamt finden wir also 53 = 125 Moglichkeiten.
Diese Moglichkeiten sind nicht alle verschieden, da wir die Symmetrien nicht beriick-
sichtigt haben.

Zwei Perlenketten sind genau dann gleich, wenn man sie durch Drehungen und
Spiegelungen in Einander iiberfithren kann. Beispielsweise sind alle Perlenketten
bestehend aus 4 roten und einer gelben Perle gleich. Mit Hilfe von Theorem 2.3.7]
werden wir diese und #hnliche Fragen beantworten.

2.1 Definitionen

Definition 2.1.1 Sei G eine Gruppe und X eine nicht leere Menge. Eine Gruppen-
wirkung 7 von G auf X ist ein Gruppenhomomorphismus G — S(X).

Eine Gruppenwirkung 7 : G — S(X) ordnet jedes Gruppenelement g € G einer
Permutation 7(g) der Elemente von X zu.

Beispiel 2.1.2 Sei G = D,, und X die Menge der Ecken des regelméfligen n-Ecks
A, (§ [L4). Wir nummerieren die Ecken als X = {1,2,3...,n}. Jedes Element
g € D, permutiert die Ecken von A,. Dies definiert eine Permutation 7(g) €
S(X) ~ S,. Die Abbildung 7 ist offensichtlich ein Gruppenhomomorphismus. Fiir
die Gruppenwirkung aus dem Beispiel von Abbildung 2T T]sehen wir beispielsweise,
dass (12)(34) =7(rs) =7(r)7(s) = (1234)(24).

Abbildung 2.1.1: D4 definiert eine Gruppenwirkung

Das folgende Lemma gibt eine alternative Definition einer Gruppenwirkung.

Lemma 2.1.3 (a) Eine Gruppenwirkung 7 : G — S(X) definiert eine Abbildung
p:GxX =X, (9,2) pg(x)
mit pg.g () = pg(py (x)) und pe(x) = z fiir alle g,¢' € G und x € X.
(b) Jede Abbildung p : G x X — X mit pg.g (x) = pg(pg (z)) und pe(x) = x fiir
alle g,¢g' € G und x € X definiert eine Gruppenwirkung.

Beweis: Wir definieren py(z) = 7(g)(z), d.h. ps(z) ist das Bild von z unter
der Permutation 7(g) € S(X). Die Eigenschaften aus (a) gelten, da 7 ein Gruppen-
homomorphismus ist.

Umgekehrt, fiir p wie in (b), definieren wir 7(g) als die Abbildung, die 2 dem
Element py(x) zuordnet. Die Eigenschaft p,.q (z) = pgy(pg (z)) impliziert, dass 7 ein
Gruppenhomomorphismus ist.

Wir miissen zeigen, dass 7(g) fiir alle ¢ € G bijektiv ist, d.h. 7(g) € S(X).
Hierzu zeigen wir, dass 7(¢~!) die Umkehrabbildung von 7(g) ist. Es gilt

7(g) 0 (g7 )(@) = pg(py-1(x)) = py.g-1(z) = pe(w) = =.
Die letzte Gleichheit folgt aus Eigenschaft (b). O

Statt 7(g)(x) = pg(x) schreiben wir meistens g - z.
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Beispiel 2.1.4 (a) Die Gruppe Z wirkt auf der reellen Gerade R als Translation.
Wir definieren 7,,(z) = = + m fir m € Z und = € R. Dies definiert eine
Gruppenwirkung, da x + (m +n) = (z +n) +m fir alle m,n € Z und x € R.

(b) Sei K ein Korper. Eine Matrix A € GL,,(K) wirkt auf K™ als Matrixmulti-
plikation: 74(z) = A - 2.

Definition 2.1.5 Sei 7: G x X — X eine Gruppenwirkung. Fiir x € X heif}t
Gr)={yeX|y=g-a}CcX

die Bahn von z. Eine Gruppenwirkung mit nur einer Bahn heifit transitiv.
Die Menge
Gy={9eGlg-z=x2}CG

heif3t Stabilisator von x.

Lemma 2.1.6 Sei p: G x X — X eine Gruppenwirkung.
(a) Die Menge X ist eine disjunkte Vereinigung von Bahnen.
(b) Der Stabilisator G ist eine Untergruppe von G.
(c) Seiy =g-x € Gy. Dann gilt gG,g~* = G,,. Insbesondere gilt |G| = |G,|.
Beweis: Fiir 2,y € X definieren wir eine Aquivalenzrelation
T ~G Y & y € G(z).

Die Bahnen der Gruppenwirkung sind die Aquivalenzklassen von ~¢. Zwei verschie-
dene Bahnen sind daher disjunkt. Teil (b) folgt aus der Definition des Stabilisators.

Sei y = g - x wie in (c). Fiir h € G gilt h-x =z, also ghg™' -y = ghg™lg -z =
gh-z = g-v = y. Esfolgt, dass gG,g~! C G,. Ahnlich zeigt man, dass g~*G,g C G,
oder #quivalent, dass Gy, C gG,g~! ist. Die erste Aussage von (c) folgt. Die zweite
Aussage von (c) folgt ebenfalls, da

Gy — Gy, h— ghg*1

eine Bijektion ist. O

Beispiel 2.1.7 (a) Die Gruppe D,, wirkt transitiv auf der Menge X der Ecken
des regelméfligen n-Ecks.

(b) Der Gruppenhomomorphismus ¢ : T — S; aus dem Beweis von Satz
entspricht der Gruppenwirkung von T auf der Menge {1,2,3,4} der Ecken
des regelméfigen Tetraeders 7.

Sei Y = {12,13,14,23,24,34} die Menge der Kanten von T, d.h. 12 ist die
Kante durch die Ecken 1 und 2 usw. Die Tetraedergruppe T wirkt auf Y.
Man sieht leicht ein, dass die Kanten eine Bahn formen. Der Stabilisator
einer Kante besteht aus zwei Elementen: Dem neutralen Element e und der
Drehung um den Winkel 7 um die Gerade durch die Mitte der Kante und
der gegeniiberliegenden Kante. Der Stabilisator der Kante 23 ist zum Beispiel
{e, s}, wobei s wie in Abbbildung [[.4.4] ist.

Satz 2.1.8 Die Wiirfelgruppe W ist isomorph zu Sy.
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Beweis: Sei X = {1,2,3,4} die Menge der Korperdiagonalen des Wiirfels .
Die Wiirfelgruppe W wirkt auf X, also erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus

0 : W — S(X)~ S,

In Bemerkung [[L4.7] haben wir alle 24 Elemente von W aufgelistet. Mit einem
Fallunterscheidung zeigt man, dass das einzige Element von W, dass alle Diagonalen
festhilt das neutrale Element ist. Also ist ker(¢) = {1} und ¢ ist injektiv. Da
|[W| = |S4| = 24 ist ¢ ebenfalls surjektiv. O

Satz 2.1.9 (Bahn-Stabilisator-Satz) Sei p: G x X — X eine Gruppenwirkung
und x € X. Die Abbildung

v :G(x) > G/G,, gz gG,

ist eine Bijektion der Bahn G(z) auf der Menge der Linksnebenklassen von G, in
G.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung ¢ wohldefiniert ist. Wir wéhlen
91,92 € G mit g, - & = go - x. Dies ist dquivalent zu g; 'gs € G, Also ist (g1 - 2) =
91G2 = 92G2 = ©(g2 - x). Somit ist ¢ wohldefiniert.

Die Abbildung ¢ ist offensichtlich surjektiv. Wir zeigen, dass sie auch injektiv
ist. Dazu nehmen wir an, dass ¢G, = ¢'G, fir g,¢' € G gilt. Dies bedeutet, dass
h:=g g € G, ist. Also gilt ¢ -x = (gh) -2 = g-x, da h € G, ist. O

Korollar 2.1.10 Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer Menge X wirkt. Fiir
x e X gilt
|G(z)] - |Ga| = |G].

Insbesondere ist die Kardinalitét einer Bahn ein Teiler der Gruppenordnung.

Beweis: Satz sagt, dass die Kardinalitéit der Bahn die Anzahl der Links-
nebenklassen, also der Index [G : G,] von G, in G, ist. Die Aussage folgt daher aus
Satz (b). O

Beispiel 2.1.11 (a) Sei X ={1,2,3,4,5,6,7,8} die Menge der Ecken und W die

Rotationssymmetriegruppe des regelmifBigen Wiirfels. Ahnlich wie im Beispiel
2T (b) iiberpriift man, dass W transitiv auf X wirkt, also dass die Bahn
W(1) = X ist.
Die Wiirfelgruppe ist isomorph zu Sy (Satz 2Z1.8)). Korollar Z.T.10) zeigt, dass
der Stabilisator 24/8 = 3 Elemente besitzt. Die Drehung r um 27/3 Grad um
die Koérperdiagonale durch die Ecke 1 lisst die Ecke 1 fest. Wir schlieflen, dass
Wi = {e=1%rr2}.

(b) Der Ikosaeder ist ein platonischer Korper mit 20 gleichseitigen Dreiecken als
Seitenflachen. Der Ikosaeder besitzt 12 Ecken, 30 Kanten und 20 Seitenfléchen.

Die Rotationssymmetriegruppe I des Tkosaeders wirkt transitiv auf der Menge
X = {1,2,3,...,12} der Ecken. Die Stabilisatorgruppe I; einer Ecke wird
erzeugt von der Drehung r um die Achse durch die Ecke und der gegeniiber-
liegenden Ecke. Die Ordnung von r ist 5, da in der Ecke 1 genau 5 Kanten
zusammen kommen. Wir schliefen, dass |I| = |I(1)| - |I;| = 12 -5 = 60. Man
kann zeigen, dass I ~ A5 ist (siehe zum Beispiel [6l § 1.5.5]).
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Abbildung 2.1.2: Der Ikosaeder

2.2  Wirkungen einer Gruppe auf sich selbst
Eine Gruppe wirkt in unterschiedlicher Weise auf sich selbst.
Definition 2.2.1 Linkstranslation ist eine Gruppenwirkung von G auf sich selbst,

definiert als
GxG—G, (g,z)—14(x)=gz

Die Rechtstranslation G x G — G, (g,x) — pg(z) = xg ist nur dann eine
Gruppenwirkung, wenn G abelsch ist. Es gilt ndmlich, dass pgye () = zgg’ und

pe(py (z)) = z9'9.

Satz 2.2.2 (Cayley) Jede endliche Gruppe der Ordnung d ist eine Untergruppe
von Sy.

Beweis: Eine endliche Gruppe G der Ordnung d wirkt auf sich selbst mittels
Linkstranslation. Wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus

v:G—= S(G), g Ty

Fir g € G\ {e} gilt 74(e) = g-e = g. Also ist g & ker(yp). Wir schliefen, dass ¢
injektiv ist. Also ist im(p) ~ G (Satz [LE.I0). Das Bild im(y) ist eine Untergruppe
von S(G) ~ Sy. 0

Definition 2.2.3 Die Konjugation einer Gruppe G ist eine Gruppenwirkung von
G auf sich selbst, definiert als

GxG—=G, (g,x) ky(z)= grg L.

Die Bahnen der Konjugation heiflen Konjugationsklassen.

Wir bestimmen die Konjugationsklassen in .S,,. Der Zyklentyp einer Permutation
ist die Liste der Langen der Zyklen in der disjunkten Zyklendarstellung. Beispiels-
weise besitzt (1 2)(3 4) Zyklentyp 2-2.

Lemma 2.2.4 (a) Sei 0 € S,, beliebig und 7 = (a1 --- ai) € Sy, ein k-Zyklus.
Es gilt
= (o(a1) o(az) --- ofar)).

(b) Zwei Permutationen 71,7y in S,, sind genau dann konjugiert, wenn sie den
gleichen Zyklentyp besitzen.

o(ay - ap)o
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Beweis: Teil (a) iiberpriifen wir durch direktes Nachrechnen:
oro ! (0(ai)) = o7(a;) = o(aita).

Teil (a) impliziert, dass konjugierte Elemente immer den gleichen Zyklentyp
besitzen. Wir zeigen die Umkehrung und betrachten dazu zuerst den Fall, dass
71 = (a1 -+ ar) und 72 = (by --- by) beide k-Zyklen sind. Sei o eine Permuta-
tion mit o(a;) = b; fiir ¢ = 1,..., k. Ein solches o existiert immer, aber ist nicht
notwendigerweise eindeutig. Teil (a) impliziert, dass o071 = 7o.

Der allgemeine Fall folgt aus o790~ ! = om0~ 'omo~! und der Tatsache, dass
sich jede Permutation als Produkt disjunkter Zyklen schreiben lésst. O

Beispiel 2.2.5 (a) Seim =(123) € Sqund 72 = (134) € S4. Lemma 224 (b)
impliziert, dass 71 und 72 konjugiert sind. Wir suchen ein Element ¢ € Sy mit

oo~ ' = 1. Wir wihlen z.B.

Da o eine Permutation ist, gilt 0(4) = 2, alsoo = (1)(234). Dam = (134) =
(34 1), hiitten wir aber auch

d.h. o = (1 3)(2 4), wihlen koénnen. Insbesondere ist ¢ nicht eindeutig be-
stimmt, wie schon im Beweis von Lemma [2.2.4] bemerkt wurde.

(b) Sei 7 € S,, =: G ein n-Zyklus. Lemma 224 (b) impliziert, dass die Konjuga-
tionsklasse G(7) von 7 aus allen n-Zyklen besteht. Also ist |G(7)| = n!/n =
(n—1)!. Korollar ZT.T0 impliziert, dass |G1| = n!/(n—1)! = n. Da offensicht-
lich 7 € G(7), folgt, dass G(7) = (7).

(¢) Sei K ein Korper. Die Gruppe GL,, (K) wirkt auf M, ,(K) durch Konjugation:
Fiir A € GL,(K) und M € M,, ,,(K) definieren wir 74(M) = AMA™'. Zwei
Matrizen My, Mo, die in der gleichen Bahn beziiglich dieser Wirkung sind,
heien &dhnlich.

(d) Sei H :={e, (12)(34),(13)(24),(14)(23)} <S4 wie im Beispiel [L6.12(d).
Die Untergruppe H enthéilt alle Permutationen vom Zyklentyp 2-2. Lem-
ma 2271 (b) impliziert daher, dass H <154 ein Normalteiler ist. Im Beispiel
L6121 (d) haben wir dies gezeigt, indem wir einen Gruppenhomomorphismus
mit Kern H konstruiert haben.

2.3 Das Theorem von Burnside

In diesem Abschnitt kommen wir zuriick auf der Motivationsfrage.

Theorem 2.3.1 (Burnside) Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer endlichen
Menge X wirkt. Fiir g € G definieren wir

X9={zeX|g-z=u}

die Menge der Fixpunkte von g.
Die Anzahl der Bahnen ist

& X

geG
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Beweis: Seien X1, ..., X die verschiedenen Bahnen der Gruppenwirkung. Wir
suchen eine Formel fiir k.
Wir zdhlen die Paare

S:={(g,2) eGXx X |g- -z =z}

Einerseits gilt

1S => " 1x7. (2.3.1)

geG
Anderseits gilt
k
|S| = Z |Gw| = Z Z |Gm| (2'3'2)
rzeX =1 zeX;

Wir wihlen einen Punkt x; € X; fiir jedes 4.
Lemma 2T0 (¢) sagt, dass |G| = |Gy, | fiir alle z € X;. Also gilt

Z |Gz| = |XZ| : |Goci

reX;

=[G (@i)] - |Ga,

Aus dem Bahn-Stabilisator-Satz (Korollar ZZTI0) folgt, dass |G(x;)| - |Gs; | = |G
Wir schlieflen aus (Z30) und 232), dass

k
|5|=>_1X% = |G| =k[G].
i=1

geG

Das Theorem folgt. O

Beispiel 2.3.2 (a) Wir malen die Ecken des Tetraeders T mit 3 verschiedenen
Farben an. Sei X die Menge der Firbungen. Diese Menge hat 3% Elemente.
Sei T ~ Ay die Symmetriegruppe des Tetraeders 7. In T gibt es folgende
Elementen: (Siehe Abbildung [L24):

* das neutrale Element e,
* 8 Drehungen der Ordnung 3,
* 3 Drehungen der Ordnung 2.

Wir zihlen fiir jedes Element g € T die Menge X9 der von g fest gelassenen
Fiarbungen. Das neutrale Element lisst alle Farbungen fest: | X¢| = | X| = 3%.

Sei g eine Drehung der Ordnung 3, also ist g eine Drehung um eine Achse durch
eine Ecke P und die Mitte der gegeniiberliegenden Seitenfliche F'. Falls x € X9
eine von g festgelassene Fiarbung ist, haben die Ecken der Seitenfliche F' alle
die gleiche Farbe. Die Ecke P darf eine andere Farbe haben. Wir schlielen,
dass | X 9| = 32 ist.

Sei g eine Drehung der Ordnung 2, also ist g eine Drehung um eine Achse
durch die Mitten zweier gegeniiberliegender Kanten K7 und K. Die Drehung
vertauscht die beiden Ecken der Kante K; (bzw. K3). Falls z € X9 eine von
g fest gelassene Farbung ist, haben die Ecken der Kante K die gleiche Farbe
und ebenso die Ecken der Kante K». Also ist | X 9| = 32

Die Anzahl der wirklich verschiedenen Fiarbungen ist also

1

_ 1 4 2 2\ _
@Z|X9|—5(1-3 +8-324+3-3%) = 15.

geaG

30



(b) Wir betrachten Ketten bestehend aus 5 Perlen an einem kreisformigen Band.
Wie viele echt verschiedene Ketten kénnen wir mit roten, blauen und gelben
Perlen machen? Die Symmetriegruppe ist die Diedergruppe Ds. Wir benutzen
die Bezeichnung aus § [[L4] und unterscheiden drei Félle.

Das neutrale Element lisst alle Farbungen fest, also | X¢| = 3°.

Die Drehungen g € {r,72,r3 r*} vertauschen die 5 Perlen zyklisch. Bei der
von einer Drehung festgelassenen Farbung haben also alle Perlen die gleiche
Farbe. Also ist | X9| = 3.

Die Spiegelungen g € {s,rs,r?s,r3s,7%s} sind Spiegelungen an einer Achse
durch eine Ecke Py und die Mitte der gegeniiberliegenden Kante. Die Ecke P,

wird von der Spiegelung fest gelassen. Die andere Ecke formen 2 Bahnen mit
2 Elementen. Also ist |X9| = 33.

Die Anzahl der Ketten ist daher

1 1
m2|xg|:1—0(1-35+4-3+5-33):39.
geG

2.4 Die endlichen Rotationsgruppen

In diesem Abschnitt bestimmen wir alle endlichen Symmetriegruppen in R? und
R3. (Siehe auch [2 § 19] und [1}, §§ 5.3+5.9].)

Wir betrachten zunéichst die endlichen Symmetriegruppen der Ebene. Satz[[.4.1]
beschreibt die lineare Kongruenzabbildungen der Ebene: Dies sind Drehungen und
Spiegelungen. Wir bemerken, dass die Spiegelungen der Ebene Einschrinkungen
von Drehungen des Raums sind.

Satz 2.4.1 Sei G < O eine endliche Untergruppe. Dann ist G entweder zyklisch
oder isomorph zur Diedergruppe D,,.

Beweis: Fall I: G < SO,.
Satz [[LZl(a) impliziert, dass jedes Element r € G eine Drehung

R <cos(a) = sin(a))

sin(a)  cos(a)

fiir o € [0, 27) ist. Wir nehmen oBdA an, dass G # {1} ist und wihlen r € G\ {1}

mit o minimal.

Behauptung: Die Gruppe G ist zyklisch mit Erzeuger r.
Sei g € G\ {1} ein beliebiges Element. Dann ist g = pg fiir ein 8 € (0,27). Wir
schreiben
8= ka+ 7, mit k€ Zund 0 < v < a.

Es folgt, dass

Py =Pska =g 1 " €G.
Die Wahl von « impliziert, dass v = 0. Es folgt, dass g = ¥ € (r) und G ist zyklisch
mit Erzeuger 7.

Fall IT: G C SO».

Wir definieren H := GNSO,. Satz[[.41limpliziert, dass H < G die Untergruppe
der Drehungen ist. Fall T impliziert, dass H ~ Z/nZ eine zyklische Gruppe ist. Wir
wéahlen einen Erzeuger r.

Das Komplement G\ H besteht genau aus den Spiegelungen, dies sind die Ma-
trizen mit Determinante —1 (Satz [[411(b)). Das Produkt zweier Spiegelungen
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s, € G\ H erfiillt det(s - s') = det(s)det(s’) = 1, also ist s’ € H. Es folgt,
dass
G=HUsH fir s € G\ H.

Als Spiegelung besitzt s Ordnung 2 und es gilt die Relation srs = r~!. Diese
Relation kann man beispielsweise mit Hilfe der Matrixdarstellung aus Satz [L4.]]
nachrechnen. Wir schlieflen, dass

G:<T,S>C02

isomorph zur Diedergruppe D,, der Ordnung 2n ist. (Vergleichen Sie zu Lemma
L.4.3). O

Das folgende Theorem sagt, dass eine endliche Rotationsgruppe entweder zy-
klisch, eine Diedergruppe oder eine Symmetriegruppe eines Platonischen Koérpers
ist. In Satz 241l haben wir gesehen, dass die zyklischen Gruppen und die Dieder-
gruppen Untergruppen von Os sind. Spiegelungen der Ebene kann man als Drehun-
gen um der z-Achse in R? auffassen. Es folgt, dass die zyklische Gruppen und die
Diedergruppen ebenfalls Untergruppen von SOj3 sind.

Wir haben schon gesehen, dass die Tetraedergruppe T isomorph zu A, ist (Satz
[CZ0). Die Wiirfelgruppe W ist isomorph zu Sy (Satz [Z1.8]). Das Oktaeder ist der
duale Platonische Korper des Wiirfels und besitzt deswegen auch W als Symmetrie-
gruppe (Bemerkung [[47(b)). Es gibt nur zwei weitere Platonische Korper: Das
Ikosaeder und das Dodekaeder. Diese sind ebenfalls dual zu Einander und besitzen
Symmetriegruppe I ~ A5 (Beispiel 22111 (b)).

Theorem 2.4.2 Sei G < SOg eine endliche Untergruppe. Dann ist G isomorph zu
einer der folgenden Gruppen:

e Die zyklische Gruppe Z/nZ.
e Die Diedergruppe D,,.

e Die Tetraedergruppe T.

e Die Wiirfelgruppe W.

e Die Tkosaedergruppe 1.

Bevor wir Theorem [2.4.2] beweisen, brauchen wir einige Vorbereitungen.
Sei G < SOj3 eine endliche Untergruppe. Die Gruppe G wirkt auf der 2-Sphére

§? ={z e R’ [ ||zf| = 1},

da g € G lingentreu ist. Jede nichttriviale Drehung g € SO3\{I} besitzt eine
Drehachse L, C R3. Dies ist eine Gerade durch den Ursprung und schneidet S?
in genau zwei Punkten z4, —x,. Wir nennen diese Punkte die Pole von g. Es sind
genau die Punkte z € S? mit g(x) = z. Wir schreiben

X =Xg:={reS?*|3gec G\ {1} mit g(z) = z}
fiir die Menge der Polen.

Lemma 2.4.3 Die Gruppe G wirkt auf der Menge X der Pole.

Beweis: Sei z € X ein Pol und g € G eine Drehung mit g(z) = z, d.h. z ist ein
Pol zu g. Fiir h € G gilt

(hgh™")(h(x)) = hg(x) = h(x).



Also ist h(z) € X ein Pol zu hgh™! € G. O

Der Beweis von Theorem[2.4.2]beruht auf dem Studium der Bahnen der Wirkung
von G auf X. Wir betrachten dies zun#chst in einem Beispiel.

Beispiel 2.4.4 Sei G = T die Tetraedergruppe. Um die Pole mit Hilfe von Koor-
dinaten einfacher angeben zu konnen, betrachten wir X als Teilmenge der Sphére
mit Radius v/3 = ||(1,1,1)]|.

Die Menge X der Pole besteht aus 3 Bahnen:

e Die Menge
1 1 -1 -1
X = 1]1,1-1|,({1],]-1
1 -1 -1 1

der Ecken von T'. Es gilt | X;| = 4.

e Die Menge
-1 -1 1 1
XQZ{—$|$€X1}= -11, 1 -1, 1
-1 1 1 -1

Dies sind die 2ten Pole der Drehungen der Ordnung 3.

e Die Menge
+v/3 0 0
X3 = 0o |,|£v3],| 0
0 0 V3

der Polen der Drehungen der Ordnung 2. Es gilt | X3| = 6.

Bemerke, dass X; U X, die Ecken des Wiirfels W sind. Die Menge X3 besteht
aus den Ecken eines Oktaeders.

Wir skizzieren den Beweis von Theorem 2.4.2

Beweisskizze: Sei N := |G| die Kardinalitit von G. Wir schreiben X7, ..., X,,
fiir die verschiedenen Bahnen der Wirkung und wihlen z; € X mit X; = G(x;).
Setze n; = |X;| und k; = |Gy,|. Aus dem Bahn-Stabilisator-Satz (Korollar 2ZTI0)
und der Tatsache, dass z; ein Pol ist, folgt, dass

Jedes nichtriviale Element g € G besitzt genau zwei Pole, also gilt

X| =" n;, fallsg=1
| X9| = | | Zz:l n alls g ) (2.4.2)
2 falls g # 1.

Der Satz von Burnside (Theorem 2:31]) impliziert daher, dass

1 g 212 1 (S~
m:NZ|X| = N(;nZ—I—Z(N—l))

geG

m
i=1

|3
| —

i 2 2
2= 9 =
+ N Z.-l- N

=
o~

ZLT)
>
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Wir koénnen diese Gleichung zu

2 — % = i (1 - ki> (2.4.3)

umschreiben.

Wir haben angenommen, dass G nichttrivial ist, also ist IV > 2. Die linke Seite
von (Z43)) erfiillt daher 1 < 2—2/N < 2. Die Zahlen k; = |Gy, | sind grofler gleich 2
(Gleichung (2:41)). Jeder Term der rechten Seite von (Z43) ist daher grofler gleich
1/2. Es folgt, dass m € {2, 3} ist.

Fall I: m = 2. In diesem Fall lisst sich (Z43) zu
2 1 1

Nk ks

vereinfachen. Wir wissen, dass 2 < ki, ks < N ist (Gleichung ([241]). Es folgt
sofort, dass k1 = ko = N. Also ist ny = ng = N/N =1 und X = {z, —z} besteht
aus genau zwei Polen. Alle Elemente g € G\ {1} besitzen also eine gemeinsame
Drehachse, ndmlich die Gerade L durch die Pole z, —zx.

Wir schrinken G auf das orthogonale Komplement L+ ~ R? von L ein und
erhalten eine Einbettung

G <= SOz (R), g g|rz.

Fall T aus dem Beweis von Satz [Z4.1] impliziert, dass G als endliche Untergruppe
von SO, zyklisch ist.

Fall IT: m = 3. In diesem Fall l4sst sich (Z4.3]) zu
1+ = =—4+—+— (2.4.4)
vereinfachen. OBdA diirfen wir annehmen, dass 2 < ky < kg < k3 < N ist.

Behauptung: Die Gleichung (2:4.4) besitzt genau die folgenden Losungen:
N || kl | kQ | kg || Bedingung

2nll 2 | 2 | n n>2

129 21 3| 3 (2.4.5)
2411 2 | 3| 4

601 23| 5

Der Beweis der Behauptung folgt aus einer kombinatorischen Uberlegung, siehe
beispielsweise [1l § 5.9].

Um das Theorem zu beweisen, miissen wir die Gruppen G in jedem der Féllen aus
@43) bestimmen. Im Fall (k1, ke, k3) = (2,2,n) ist G isomorph zur Diedergruppe
D,,. Im Fall (k1, ke, k3) = (2,3,3) ist G isomorph zur Tetraedergruppe T. Im Fall
(k1, ko, k3) = (2,3,4) ist G isomorph zur Wiirfelgruppe W. Im Fall (kq, ko, k3) =
(2,3,5) ist G isomorph zur Ikosaedergruppe I.

Wir zeigen dies exemplarisch im Fall N = 24 und (kq, ko, k3) = (2, 3,4). Fiir die
anderen Fille verweisen wir auf [I, § 5.9] oder [2] § 19].

Wir wihlen z = z3 € X3. Es gilt |X5| = n3 = N/ks = 24/4 = 6. Wihle
u € X3\ {£z}. Fall I zeigt, dass die Gruppe G, = (g) ~ Z/4Z zyklisch ist. Lemma
243 impliziert, dass g(u) € X3 ist. Da die Drehung g nur die zwei Pole +z besitzt,
gilt

X3 = {Zv —Z,U, g(u)v 92(’”’)’ gg(u)}'
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Die Drehung g € SO3 ist lingentreu, also ist

lu—g(u)] = llg(u) — g* (W) = llg°(w) — g°(w)|| = llg*(u) — ul|.

Da g € SOj3 ebenfalls winkeltreu ist, folgt, dass {u, g(u),g*(u),g>(u)} C S? die
Ecken eines Quadrats sind. Das Quadrat liegt in der Ebene Lj{ orthogonal zur Dreh-
achse L, von g. Es folgt, dass X3 die Ecken eines Oktaeders bilden. Wir schliefen,
dass G eine Untergruppe der Symmetriegruppe W des Oktaeders ist. Die Gruppen
W und G haben beide 24 Elemente und sind daher isomorph. O

3 Ringtheorie

In diesem Kapitel geben wir eine kurze Einfithrung in die Ringtheorie. Ein Ring
ist eine Menge mit 2 Verkniipfungen: Addition und Multiplikation. Das einfachste
Beispiel eines Rings ist Z. In Kapitel [l haben wir Z als Gruppe mit Addition als
Verkniipfung betrachtet und die Multiplikation ignoriert.

3.1 Definitionen

Definition 3.1.1 Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen + (Addition)
und - (Multiplikation), welche die folgenden Eigenschaften besitzen:

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element 0 = Og heifit Nullele-
ment.

(R2) Die Multiplikation ist assoziativ und besitzt ein neutrales Element 1, das Eins-
element.

(R3) Es gelten die Distributivgesetze:
(a +b)e = ac+ be, und  c¢(a+b) = ca+ cb,

fur alle a,b,c € R.

Ein Unterring von R ist eine Teilmenge S C R, welche beziiglich Addition, Sub-
traktion und Multiplikation abgeschlossen ist und das 1-Element enthélt.
Ein Ring heifit kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist.

Beispiel 3.1.2 (a) Die Menge Z/mZ ist ein Ring mit den Verkniipfungen Addi-
tion und Multiplikation modulo m.

(b) Sei Z[i] = {a+bi | a,b € Z} C C die Menge der komplexen Zahlen mit ganzen
Koeffizienten. Diese Menge ist ein Unterring von C und heif3t Ring der ganzen
Gaufischen Zahlen.

(¢) Sei K ein Korper. Die Menge M, »,(K) der n x n-Matrizen mit Koeffizienten
in K ist ein Ring mit Matrixaddition und Matrixmultiplikation.

(d) Die Menge C(R) der stetigen Funktionen f : R — R mit
(f+9)(@) = f(2) +g(x),  (f-9)(@) = f(x)-g(x),  fir f,geC(R)
ist ein Ring.

(e) Der Nullring R = {0} besteht aus einem einzigen Element 0 = 1. Dies ist der
einzige Ring mit 0 = 1 (Uberpriifen Sie dies!)
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In der Definition eines Rings fordern wir nicht, dass jedes Element a € R ein
multiplikatives Inverses besitzt.

Definition 3.1.3 (a) Ein Element a € R heifit Einheit, wenn a in R ein multi-
plikatives Inverses besitzt, d.h. es existiert ein b € R mit ab = ba = 1. Wir
schreiben R* fiir die Menge der Einheiten.

(b) Ein Element a € R eines Ringes heifit Nullteiler, falls ein b € R\ {0} mit
ab = 0 oder ba = 0 existiert. Einen kommutativen Ring R # {0} nennen wir
Integritdtsring, falls 0 der einzige Nullteiler ist.

(a) Sei R ein Integritéitsring. Ein Element b heifit Teiler von a, wenn ein ¢ € R
mit a = b - ¢ existiert. (Bezeichnung b | a.)

Definition 3.1.4 Ein Korper ist ein kommutativer Ring K, indem jedes Element
x # 0 ein multiplikatives Inverses besitzt, d.h. K* = K \ {0}.

Beispiel 3.1.5 (a) Die Menge Z/mZ* C Z/mZ der Einheiten in Z/mZ besteht
aus allen {0 < a < m | ggT(a,m) = 1} (Lemma [[5.8). Es folgt, dass Z/mZ
genau dann ein Korper ist, wenn m = p eine Primzahl ist. Wir schreiben auch
F, := Z/pZ fiir den Korper mit p Elementen.

(b) Sei K ein Kérper. Die Einheiten in M, ,,(K) sind die invertierbaren Matrizen
QL. (K).

Ist n > 2, dann besitzt M, ,(K) nichtriviale Nullteiler. Beispielsweise ist

0 1 0 1 0 0
DR Iy
Beispiel 3.1.6 (Polynomringe) Neben Z sind die fiir uns wichtigsten Beispiele

eines Ringes die Polynomringe. Als Abschlul des Abschnittes fithren wir einige
Begriffe fiir Polynomringe ein. Sei R ein Ring. Der Polynomring

Rlz) ={f(x) = Zaixi | a; € R}

ist ein Ring mit Addition und Multiplikation von Polynomen als Verkniipfung.

Sei f(z) = Y., a;z’ € R[z] ein Polynom mit Koeffizienten a; in R. Das Null-
polynom f = 0 ist das Polynom, dessen Koeffizienten alle Null sind. Fiir f # 0
definieren wir den Grad von f als die grofite Zahl n, sodass a, # 0 ist (Bezeich-
nung: Grad(f)). Den Grad des Nullpolynoms definieren wir als —oc.

Wir nehmen nun an, dass R ein Integritéitsring ist. Dann ist R[z] ebenfalls ein
Integrititsring. In diesem Fall gilt Grad(fg) = Grad(f) Grad(g). Hieraus folgt, dass

(R[z])* = R*[x]. (3.1.1)
Falls f(z) = Y"1 5 a;z" mit a,, # 0 ist, heiBit a,, 2™ der fithrende Term von f. Ein
Polynom vom Grad n heifit normiert, falls der fithrende Term x™ ist.

3.2 Ringhomomorphismen und Ideale

Im Rest von Kapitel Bl nehmen wir an, dass alle Ringe kommutativ sind. Einfach-
heitshalber schlieflen wir aufierdem R = {0} aus.

In diesem Abschnitt definieren wir Ringhomomorphismen. Ahnlich wie fiir Grup-
pen (§ [[3)), sind dies Abbildungen zwischen Ringen, die mit Addition und Multi-
plikation vertraglich sind.
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Definition 3.2.1 Eine Abbildung ¢ : R — R’ zwischen Ringen heiflt Ringhomo-
morphismus, falls fiir alle a,b € R gilt

* p(a+b)=¢p(a)+ ¢(b),
e p(ab) = p(a)p(b),
e o(1r) =1p.

Ein Ringhomomorphismus ¢ : R — R’ heifit Isomorphismus, falls ¢ zusétzlich
bijektiv ist. In diesem Fall nennt man R und R’ isomorph. Wir bezeichnen dies als
R~R.

Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus. Es gilt ¢(0r) = ¢(0r + Or) =
©(0gr) + ¢(0r). Da —p(0r) € R’ existiert, folgt, dass ¢(0g) = Ogs. (Vergleichen Sie
zu Lemma [[33). Das gleiche Argument funktioniert nicht immer fiir 15, da nicht
jedes Element von R’ eine Einheit ist. Daher miissen wir in Definition B2l explizit
fordern, dass ¢(1g) = 1g ist.

Ahnlich wie im Beweis von Lemma [3.3l(c) zeigt man, dass die Umkehrabbil-
dung eines Ringisomorphismus auch ein Ringhomomorphismus ist.

Beispiel 3.2.2 Sei K ein Korper und o € K ein Element. Die Evaluation eines
Polynoms f € K[z] an der Stelle «

p: Kzl = K, fr fla)

definiert einen Ringhomomorphismus, da (f + g)(«) = f(«) + g(a) und (fg)(a) =
f(a)g(a). AuBerdem nimmt das Eins-Polynom an jeder Stelle den Wert 1 an.
Ebenso definiert
o RE)5C, fe f()

einen Ringhomomorphismus.

Folgender Satz ist eine Verallgemeinerung von Beispiel [3.2.2]

Satz 3.2.3 Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus und « € R’ ein Element. Es
existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus ¢ : R[z] — R’ mit ¢¥(z) = «a und
Y(r) = ¢(r), fiir r € R.

Beweis: Die Abbildung ¢ definiert als f(z) = > 1 a;z’ — Yo p(a;)a’ ist
ein Ringhomomorphismus. Also existiert ).

Man sieht leicht ein, dass jede Abbildung, die die Bedingungen des Satzes erfiillt,
flx) =37 jaiz auf 3.1 p(a;)a’ abbildet. Also ist ¢ eindeutig. 0

Beispiel 3.2.4 Die Abbildung ¢ : Z — Z/mZ, a — a (mod m) =: [a] ist ein
Ringhomomorphismus. Sei o € Z/mZ. Satz 323 liefert einen Ringhomomorphis-

mus
n n

Y Zx) = Z/mZ, flz) = Zaixi — Z[ai]ai € Z/mZ.

=0 =0

Definition 3.2.5 Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus. Der Kern von ¢ ist
definiert als

ker(p) ={r € R| o(r) =0g}.
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Die Definition des Kerns eines Ringhomomorphismus ist der Definition des Kerns
eines Gruppenhomomorphismus sehr dhnlich. Der Unterschied ist, dass ein Ring
sowohl ein 0-Element als auch ein 1-Element besitzt. Da ¢(1g) = 1g/, ist 1 &
ker(p), auer wenn R’ = {0} der 0-Ring ist. Falls R’ # {0}, ist ker(y) also kein
Unterring von R. Folgendes Lemma iiberpriift einige der Eigenschaften von ker(yp).
Der Kern ist abgeschlossen gegeniiber Addition und Multiplikation, erfiillt aber
noch die stirkere Bedingung (b).

Lemma 3.2.6 Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus und sei I = ker(yp).
(a) Fiir allea,be I gilta+bel.
(b) Fiira eI undr € R gilt ra € I.
Beweis: Seien a,b € I und r € R. Es gilt
pla+b) =p(a) + () =0+0=0,
p(ra) = p(r)pla) = ¢(r) - 0= 0.
Also sind a + b und ra in I enthalten. O

Da ker(y) im Allgemeinen kein Unterring von R ist, fithren wir einen neuen
Namen fiir Teilmengen von R ein, die die Bedingungen von Lemma [3.2.6] erfiillen.

Definition 3.2.7 Eine Teilmenge I eines Rings R heifit Ideal, falls:
(I1) (I,+) < (R,+) ist eine Untergruppe.

(I2) Firallea € I und r € R gilt ra € I.

Beispiel 3.2.8 (a) Lemma[B3.2.6lsagt, dass der Kern eines Ringhomomorphismus
ein Ideal ist.

(b) Sei I < ReinIdealmit 1 € I. Dar-1=r € [ fiir alle r € R, folgt, dass I = R
ist.

(c) Sei K ein Korper. Die einzigen Ideale von K sind (0) und (1) = K. Sei ndmlich
I C K ein Ideal mit I # (0). Dann enthélt I ein Element a # 0. Da K ein
Korper ist, existiert a=! € K. Aber nun ist auch 1 = a~'a € I. Aus (b) folgt
daher, dass I = K ist.

Ein Ideal I < R ist insbesondere eine Untergruppe der abelschen Gruppe (R, +).
Sogar ist I <0 (R, +) ein Normalteiler (Lemma [[L6.6) und die Faktorgruppe

R:=R/I={a+1|a€R}
ist definiert. Die Addition auf R wurde in Theorem [[L6.4] als
(a+D)+0b+I1)=(a+b)+1

definiert. Das folgende Theorem zeigt, dass R sogar ein Ring ist. Ein Beispiel die-
ser Konstruktion haben wir schon gesehen: Die Faktorgruppe Z/mZ ist ein Ring
(Beispiel (a)).

Theorem 3.2.9 Sei I < R ein Ideal.

(a) Die Faktorgruppe R = R/I besitzt eine Ringstruktur.
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(b) Die Abbildung B
mT:R— R, a—a+1

ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern I.

(c) (Erster Isomorphiesatz fiir Ringe) Falls 7 : R — R’ ein surjektiver Ring-
homomorphismus mit Kern I ist, so ist R ~ R/I.

Beweis: Wir definieren die Multiplikation auf R = {a + I} als
(a+D)(b+1)=(ab+1).

Wir zeigen die Wohldefiniertheit dieser Multiplikation.
Die Menge P := (a + I)(b+ I) ist die Menge der Elemente

P={(a+z2)b+y)=ab+ay+dx+zy|z,yel}

Da I ein Ideal ist, ist ay + bx + zy € I, also ist P = (a + I)(b+ 1) C ab+ I. Im
Allgemeinen ist P aber selbst keine Linksnebenklasse. Zwei Linksnebenklassen sind
entweder disjunkt oder gleich. Daher ist ab+ I die einzige Linksnebenklasse, die P
enthélt. Dies zeigt, dass die Multiplikation wohldefiniert ist.

Die Assoziativitdt der Multiplikation und die Distributivgesetze folgen aus der
Assoziativitdt der Multiplikation und den Distributivgesetzen fiir R. Das 1-Element
ist die Linksnebenklasse 1+ I. Wir schlieflen, dass R ein Ring ist.

Teil (b) folgt direkt aus der Definition von R.

Der Beweis von (c) ist dem Beweis von Satz [LG.10] &hnlich. O

Wie fiir Gruppen, ist der erste Isomorphiesatz oft die einfachste Methode, den
Faktorring zu bestimmen.

Beispiel 3.2.10 (a) In Beispiel haben wir gesehen, dass

¢:Rlz] =C,  flz) = f(i)

ein surjektiver Ringhomomorphismus ist. Es gilt

I:=ker(p) = {f € R[z] | f(i) = 0}.

Fiir f € R[z] gilt f(—i) = f(i) = 0 = 0, wobei ~die komplexe Konjugation
ist. Polynomdivision impliziert, dass (2 + 1) | f. (Siehe auch Satz I8 (b)).
Also ist I = (22 + 1). Wir schliefen, dass C ~ R[z]/(2? + 1) ist.

(b) Sei p eine Primzahl. Die Abbildung

n n

¢ :Zz]) = Fplz], f(x)= Zaixi — Z[ai]xi,

i=0 i=0
ist ein surjektiver Ringhomomorphismus. Hierbei ist [a;] = a; (mod p).

Sei f € I:=ker(p). Es gilt f(z) = > 1, a;x" mit p | a; fiir alle i. Also ist f €
(p) = pZ[z]. Umgekehrt ist jedes Element f € pZ[z] im Kern. Wir schlieflen,
dass I = pZ[z] ist. Aus Theorem B2 (b) folgt, dass Z[x]/pZ[z] ~ F,[x] ist.

3.3 Hauptideal- und Euklidische Ringe
Sei S = {a1,...,an} C R eine Menge von Elementen. Die Menge
(a1,...,apn) :={ria1 + -+ rpa, | 1, € R}

ist ein Ideal. Das Ideal (a1, ...,a,) heiflt das von S erzeugte Ideal.
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Definition 3.3.1 Ein Ideal I = (a) = aR = Ra, dass von einem Element erzeugt
wird, heifit Hauptideal. Ein Hauptidealring ist ein Ring, in dem jedes Ideal ein
Hauptideal ist.

Der folgende Satz zeigt, dass Z ein Hauptidealring ist.

Satz 3.3.2 Jedes Ideal I von Z ist ein Hauptideal.

Beweis: Wir bestimmen die Ideale I von Z. Jedes Ideal I von Z ist insbesondere
auch eine Untergruppe. Es folgt, dass I = (m) = mZ, fiir ein m > 0 (Theorem
[CT16). Die Menge I = (m) ist ein Ideal, ndmlich, dass Ideal erzeugt von m. Es
folgt, dass alle Ideale von Z von dieser Form sind. O

Satz[B.3. 2 beruht auf der Division mit Rest in Z: Dies ist der wesentliche Schritt
im Beweis von Theorem[L.T.T6 FEuklidische Ringe sind Ringe, in denen eine Division
mit Rest dhnlich wie in Z existiert.

Definition 3.3.3 Ein Euklidischer Ring ist ein Paar (R,J), wobei R ein Inte-
gritdtsring ist und

N :R\{0} = Z<o
eine Abbildung, sodass folgende Eigenschaft erfiillt ist: Fiir alle a,b € R mit b # 0
existieren ¢,r € R mit

a=gb+r, mitN(r)<N(b) oder r=0.

In diesem Fall nennen wir ¢ den Quotienten und r den Rest der Division von a
durch b.

Beispiel 3.3.4 (a) Der Ring Z mit der Abbildung N (a) = |a| ist ein Euklidischer
Ring. Dies entspricht der Division mit Rest. Fiir R = Z fordern wir sogar die
stirkere Bedingung 0 < r < |b|. Unter dieser stéirkeren Bedingung sind ¢ und
r eindeutig.

(b) Sei K ein Kérper und R = K|[x] der Polynomring. Wir definieren N(f) =
deg(f). Die Division mit Rest aus Definition ist die Polynomdivision.
Als Beispiel betrachten wir f(z) = 2° + 2% — 4z — 2 und g(x) = 22* 4+ 22% +
422 4+ 62 + 2 € Qlx]. Wir stellen fest, dass f = gg + r mit g(z) = (z — 1)/2
und 7(z) = —3 — 22 — 1.

(¢) Wir betrachten den Ring Z[i] der ganzen Gaufischen Zahlen (BeispielB.1.2l (b))
mit
N : Z[i] = Z>o, z=a+bi (a+bi)(a—bi)=a*+ b7
Wir bemerken, dass N(z) = |z|?, wobei |z| der komplexe Betrag ist. Es folgt,
dass N(zw) = N(z)N(w). Wir nennen die Funktion N Norm.

Wir zeigen, dass (Z[i], N) ein Euklidischer Ring ist. (Siehe auch [4] § 7.3, Satz
7.3.4].) Sei dazu «, 5 € Z[i] mit 8 # 0. Wir betrachten die komplexe Zahl
z := o/ und schreiben

z=a/f =x+yi, x,y € Q.

Sei ¢ = m + ni die ganze Gaufische Zahl mit N(z — ¢) minimal. Diese Zahl
muss nicht eindeutig sein. Es gilt, dass |z —m| < 1/2 und |y — n| < 1/2. Also
gilt

N(z—q) = (@ —m)?® + (y—n)? < (%)2+<1)2_1<1.
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Setze r = (z — q)5. Aus der Definition von z folgt, dass r = a — ¢f € Z[i] ist.
Auflerdem gilt, dass

N(r) = N(z—q)N(B) < N(B).
Dies zeigt, dass Z[i] ein Euklidischer Ring ist.

Der folgende Satz ist eine direkte Verallgemeinerung vom Beweis von Theorem
3.3.2

Satz 3.3.5 Jeder Euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis: Sei (R, N) ein Euklidischer Ring und I C R ein Ideal. Das I = (0) ist
ein Hauptideal, also reicht es die Ideale I # (0) zu betrachten.
Sei
n=min{N(a) | a € I\ {0}}.
Wir wihlen b € I mit N(b) = n. Es gilt (b) C I. Wir behaupten, dass I = (b).
Sei a € I. Da R Euklidisch ist, existieren ¢, € R mit a = ¢gb+r und r = 0 oder

N(r) < N(b). Esist r = a — gb € I. Die Wahl von b impliziert also, dass r = 0 und,
dass a € (b). O

Korollar 3.3.6 Sei K ein Kérper. Dann ist der Polynomring K [x] ein Hauptideal-
ring. Ein Ideal (0) # I < K|[z] ist erzeugt vom (eindeutig bestimmten) normierten
Polynom kleinsten Grades.

Beweis: Der Ring Klz] ist Euklidisch (Beispiel B:3:41(b)) mit Norm N(f) =
Grad(f), also ein Hauptidealring (Satz B:3.H). Die zweite Aussage folgt aus dem
Beweis von Satz O

Folgendes Korollar ist dem Korollar [LT.T7 &hnlich.

Korollar 3.3.7 Sei R ein Hauptidealring und f, g € R nicht beide Null. Es existiert
eind € R\ {0}, der grofite gemeinsame Teiler, mit folgenden Eigenschaften:

(a) d erzeugt das Ideal I = (f,g),

(b) d ist ein Teiler von f und g,

(c) Jeder Teiler von f und g teilt auch d.
(d) Es existieren r,s € R mit rf + sg = d.

Beweis: Sei I = (f,g). Da R ein Hauptidealring ist, existiert ein Erzeuger d
von I, d.h. I = (f,g) = (d). Dies zeigt Teil (a). Die Existenz von r,s € R wie in
Teil (d) folgt aus d € (f, g).

Aus f,g € (f,g) = (d) folgt, dass d ein gemeinsamer Teiler von f und g ist. Sei
e ein weiterer gemeinsamer Teiler von f und g. Dann existieren a,b € R mit f = ae
und g = be. Also gilt d = rf + sg = e(ra + sb). Wir schlielen, dass e | d. Dies zeigt
Teil (b) und Teil (c). O

Beispiel 3.3.8 (a) Seien f(z) = 2% + 22 — 42 — 2 und g(z) = 22* + 22° + 222 +
6x+2 € Q[z]. Das Ideal I = (2°+2% -4z —2,22*+ 223 + 422 +62+2) C Q7]
ist ein Hauptideal mit Erzeuger d := ggT(f, g) = 2* + 2z + 1. (Uberpriifen Sie
dies!) Die Polynome r und s aus Korrolar 337 (d) sind

1
:—1 = — = —X.
r R S 2—1—290
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(b) Nicht jeder Ring ist ein Hauptidealring. Das Ideal I = (2,z) < Z[z] erzeugt

von 2 und x ist kein Hauptideal. Wir zeigen dies, indem wir iiberpriifen, dass
Korolar B3 in diesem Fall nicht gilt.
Wir nehmen an, dass I = (2,z) = (d) ein Hauptideal ist. Dann ist d € Z[x]
ein gemeinsamer Teiler von 2 und z, also ist d = +1 und es folgt, dass I =
(d) = (1) = Z[z]. Insbesondere ist 1 € I. Wie in Korollar 337 existieren
Polynome s,7 € Z[x] mit 1 = s-2 + r - z. Dies ist aber unméglich, wie man
beispielsweise sieht in dem man die Gleichung modulo 2 reduziert. Es folgt,
dass I kein Hauptideal ist.

(c) Das Ideal J = (2° + 22 — 42 — 2,22* + 223 + 422 + 62 + 2) aus (a), aufgefasst
als Ideal in Z[x], ist nicht erzeugt von d = 23 + 2z + 1. Es gilt zwar d | f und
d | g, aber es existieren keine Polynome r, s € Z[z] mit 7 - f + s- g = d. Dies
bedeutet, dass d ¢ J C Z[z]. Das Ideal J < Z[z] ist also auch kein Hauptideal.

3.4 Faktorisieren in Ringen

Der Fundamentalsatz der Arithmetik ([4, Theorem 1.2.4]) sagt, dass jede natiirliche
Zahl n > 2 als Produkt von Primzahlen geschrieben werden kann, wobei diese Zerle-
gung eindeutig bis auf Reihenfolge ist. In diesem Abschnitt zeigen wir eine &hnliche

Aussage in Hauptidealringen. Der folgende Begriff verallgemeinert den Begriff Prim-
zahl in Z.

Definition 3.4.1 Sei R ein Integritéitsring und a, b, ¢ € R. Ein Element a € R\ {0}
heifit irreduzibel, wenn a keine Einheit ist und wenn fiir a = b - ¢ gilt, dass b oder ¢
eine Einheit ist. Sonst heifit a reduzibel.

Beispiel 3.4.2 (a) Die irreduziblen Elemente in Z sind

{#£p | p eine Primzahl}.

(b) Sei K ein Kérper. Ein Polynom f € KJz] ist genau dann irreduzibel, wenn
man f nicht als f = g - h mit g,h € K[z] Polynome von Grad 1 < g,h <
deg(f) schreiben kann. Hier benutzen wir, dass die Einheiten in K[z] genau
die Polynome g # 0 vom Grad 0 sind (Gleichung B.I.T)). In Abschnitt
betrachten wir Kriterien zur Uberpriifung der Irreduzibilitit eines Polynoms.

(c) Wir betrachten den Ring Z[i] der ganzen Gauflschen Zahlen. Im Beispiel
B34 (c) haben wir gezeigt, dass Z[i] ein Euklidischer Ring ist. Sei z = a - bi €
Z[i]* eine Einheit. Im Beispiel B34l (c) haben wir gesehen, dass die Norm
N(a+ bi) = a? + b? = |a + bi|?> multiplikativ ist. Es folgt, dass

N(z)-N(zY)=N(1)=1
und N(z) = 1. Wir schlieflen, dass Z[i]* = {£1, £i}.
Ist w | z ein Teiler in den Gaufischen Zahlen, dann ist N(w) ein Teiler von

N(z) in Z. Hieraus folgt, dass z = 1 44 und w = 1 + 2¢ irreduzibel in Z][i]
sind: Die Norm dieser Elemente ist eine Primzahl in Z.

Definition 3.4.3 Ein Integrititsring R heifit faktoriell, wenn folgende zwei Bedin-
gungen erfiillt sind.

(a) Jedes a € R\ {0}, das keine Einheit ist, lisst sich als

a=p1- Pk

mit p; irreduzibel schreiben.
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(b) Sind
a:pl.-.pk:ql...qm

zwei Zerlegungen wie in (a), dann ist m = k und nach eventuellem Um-
nummerieren gilt p; = €;q; mit ; € R* eine Einheit.

Der Fundamentalsatz der Arithmetik ist die Aussage, dass Z ein faktorieller
Ring ist. Der wesentliche Schritt im Beweis der Eindeutigkeit der Zerlegung ei-
ner natiirlichen Zahl als Produkt von Primzahlen ist die folgende Eigenschaft von
irreduziblen Elementen. Fiir R = Z ist dies [4, Lemma 1.2.3]. In beliebigen Inte-
grititsringen nennt man Elemente, die die Eigenschaft aus Lemma [3.4.4 erfiillen,
Primelemente.

Lemma 3.4.4 Sei R ein Hauptidealring und f € R irreduzibel. Falls f | gh dann
gilt f | g oder f | h.

Beweis: Wir nehmen an, dass f | gh, aber f{g. Wir miissen zeigen, dass f | h.
Im Hauptidealring R existiert ggT(f,g) (Korollar B3T). Da f irreduzibel ist, ist
geT(f, g) entweder eine Einheit oder e f fiir eine Einheit e. Wir haben angenommen,
dass f { g, also tritt der letzte Fall nicht auf. Wir schlielen, dass ggT(f,g) eine
Einheit ist.

Korollar B3 impliziert die Existenz von r, s € R mit ggT(f,g) = rf + sg. Wir
erginzen die Gleichung mit h und erhalten h ggT(f,g9) = rfh = sgh = rfh+sf. Da
geT(f,g) eine Einheit ist, konnen wir diese Gleichung durch ggT(f,g) teilen und
erhalten:

h=ggT(f,g) " (rfh+sf).

Die rechte Seite ist von f teilbar, also gilt f | h. O

Satz 3.4.5 Jeder nullteilerfreie Hauptidealring ist faktoriel.

Beweis: Sei R ein nullteilerfreier Hauptidealring und a € R\ {0} keine Einheit.

Schritt I: Existenz einer Zerlegung von a in irreduziblen Elementen.

Ist a irreduzibel, gibt es nichts zu zeigen. Ansonsten existiert eine Zerlegung
a = ap - by mit Nichteinheiten a1,b; € R. Wir wenden das Verfahren rekursiv auf
a1 und b; an.

Die Frage ist, ob dieses Verfahren immer nach endlich vielen Schritten abbricht.
Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann existiert eine unendliche Folge a =
ap,ai, az ... von Elementen, sodass a,4; ein echter Teiler von a,, ist, d.h.

Ant1 | an  anf antr.

Wir definieren
I .= Unzo(an).

Man iiberlegt sich leicht, dass I ein Ideal von R ist. Da R nach Voraussetzung ein
Hauptidealring ist, existiert ein Element ¢ € R mit I = (c¢). Das Ideal I enthilt a,,,
also gilt ¢ | a,, fiir alle n. Andererseits liegt ¢ in einem der Ideale (a,,), also existiert
ein m mit a,, | ¢. Da ¢ | apy1 ist, folgt, dass

G | Gt

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. Dies zeigt die Existenz einer Zerlegung wie
in Definition B 43

Schritt II: Eindeutigkeit der Zerlegung.
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Seien
G=pP1- Pk =4d1 " "dm
zwei Zerlegungen mit p;, ¢; irreduzibel. Wir diirfen oBdA annehmen, dass £ < m
ist. Wir zeigen die Aussage mit Induktion nach k.

Induktionsanfang: Fir k£ = 1 gilt a = p1 = g1 - gm. Da p; irreduzibel ist,
folgt m =1 und q; = ps.

Induktionsschritt: Da p; | a, folgt aus Lemma B.44] dass p; einer der g¢; teilt.
Nach Umnummerieren der g; diirfen wir annehmen, dass p1 | ¢1. Die Elemente p1, ¢1
sind irreduzibel, also ist g1 = ep; fiir eine Einheit . Wir kiirzen p; auf beiden Seiten
und erhalten:

p2"'pk:EQQ"'Qm:q/Q"'qma Initq/QZEL]Q.

Dies ist eine Zerlegung mit k£ — 1 Termen auf der linken Seite. Die Aussage des
Satzes folgt daher mit Induktion. O

Beispiel 3.4.6 (a) Wir haben gezeigt, dass Euklidische Ringe Hauptidealringe
sind (Satz B33) und also auch faktoriell. Insbesondere sind Z, K [x] und Z[i]
faktorielle Ringen. Weitere Beispiele findet man in [5 § 3.6]).

(b) Der Ring Z[v/—5] = {a + bv/—5 | a,b € Z} ist nicht faktoriell. Genau wie fiir
R = ZJi] definiert man einen Norm durch

N : Z[V/=5] = Z>o, z=a+by/=5+ (a+by=5)(a—bVv/-5) = a® + 5b*.

Es gilt N(zw) = |zw]? = |z|*|w|? = N(2)N(w). Ist also w | z ein Teiler, dann
gilt N(w) | N(z). Hieraus folgt wie in Beispiel B34l (c), dass die Einheiten
Norm 1 besitzen. Die einzigen Elemente mit N(w) = 1 sind w = %1, also ist

ZIV=5]" = {*1}.

Wir betrachten die zwei Faktorisierungen
6=2-3=(14+v-5)(1—-v-5). (3.4.1)

Wir behaupten, dass 2 € R irreduzibel ist. Es gilt N(2) = 4. Ist 2 = wz, dann
gibt es folgende 2 Fille:
(i) N(w) =1 und N(z) = 4 oder umgekehrt,
(ii) N(w)=N(z) =2.
Man zeigt leicht, dass kein z mit N(z) = 2 existiert, also tritt Fall (ii) nicht

auf. Die Elemente mit Norm 1 sind Einheiten, also ist 2 irreduzibel ist. Ahnlich
kann man auch zeigen, dass 3,1 + +/—5 irreduzibel sind.

Wir haben N(2) =4 # N(1++/—5) = N(1 — v/—5) = 6, also unterscheidet
sich 2 nicht um eine Einheit von 1 & /—6. Die beiden Zerlegungen in (B.4.1))
sind echt verschieden. Wir schlieflen, dass Z[v/—5] nicht faktoriel ist.

Aus N(2) =41 N(1++v/-5) = N(1 —+/=5) = 6 folgt auch, dass 2 kein
Teiler von (1 4 +/—5) ist. Lemma 344 impliziert ebenfalls, dass Z[/—5] kein
Hauptidealring und daher auch nicht faktoriell ist.

Ahnlich wie in Beispiel B3.8l(b) kann man schlieBen, dass das Ideal
= (27 I+ v _5>

kein Hauptideal ist.
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3.5 Faktorisieren von Polynomen

In diesem Abschnitt besprechen wir Methoden, ein Polynom in irreduzible Faktoren
zu zerlegen. Insbesondere interessiert uns hier der Fall von Polynomen f € Q[x] mit
Koeffizienten in Q.

Lemma 3.5.1 Sei K ein Korper.
(a) Jedes Polynom f € K|[x] von Grad 1 ist irreduzibel.

(b) Ein Element « € K ist genau dann eine Nullstelle von f € K|x], wenn (z—ca) |

1.

(c) Sei f € K|[x] ein Polynom zweiten oder dritten Grades. Dann ist f genau
dann reduzibel, wenn f eine Nullstelle in K besitzt.

Beweis: Teil (a) ist klar. Sei v € K. Division mit Rest liefert
f(@) =q()(z — a) + r(z), Grad(r) < Grad(z — a) = 1.

Der Rest r € K ist folglich eine Konstante. Das Polynom x — « ist genau dann ein
Teiler von f, wenn der r = 0, also, wenn f(«) = 0. Dies zeigt (b).

Sei f ein Polynom zweiten oder dritten Grades. Ist f reduzibel, ldsst sich f
schreiben als f(z) = g(z)h(z) mit 1 < Grad(g) < Grad(h) < Grad(f) < 3. Aus
Grad(f) = Grad(g) + Grad(h) folgt, dass Grad(g) = 1. Es gilt, dass g(z) = ¢(z — )
und « ist eine Nullstelle von f. Die Umkehrung folgt aus (b). O

Ist f ein Polynom mit Grad(f) > 4 ohne Nullstellen in K, dann folgt nicht,
dass f irreduzibel ist: Ein Polynom f € K|[z| vierten Grades ist irreduzibel, wenn
f keine Nullstellen in K und keine Faktoren von Grad 2 besitzt. Die Faktoren von
Grad 2 kann man durch Ausprobieren finden: Sei f(x) = E?:o a;xt € K[z]. Wir
nehmen an, dass f = g-h mit g(z) = Z?:o b;xt und h(x) = Z?:o c;rt. OBdA kann
man annehmen, dass a4 = by = co = 1 ist. Die Existenz eines Faktors 2ten Grades
kann man nun, wie im folgenden Beispiel durch Koeffizientenvergleich iiberpriifen.

Beispiel 3.5.2 Wir betrachten, dass Polynom z*+1 € Q[z]. Sei (s = ¢™™/* = (v/2+
V/2i)/2 € C eine primitive S8te Einheitswurzel. Die Nullstellen von f in C sind C82] +
fir j = 1,3,5,7. (Am einfachsten sieht man dies mit Hilfe von Polarkoordinaten.)
Insbesondere besitzt f keine Nullstellen in Q.

Wir nehmen an, dass f das Produkt zweier Polynome von Grad 2 ist:

' +1 = (2% 4 ax + b) (2% + cx + d), a,b,c,d € Q.
Koeflizientenvergleich ergibt:
a+c=0, ac+b+d=0, ad+bc=0, bd=1.
Einsetzen der ersten und letzten Gleichung in die beiden Anderen, ergibt:
b —a’b+1=0, a(l —b%) =0.

Die zweite Gleichung impliziert, dass a = 0 oder b = +1. Ist a = 0, dann ist
b2+ 1 = 0. Aber diese Gleichung besitzt keine Losung b € Q. Ist b = 41, dann ist
a? = £2. Diese Gleichung besitzt ebenfalls keine Losung a € Q. Wir schlielen, dass
f € Q[z] irreduzibel ist.

Satz 3.5.3 (Gau3) Sei f € Z[z] ein irreduzibles Polynom iiber Z. Dann ist f auch
irreduzibel iiber Q.
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Beweis: Sei f € Z[z] ein irreduzibles Polynom iiber Z. Wir nehmen an, dass
eine nicht-triviale Zerlegung f = g - h iiber Q existiert, d.h. g, h € Q[z] sind nicht-
konstante Polynome.

Es existiert ein n = a - b € Z und eine Zerlegung

nf = gm . pM

mit ¢ = a-g, h) = b-h € Z|x]. Wihle fiir n beispielsweise das Produkt der Nenner
der Koeffizienten von g und h. Schreibe g =37 g;z* und A1) = Z;:o hjxd.

Sei p ein Primfaktor von n. Wir behaupten, dass p entweder alle Koeflizienten
von gM oder alle Koeffizienten von h(1) teilt. Nehmen wir an, dies wiirde nicht
gelten. Seien ¢ und j minimal mit pt g; und p { h;. Da p | n, teilt p den Koeffizienten
civ; von 27 in gMp) . Es gilt

i+j
Citj = E hkGitj—k-
k=0

Die Wahl von 7 und j impliziert, dass p jeden Term der Summe aufler h;g; teilt.
Dies liefert einen Widerspruch, da p aulerdem c;,; teilt.

OBdA diirfen wir annehmen, dass p alle Koeffizienten von ¢ teilt. Schreibe
n =pn; und ¢M = pg?. Nach Kiirzung des Faktors p, erhalten wir

nif =g@nM,
Wiederholtes Anwenden des Arguments liefert eine Faktorisierung
f=gh
mit g,h € Zz] und § = ag und h = Bh fir o, B € Z, ist dies eine nicht-triviale

Zerlegung von f iiber Z. Dies widerspricht die Irreduzibilitat von f tiber Z. O

Beispiel 3.5.4 Wir benutzen die Idee des Satzes von Gaufl (Satz B53) um Null-
stellen von f € Q[z] zu finden. Nach Multiplikation mit einer geeigneten ganzen
Zahl, diirfen wir annehmen, dass f(z) = > a2’ € Z[z] ganze Koeffizienten be-
sitzt. Auflerdem diirfen wir oBdA annehmen, dass a, # 0 und ag # 0 sind. Sei
a =b/c € Q eine Nullstelle von f mit ggT(b,c) = 1. Lemma B.5.11(b), zusammen
mit Satz [3.5.3] impliziert, dass

f = (cx—0)g, mit g € Zx].

Koeffizientenvergleich liefert, dass b | ap und ¢ | a,,. Zusétzlich darf man annehmen,
dass ¢ positiv ist. Diese Bedingungen liefern eine (endliche) Liste von moglichen
Nullstellen. Einsetzen dieser moglichen Nullstellen in f, liefert alle Nullstellen.

Sei zum Beispiel f = 222 + 22 — x + 3. Fiir b kommen nur die Werte 1,43 in
Frage. Fiir ¢ kommen nur die Werte 1, 2 in Frage. Ausprobieren aller 8 Moglichkeiten
liefert, dass a = —3/2 die einzige rationale Nullstelle von f ist.

Theorem 3.5.5 (Eisenstein-Kriterium) Sei
fl@)=> aiz’ € Z[a].
i=0

Sei p € Z eine Primzahl, sodass

(a) pfan,
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(b) p| a, 1=0,...n—1,

(c) p* 1 ao.
So ist f irreduzibel iiber Q.

Beweis: Sei f wie in der Aussage des Theorems. Es reicht zu zeigen, dass
f irreduzibel iiber Z ist (Satz B.53). Wir nehmen an, dass f = ¢g - h mit g =
Y gt € Zx] und h = Z;:o hjz? € Z[z] Polynome kleineren Grades. Es gilt
ao = goho. Da p | ap und p? { ag, schlieBen wir, dass entweder p | go oder p | ho.
OBdA diirfen wir annehmen, dass p | go und pt ho.

Falls p alle Koeffizienten g; von g teilt, so wéire p ein Teiler von a,, aber dies
widerspricht (a). Sei 1 <14 < s minimal, sodass p 1 g;. Es gilt

A
ai =Y grhi k.
k=0

Da s = Grad(g) < Grad(f) = n ist, folgt, dass ¢ < n ist. Insbesondere ist p ein
Teiler von a;. Die Primzahl p teilt alle Termen der rechten Seite aufler g;hg. Dies
liefert einen Widerspruch, da p 1 ¢g; und p t hg. Wir schlieflen, dass f irreduzibel
iiber Z ist. O

Beispiel 3.5.6 (a) Das Polynom 2" —2 € Q[x] ist irreduzibel fiir alle n > 2. Dies
folgt aus dem Eisenstein-Kriterium (Theorem [35.5]) angewendet mit p = 2.

Fiir n = 3 kann man auch benutzen, dass

f@) = (z = V2)(z = V2) (@ - G V2) € Clal,
wobei (3 := €>™/3 eine primitive 3te Einheitswurzel und /2 die reelle 3te
Wurzel aus 2 ist. (Dies sieht man am Einfachsten mit Hilfe von Polarkoordi-
naten.)

Die Nullstellen von f in C sind nicht in Q. Der Beweis hiervon ist im Wesent-
lichen ein Spezialfall vom Beweis von Theorem [B.5.5l Die Irreduzibilitét von f
folgt also ebenfalls aus Lemma B51(c), da Grad(f) = 3 und die Nullstellen
von f nicht in Q sind.

(b) Sei

2 5 1
flz) = §x5 + §x4 + 23+ 3 € Q[x].
Das Eisenstein-Kriterium (Theorem B.5.H) angewendet mit p = 3 zeigt, dass
9f = 22° + 152 + 923 + 3 irreduzibel iiber Z ist. Der Satz von Gauf} (Satz
BE3) zeigt, dass f ist irreduzibel iiber Q ist.

Eine weitere Moglichkeit ein Polynom f € Z[z] auf Irreduzibilitit zu iiberpriifen,
ist f modulo p zu reduzieren:

Lemma 3.5.7 Sei f(x) = Y. a;x" € Z[x] und p eine Primzahl mit p { a,. Falls
die Reduktion f € F,[z] von f modulo p irreduzibel ist, ist f irreduzibel in Q[z].

Beweis: Die Annahme p { a,, impliziert, dass f € F,[z] den gleichen Grad wie
f € Z[x] besitzt. Falls f € Q[z] reduzibel ist, existieren nicht-konstante Polynome
g,h € Z[z] mit f = gh (Satz[B.53). Da Grad(f) = Grad(f) und f = gh, folgt, dass
Grad(g) = Grad(g) und Grad(h) = Grad(h). Wir schliefien, dass f € Fp[z] auch
reduzibel ist. O
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Sei f € KJz] ein Polynom und a € K eine Nullstelle von f. Wiederholtes
Anwenden von Lemma B.5T1(b) liefert, dass

f(x) = (x —a)"g(z), mit g(a) # 0

fiir ein Polynom g(z) € K[z]. Wir nennen m die Vielfachheit der Nullstelle a. Falls
m > 1, so heifit a eine mehrfache Nullstelle von f.
Sei f(z) = > i, a;x'. Wir definieren die formale Ableitung von f als

n

fl(x) = Z iazt !

i=1

Falls K = R ist, ist die formale Ableitung einfach die Ableitung von f nach z. Die
formale Ableitung erfiillt die gleichen Rechenregeln wie die Ableitung. Zum Beispiel
gilt (f+g) =f4+¢ und (f-g9) = f'g+ fg'. Das folgende Lemma zeigt, dass die
formale Ableitung dhnliche Eigenschaften wie die Ableitung besitzt.

Lemma 3.5.8 Sei a € K eine Nullstelle von f(z) € K|[z|. Die Nullstelle « ist
genau dann eine mehrfache Nullstelle von f, wenn f'(«a) = 0 ist.

Beweis: Sei a € K eine Nullstelle von f mit Vielfachheit m > 1. Wir schreiben
f(z) = (r — a)™g(x) mit g(a) # 0. Es gilt

f'(@) =m(z = )" g(x) + (z — )¢/ (2).

Da m > 1 ist, gilt also, dass f’'(«) = 0. Die Umkehrung beweist man &hnlich. O

Satz 3.5.9 Sei K ein Korper und sei f € Klx] ein Polynom von Grad n. Das
Polynom f besitzt hochstens n Nullstellen in K gez&hlt mit Vielfachheit.

Beweis: Seien a4, ...,a, € K die Nullstellen von f, wobei die Nullstelle «; die
Vielfachheit n; besitzt. Lemma B5.11(b) impliziert, dass

™

f(z)=g(@) [J(@ = ai)™

=1

ist, wobei g(a;) # 0 fiilr i = 1,...,r ist. Also ist >_;_, n; < Grad(f) = n. O

4 Korper

4.1 Algebraische und transzendente Korpererweiterungen

Definition 4.1.1 Sei K ein Korper. Eine Korpererweiterung von K ist ein Korper
L, der K als Teilkorper enthélt. Bezeichnung: L/K.

Beispiel 4.1.2 Der Korper der reellen Zahlen R ist eine Korpererweiterung des
Korpers der rationalen Zahlen Q, kurz: R/Q. Ebenso: C/R, C/Q.

Ist L/ K eine Koérpererweiterung, so kénnen wir L als K-Vektorraum auffassen:
Die Vektoraddition ist die iibliche Addition in L, und die skalare Multiplikation
ist die Einschrinkung der Multiplikation - : L x L — L auf die Teilmenge K x L.
Man ,vergisst*“ einfach, dass man auch zwei beliebige Elemente aus L miteinander
multiplizieren kann.
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Definition 4.1.3 Der Grad einer Korpererweiterung L/K ist die Dimension von
L als K-Vektorraum:

[L:K]:=dimg L €{1,2,3,...,00}.
Die Erweiterung L/K heifit endlich, wenn [L : K| < oo.

Beispiel 4.1.4 Der Korper C ist eine 2-dimensionale Korpererweiterung von R, da
(1,4) eine R-Basis von C bildet.

Definition 4.1.5 Sei L/K eine Korpererweiterung. Ein Element o € L heifit alge-
braisch iiber K, wenn ein Polynom f € K[z] mit f # 0 und f(a) = 0 existiert. Ein
Element a € L, das nicht algebraisch iiber K ist, heiflt transzendent iiber K. Eine
Korpererweiterung L/K heifit algebraisch, wenn jedes Element o € L algebraisch
iiber K ist. Sonst heifit L/K transzendent.

Bemerkung 4.1.6 Sei L/K eine Korpererweiterung und « € L transzendent iiber
K. Dann sind 1, ,a?, ... linear unabhingig iiber K. Es folgt, dass [L : K] = oo.
Eine endliche Erweiterung ist also immer algebraisch. Die Umkehrung gilt nicht: Es
existieren algebraische Erweiterungen L/K mit [L : K| = cc.

Beispiel 4.1.7 (a) Die reelle Zahl v/2 € R ist algebraisch iiber Q, da sie eine
Nullstelle des Polynoms z2 — 2 € Qlx] ist.

(b) Die reellen Zahlen e = 2,71828--- und 7 = 3,141592- - - sind transzendent
iiber Q (siehe [8, Kapitel 6]).

(c) Die komplexe Zahl 27i € C ist transzendent iiber Q (das folgt aus (b)), aber
algebraisch iiber R. Insbesondere ist [R : Q] = oo.

(d) Die Korpererweiterung C/R ist eine algebraische Erweiterung: Jede komplexe
Zahl z = a 4 bt ist die Nullstelle des Polynoms

fx)=(z—2)(x — 2) = 2° — 2ax + a® + b* € R[z].
Dies folgt auch aus der Tatsache, dass [C : R] = 2 (Bemerkung [L.T.0]).

Satz 4.1.8 Sei L/ K eine Kérpererweiterung und o € L ein Element aus L, welches
algebraisch iiber K ist.

(a) Es existiert ein eindeutiges Polynom f € K|z], fiir das gilt:
(i) f ist normiert und irreduzibel,
(i) f(e) =0.
(b) Jedes Polynom g € K|x] mit g(a) = 0 wird von f aus (a) geteilt.

Beweis: Die Menge

I={geKlz] | g(a) =0}

ist ein Ideal. Der Ring K|[z] ist ein Hauptidealring (Korollar B3.6]), also ist I ein
Hauptideal ist. Korollar sagt, dass I vom normierten Polynom minimalen
Grades in I erzeugt wird.

Wir miissen zeigen, dass f irreduzibel ist. Sei f = g - h mit g,h € K[z]. Nach
Einsetzen von « erhalten wir



Da K ein Kérper und somit insbesondere nullteilerfrei ist, ist entweder g(a) = 0
oder h(a) = 0. Wir nehmen an, dass g(«) = 0 ist. Da f € I ein Element minimalen
Grades und g # 0 ist, folgt, dass Grad(g) > Grad(f). Wir schliefen, dass g(x) =
cf (x) und h(z) = 1/c fiir ein ¢ € K*. Also ist f irreduzibel. Dies zeigt (a). Aussage
(b) folgt ebenfalls. O

Definition 4.1.9 Das Polynom f aus Satz T8 heifit das Minimalpolynom von «
beziiglich des Korpers K. Bezeichnung: f = ming ().

Beispiel 4.1.10 (a) Seid € Z\{0} ein Nichtquadrat und sei a € C eine Quadrat-
wurzel aus d, d.h. a® = d. Das Minimalpolynom von « iiber Q ist f :=
ming(a) = 22 — d: Das Polynom f ist irreduzibel, weil Grad(f) = 2 und die
Nullstellen +a ¢ Q sind (Lemma B5T1(b)).

(b) Beispiel B.5.2] zeigt, dass ming((s) = z* + 1.
Theorem 4.1.11 Seien FF C K C L Korper. Es gilt
[L:F)=[L:K]|K:F]

Beweis: Dies ist ein bekannter Satz aus der Linearen Algebra, sieche zum Beispiel
[1, Theorem 3.4]. Wir wiederholen den Beweis.

Sei dazu By = (y;)jes eine Basis von L als K-Vektorraum und Be = (z;)ier
eine Basis von K als F-Vektorraum. Wir behaupten, dass Bz = (2;y;)ier,jes €ine
Basis von L als F-Vektorraum ist.

Sei @ € L. Da B; eine Basis von L als K-Vektorraum ist, konnen wir a eindeutig
als Linearkombination o = } . ;¢;jy; mit ¢; € K darstellen, wobei hochstens
endlich viele ¢; # 0 sind. Die ¢; sind Elemente aus K. Sie konnen also eindeutig als
Linearkombination ¢; = 7, d; jx; mit d; ; € F' dargestellt werden. Wir schlieffen,
dass v =}, s di jz;yj. Also ist By ein Erzeugendensystem von L iiber F.

Wir nehmen an, dass d;; € F mit S := )7, . d; jz;y; = 0 existieren, wobei
héchstens endlich viele der d; ; ungleich Null sind. Wir schreiben die Summe um als
S = 23(21 di,jxi)yj; wobel 21 diyin € K ist. Da By = (yj)jEJ eine Basis von L
als K-Vektorraum ist, folgt, dass Zl d; jx; = 0 fur alle . Da By = (x;);er ein Basis
von K als F-Vektorraum ist, folgt, dass d; ; = O fiir alle ¢ und j. Wir schlieflen, dass
die Vektoren (z;y;)icr,jes linear unabhéngig sind, also ist B3 eine Basis von L als
F-Vektorraum. O

Man beachte, dass es im Beweis von Theorem . T.TT] nicht nétig ist anzunehmen,
dass L/F eine endliche Korpererweiterung ist. Der Satz sagt, dass [L : F] = oo
genau dann, wenn [L : K] = oo oder [K : F| = oo ist. Der Beweis funktioniert auch
in diesem Fall.

4.2 Konstruktion von algebraischen Korpererweiterungen

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine allgemeine Methode um algebraische Korpererweiterungen
zu konstruieren. Diese Methode beruht auf folgendem Satz:

Satz 4.2.1 Sei K ein Kérper und f € K|x] ein normiertes, irreduzibles Polynom.

(a) Der Quotientenring L := Klx]/(f) ist eine endliche Kérpererweiterung von
K. Dieser Korper heifit Stammkorper von f.

(b) Sei « :=x + (f) € L. Dann gilt f(«) =0 und f = ming () ist das Minimal-
polynom von « iiber K.
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(c) Es gilt [L : K| = Grad(f) =: n. Eine Basis von L als K-Vektorraum ist
1o, ...,a" L,

Beweis: Der Quotientenring L enthélt K als Teilring. Wir zeigen, dass L ein
Korper ist. Dazu reicht es zu zeigen, dass jedes Element g + (f) € L\ {0} ein
multiplikatives Inverses besitzt. Alle andere Korperaxiome sind automatisch erfiillt.

Wir bemerken, dass genau dann g+ (f) =0+ (f) € L, wenn g € (f), also wenn
f1g- Seialso g € K[z] mit ftg. Das Polynom f ist nach Annahme irreduzibel,
also ist ggT(f,g) = 1. Korollar B3 impliziert, dass Polynome r,s € K[z] mit
rf 4+ sg =1 existieren. In L gilt daher

sg+(f) =1+ (/)

und s + (f) ist das Inverses von g + (f). Es folgt, dass L ein Koérper ist. Dies zeigt

().

Das Element a := z + (f) erfiillt

@) = f()+(f) =0+ (f) € L = K()/(f).

Wir haben angenommen, dass f € K[z] normiert und irreduzibel ist, also ist f das
Minimalpolynom von «. Dies zeigt (b).

Sei g + (f) € L ein beliebiges Element. Division mit Rest liefert ¢,r € K|[z]
mit g = ¢f +r und Grad(r) < Grad(f) = n. Wir schreiben r(z) = Z?:_Ol c;x® mit
c; € K. Es gilt

=

n— n—1

9@) + () =r(@) + () =D cile+ () =Y ca"

=0 =0

Es folgt, dass (1,a,...,a""!) ein Erzeugendensystem von L als K-Vektorraum ist.

Die Zahl n = Grad(ming () ist minimal mit der Eigenschaft, dass (1, , a2, ..., a™)
linear abhingig iiber K ist. Insbesondere ist (1,c,...,a" 1) eine Basis von L als
K-Vektorraum. Dies zeigt (c). O

Bemerkung 4.2.2 (a) Satz L2T1(b) sagt, dass jedes irreduzible Polynom das
Minimalpolynom eines Elements « in einem Erweiterungskorper ist.

(b) Es gilt auch eine stéirkere Version von Satz [LZT} Der Ring L := K|[z]|/(f) ist
genau dann ein Korper, wenn f € K|x] irreduzibel ist. Dies beruht auf der
Beobachtung, dass g+ (f) € L genau dann eine Einheit ist, wenn ggT(f, g) =
1. Diese Aussage zeigt man &hnlich wie Satz 421l Eine dhnliche Aussage fiir
Z/mZ haben wir in Beispiel B.1.H(b) gesehen.

Definition 4.2.3 Sei L/K eine Korpererweiterung und S C L eine beliebige Teil-
menge. Der Korper K (S) ist der kleinste Teilkorper von L/K, der S enthilt. Wir
nennen M := K (S) die Koérpererweiterung von K erzeugt von S. Alternativ sagen
wir auch, dass M aus K entsteht durch Adjunktion der Elemente von S.

Lemma 4.2.4 Sei L/K eine Kérpererweiterung und « € L algebraisch iiber K mit
Minimalpolynom f = ming («). Die Abbildung

Klz]/(f) = K(a), g+ (f) = g(e)

ist ein Isomorphismus.
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Beweis: Die Abbildung

¢: Klz] — K(a), g~ g(a)

ist ein Ringhomomorphismus (Satz B.2.3). Offensichtlich ist ¢ surjektiv. Satz 1.8
impliziert, dass ker(¢) = (f). Daher folgt die Aussage aus Theorem B2 (b). O

Bemerkung 4.2.5 Mit Hilfe von Satz L.211(c), gibt Lemma .24 eine konkrete
Beschreibung der Elemente von K (a):

K(a) = {i cia | ¢ € K, f(a) =0},

=0

Hierbei ist n = Grad(ming (@)).

Beispiel 4.2.6 (a) Sei (3 := €2™/3 ecine primitive 3te Einheitswurzel. Dann ist

f(x) :=ming(¢3) = (2® —1)/(x — 1) = 22 + z + 1. Also ist
R = Qlz]/(f) ~ Q(Cs)-
Wir berechnen das multiplikative Inverse von 0 # a + b(s € Q({3) und finden

1 a+be3 a4 7a—b—b<3€Q(<)
a+0bC  (a+bCs)(a+bC3) a?—ab+b2  a®—ab+ b2 e

Hier haben wir die Relation 1 + (3 + (3 = 0 mehrmals benutzt.
Wir berechnen [Q(v/2,i) : Q], wobei i2 = —1 ist. Theorem BT I1 sagt, dass
[@(v2,4) : Q] = [Q(V2,4) : Q(V2)I[Q(V2) : Q]
ist. Beispiel EET.I0L(a) impliziert, dass [Q(v/2) : Q] = 2. AuBerdem folgt, dass
ming /5 (2) | ming(i) = 2%+ 1.

Das Polynom 2 + 1 ist genau dann das Minimalpolynom von i iiber Q(v/2),
wenn 22 + 1 irreduzibel iiber Q(\/i) ist, also genau dann, wenn 22 + 1 keine
Nullstellen in Q(v/2) besitzt (Lemma [B5.1]). Diese Bedingung ist erfiillt, da

+i ¢ Q(v2) C R.

Wir schlieBen, dass [Q(v/2,4) : Q(v/2)] = 2, und daher, dass
[Q(v2,i):Q]=2-2=4.
Der Beweis von Theorem EIIT] liefert uns, dass (1,v/2,4,v/2i = v/—2) eine

Basis von Q(v/2, ) als Q-Vektorraum ist.

Wir behaupten, dass Q(v/2,i) = Q((g) ist, wobei (g € C wie in Beispiel
AT10 (b) eine primitive 8te Einheitswurzel ist. Sei z.B.

(s = cos(m/4) +isin(r/4) = g + ?z € Q(V2,1i).

Es folgt, dass Q((g) C Q(v/2,4) ist.
Beispiel LTI0l(b) impliziert, dass [Q((s) : Q] = Grad(ming({s)) = 4 =
[Q(v/2,1) : Q] = 4. Wir schliessen, dass Q(v/2,7) = Q((g) ist.
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Korollar 4.2.7 (Kronecker) Sei K ein Korper und f € K|[x]. Es existiert eine
Korpererweiterung L/ K, in der f in Linearfaktoren zerfilllt, d.h. es existieren c, o; €
L mit

n

fz) = cH(x — ;) € L[z].

=1

Beweis: Wir schreiben

f:HfieK[x]

als Produkt von irreduziblen Polynomen in Klz]. Das Polynom f zerfiillt genau

dann in Linearfaktoren in K[z], wenn alle Faktoren f; Grad 1 besitzen. Ist dies

nicht der Fall, existiert mindestens ein Faktor f; mit Grad(f;) > 2. Im Stammkérper

M := K|z]/(f;) von f; besitzt f also mindestens eine Nullstelle mehr als in K (Satz
b)).

Wir betrachten nun die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren in M[z] und
argumentieren wie im vorherigen Schritt. Das Polynom f besitzt in jeder Korper-
erweiterung L/K hochstens n := Grad(f) Nullstellen (Satz [L5.7), also terminiert
das Verfahren nach endlich vielen Schritten. Die Aussage folgt mit Induktion. O

Beispiel 4.2.8 Sei o := 2 € R die reelle 3te Wurzel aus 2. Offensichtlich ist a
eine Nullstelle von f(z) := ming(a) = 23 — 2. Die Irreduzibilitéit von f folgt aus
dem Eisenstein-Kriterium (Beispiel B.5.6l(a)).

Sei L = Q(¥/2) ~ Q[xz]/(x? — 2) der Stammkérper von f. In L besitzt f die
Nullstelle o, aber keine weitere Nullstellen. Es gilt ndmlich

f@) = (¢ - a)(z — Ga)(z - (Ga) € Cla],

wobei (3 = €2™/3 eine primitive 3te Einheitswurzel ist. Der Korper Q(4/2) ist ein
Teilkorper von R, aber (3, (3 ¢ R. Mit Hilfe der Relation (3 + (3 = —1 finden
wir

f(z) = (z —a)(@® + ax + o®) =: (z — a)g € L[z].

Uber M := L(o, (3) ~ L(a, (3a) ~ L[z]/(g) zerfillt f in Linearfaktoren.
Wir bemerken, dass [L : Q] = Grad(f) = 3 und [M : L] = Grad(g) = 2. Also ist
[M: K] =3-2=6 (Theorem L.T.TT]).

4.3 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Fiir Plato (427 - 347 v. Chr.) waren Gerade und Kreis die einzigen ,,perfekten“ geo-
metrische Figuren. In der klassischen griechischen Geometrie fithrte dies dazu, dass
man sich fiir Konstruktionen interessierte, die nur mit einem Zirkel und einem (un-
markierten) Lineal ausgefithrt werden kénnen. Damit sind erstaunlich viele Kon-
struktionen moglich. Drei Konstruktionen konnten die Griechen nicht ausfiihren:
Die Wiirfelverdopplung, die Winkeldreiteilung und die Quadratur des Kreises. Ziel
dieses Abschnitts ist es zu verstehen, warum diese Konstruktionen unmdoglich sind.
Mehr Details zur Geschichte finden Sie auf der MacTutor- Webseite.

Zuerst geben wir eine mathematische Formulierung des Problems. Gegeben ist
eine Menge My C R? von Punkten im 2-dimensionalen euklidischen Raum ausge-
stattet mit der Standardnorm ||(z1,z2)|| = v/2% + x3. Wir betrachten die folgen-
den zwei Konstruktionen:

K1 (Lineal): Male eine Gerade durch zwei Punkte p, ¢ € Mo,

K2 (Zirkel): Male einen Kreis mit Mittelpunkt p € My und Radius d(q1, g2), den
Abstand zweier Punkte ¢1, g2 € M.
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Ein Punkt p € R? heifit konstruierbar in einem Schritt aus My, falls p der Schnitt-
punkt von Geraden oder Kreisen aus Konstruktion (K1) oder (K2) ist. Ein Punkt
p € R? heiBt konstruierbar aus My, falls es eine Kette von Punkten py,po,--- ,p, €
R? gibt, sodass pi+1 konstruierbar in einem Schritt aus M; := MoU{p1,p2,...,pi—1}
ist. Die Menge der konstruierbaren Punkte bezeichnen wir mit KON(My) C R2.

Beispiel 4.3.1 (a) Seien p1,pa € R? und My = {p1, p2}. Wir konstruieren den
Mittelpunkt der Strecke p1ps (siehe Abbildung .3.T]).
1. Sei Ly die Gerade durch p; und ps.
2. Sei C; der Kreis mit Mittelpunkt p; und Radius d(p1, p2).

3. Sei Cy der Kreis mit Mittelpunkt ps und Radius d(p1,p2). Die zwei
Schnittpunkte der Kreise C; und C5 nennen wir rq,79.

4. Sei Lo die Gerade durch r; und r9. Der Schnittpunkt r3 von L mit Lo
ist der gesuchte Punkt.

B0
(R

Abbildung 4.3.1: Konstruktion des Mittelpunktes

Die zugehorigen Mengen der konstruierbaren Punkte sind

Moy = {p1,p2} C M1 = {p1,p2,71} C
C Ms = {p1,p2,7m1,72} C M3 = {p1,p2,71,72,73}.

(b) Seien p, q zwei Punkte und sei L die Gerade durch p und ¢q. Wir konstruieren
eine Gerade L’ durch p senkrecht zu L (aus den Punkten My = {p,q}.) Wir
konstruieren dazu die folgenden Geraden und Kreise (siche Abbildung [4.32]):

1. Sei C; der Kreis mit Mittelpunkt p und Radius d(p,q). Den zweiten
Schnittpunkt von Cy mit L nennen wir ¢’.

2. Sei Cy (bzw. C3) der Kreis mit Mittelpunkt ¢ (bzw. ¢') und Radius
d(q,q’). Die Schnittpunkte von Cs und C5 nennen wir 71, 5.

3. Die gesuchte Gerade L’ ist die Gerade durch r; und 5.

Alternativ kann man diese Konstruktion auch auf der Konstruktion aus (a)
zuriickfithren: Man konstruiere zuerst ¢ wie im Schritt 1. Mit Hilfe von Konstruk-
tion (a) konstruiere man nun den Mittelpunkt der Strecke gq’. Die Gerade L; aus
(a) ist die gesuchte Gerade.

54



Abbildung 4.3.2: Konstruktion einer senkrechten Gerade

Wir erkléren, wie man das Problem der Beschreibung der konstruierbaren Punk-
te algebraisch formulieren kann. Sei dazu My C R? vorgegeben. Sei p € KON(M)
ein konstruierbarer Punkt und p1, po,...,p, = p die zugehorige Kette der konstru-
ierbaren Punkte, wie oben. Wir schreiben p; = (z;, y;). Sei Ko der Zwischenkorper
von R/Q erzeugt von allen a- und y-Koordinaten der Punkte in My. Wir definieren
induktiv einen Korper

K =K;_1(zi,y:)

durch Adjunktion der Koordinaten von p;. Wir erhalten also eine Kette
QCcKoCcKiC---CK, CR

von Zwischenkdrpern von R/Q.

Lemma 4.3.2 Wir benutzen die obige Bezeichnung. Die Koordinaten x;,y; € K;
sind Nullstellen eines quadratischen Polynoms mit Koeffizienten in K;_1. Insbeson-
dere gilt Grad(ming,_, (z;)) < 2 und Grad(ming,_, (y;)) < 2.

Beweis: Wir miissen drei Félle unterscheiden: r; ist konstruiert als Schnittpunkt
zweier Kreise, zweier Geraden oder als Schnittpunkt eines Kreises mit einer Gerade.
Wir betrachten nur den Fall, dass r; als Schnittpunkt eines Kreises C' mit einer
Gerade L konstruiert ist. Die anderen zwei Fille sind dhnlich.

Wir gehen davon aus, dass der Kreis C' und die Gerade L mit Hilfe von Punkten
aus K;_; konstruiert sind. Sei D = (di,d2) das Zentrum und w der Radius des
Kreises C. Die Annahme, dass C' und L mit Hilfe von Punkten mit Koordinaten
aus K;_; konstruiert sind, impliziert, dass L die Gerade durch zwei Punkte A =
(a1,a2), B = (b1, bs) mit Koordinaten in K;_; und dass di,ds € K;_1 sind. Da w
der Abstand zweier Punkte mit Koordinaten in K;_; ist, folgt aus dem Satz von
Pythagoras, dass w? € K;_1 ist.

Die Gleichungen fiir L und C sind:

1—al (4.3.1)

Einsetzen liefert:
2

by —
2 a2(x—a1)—|—a2—02 = w?.

by —ax

(x —c1)* +

Dies ist eine quadratische Gleichung mit Koeffizienten in K;_; fiir die z-Koordinate
der Schnittpunkte. Sehr dhnlich kann man (31]) auch nach y auflssen. Dies liefert
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nach Einsetzen eine quadratische Gleichung mit Koeffizienten in K;_; fir die y-
Koordinate der Schnittpunkte. O

Satz 4.3.3 Sei My C R? eine Menge und Q C Ky C R der Zwischenkérper er-
zeugt von den z- und y-Koordinaten der Punkte aus My. Sei p = (z,y) € R? ein
konstruierbarer Punkt, so ist der Grad

[Ko(z,y) : Ko
eine 2-er-Potenz.

Beweis: Sei p = (z,y) € R? ein konstruierbarer Punkt und
QCcKoCcKiC---K,CR

die entsprechende Kette von Zwischenkorpern von R/Q wie oben. Per Definition ist
K; = K;—1(x;,y:), wobei p; = (x;,y;) der i-te Punkt in der Konstruktionskette ist.
Lemma 32 impliziert, dass [K;—1(z;) : K;—1] € {1,2} und [K;—1(y:) : Ki—1] €
{1,2}. Theorem A.T.TT] impliziert, dass

(K K] = [Kioa (@i, ys) - Ko ()| [Kima () © K—q].

Da [K;—1(zi, ;) : K;—1(x;)] kleiner gleich [K;_1(y;) : K;—1] ist, folgt, dass [K; :
K;_1] ein Teiler von 4 ist. Der Satz folgt nun aus der Definition der K; und Theorem

IIIT O

Theorem 4.3.4 Die Quadratur des Kreises ist mit Zirkel und Lineal unmdglich.

Als Teil der Fragestellung muss man eigentlich auch die Ausgangsmenge M vor-
geben. Wir nehmen hier als Ausgangmenge My = {po, p1}, wobei pg der Mittelpunkt
des Kreises und p; ein Punkt auf dem Kreis ist.

Beweis: Gegeben ist ein Kreis C'. Ohne Einschriankung diirfen wir annehmen,
dass C' Mittelpunkt (0,0) und Radius 1 hat. Ohne Einschrinkung diirfen wir also
annehmen, dass My = {pp = (0,0),p1 = (1,0)} und Ky = Q ist. Die Aufgabe ist
ein Quadrat @) mit gleichem Flicheninhalt wie der Kreis C, also mit Flidche m, zu
konstruieren. Dies bedeutet, dass wir den Punkt g := (1/,0) konstruieren miissen.
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Satz impliziert, dass, falls ¢ konstruierbar wire, [Q(v/7) : Q] eine 2-
er-Potenz wire, insbesondere wiire Q(1/7)/Q eine algebraische Erweiterung. Da
[Q(v/7) : Q(m)] =2, ist Q(y/7)/Q genau dann eine algebraische Erweiterung, wenn
Q(m)/Q algebraisch ist. Aber 7 ist transzendent iiber Q (Beispiel LT.T7)). Wir schlie-
Ben, dass die Quadratur des Kreises unmoglich ist. O

Theorem 4.3.5 Es ist nicht mdéglich, mit Zirkel und Lineal das Volumen eines
Wiirfels zu verdopplen.

Beweis: Gegeben ist nun ein regelméfiiger Wiirfel WW. Ohne Einschriankung
diirfen wir annehmen, dass (0,0, 0) und (1, 0, 0) Ecken des Wiirfels sind. Wir nehmen
also Ky = Q. Die Verdopplung des Wiirfels ist nun &quivalent zur Aussage, dass
(/2,0,0) ein konstruierbarer Punkt ist. Satz 3.3 impliziert, dass, wenn (3/2,0,0)
konstruierbar ist, [Q(v/2) : Q] eine 2-er-Potenz ist. Beispiel impliziert aber,
dass [Q(3/2) : Q] = 3 ist. Also ist die Wiirfelverdopplung unméglich. O

4.4 Endliche Korper
Fiir jeden Ring R definiert
Y :7Z — R, ne—mn-l (4.4.1)

einen Ringhomomorphismus, wobei fiir n > 0 positivn-1 =1+ ---+ 1 (n-mal)
und (—n) -1 = —(n-1) ist. Satz impliziert, dass ein m > 0 existiert, sodass
ker(yp) = mZ. Diese Zahl m heifit Charakteristik von R. (Bezeichnung: Char(R).)
Falls Char(R) = m # 0, ist m die kleinste positive Zahl, sodass m -1 =0 in R gilt.

Lemma 4.4.1 Die Charakteristik eines Korpers K ist entweder 0 oder eine Prim-
zahl.

Beweis: Sei ¢ : Z — K wie in ([A41) und sei I := ker(y)) = mZ. Falls m
eine zusammengesetzte Zahl ist, existieren a,b € N\ {1, m} mit m = ab. Also gilt
0 = ¢(m) = ¢¥(ab) = ¥(a)p(b) = (a-1)(b-1). Aus der Minimalitit von m folgt,
dass (a-1) # 0 und (b-1) # 0. Also ist a - 1 € K ein Nullteiler. Dies liefert einen
Widerspruch zu den Kérperaxiomen (Definition BI). Das Lemma folgt. O

Der kleinste Teilkorper eines Korpers K heifit Primkérper.

Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Dann ist die Abbildung ¢ : Z — K
injektiv. Hieraus folgt, dass Q ein Teilkérper von K ist.

Falls K ein Korper der Charakteristik p > 0 ist, folgt aus dem ersten Isomor-
phiesatz (Theorem B2 (c)), dass F, = Z/pZ ein Teilkorper von K ist. In diesem
Fall ist der Primkorper von K also F,.

In diesem Abschnitt bestimmen wir alle Kérper mit endlich vielen Elementen.
Solche Korper nennen wir endliche Korper. Ein endlicher Korper enthélt nie Q als
Teilkérper. Wir schlieBen, dass Char(K) = p > 0 eine Primzahl ist.

Lemma 4.4.2 Sei F ein endlicher Kérper und p = Char(F). Die Anzahl der Ele-

mente von F' ist ¢ = p".

Beweis: Ein endlicher Kérper F' der Charakteristik p > 0 enthalt F,, als Prim-
korper. Insbesondere ist F' eine Korpererweiterung von F, von endlichem Grad
n = [F :F,]. Sei (a1 = 1,9,...,q,) eine Basis von F als F,-Vektorraum. Jedes
Element x € F ldsst sich eindeutig als

T = g CiQ, c; €T,

=1

o7



schreiben. Die Anzahl der Elemente von F ist daher g = p™. O

Wir werden zeigen, dass fiir jede Primzahlpotenz ¢ = p™ ein Korper mit ¢ Ele-
menten existiert (Theorem L4TH). Auflerdem zeigen wir, dass zwei endliche Korper
mit gleicher Kardinalitit isomorph sind (Theorem 4TT]). Der Kérper mit ¢ Ele-
menten werden wir mit IFy, bezeichnen.

Beispiel 4.4.3 Wir konstruieren einen Korper Fy mit 4 Elementen. Das Polynom
f(x) = 22 + x + 1 € Fala] ist ein irreduzibles Polynom f(z) € Fa[z] von Grad 2.
(Es ist sogar das Einzige.) Also ist

Fy:=TFolx]/(x® + 2z +1)

ein Korper mit 4 Elementen. Sei a € Fy die Restklasse von z. Die Elemente (1, &)
formen eine Basis von Fy als Fo-Vektorraum. Es gilt

F, ={0,1,a,1 4 a}.
Man sollte den Kérper Fy nicht mit dem Ring Z/47Z verwechseln.

Wir beweisen zunichst ein einfaches Lemma. Die Aussage ist als ,freshman’s
dream*® bekannt.

Lemma 4.4.4 Sei F ein Korper der Charakteristik p > 0. Dann gilt
(a+B)P =af + 57, fiir alle a, 3 € F.

Beweis: Sei 1 < i <p—1. Dann ist

p p!
<z) il(p—1)! P
Hier haben wir benutzt, dass p den Zdhler aber nicht den Nenner des Bruchs teilt.
Die Aussage des Lemmas folgt aus der binomischen Formel. O

Theorem 4.4.5 Sei ¢ = p" eine Primzahlpotenz.
(a) Es existiert ein Korper F mit q¢ Elementen.

(b) Die Elemente von F' sind Nullstellen des Polynoms f,(x) := x9 — z. Dieses
Polynom zerfillt in Linearfaktoren tiber F.

Beweis: Wir beweisen zuerst (b). Sei F' ein Kérper mit ¢ Elementen. Die multi-
plikative Gruppe F* = F'\ {0} enthiilt ¢ — 1 Elemente. Die Ordnung eines Elements
a € F* ist also ein Teiler von ¢ — 1 (Satz [[5.1). Insbesondere ist « eine Nullstelle
von 77! — 1, also auch von f; = ¢ — z. Das Element 0 € F ist ebenfalls eine
Nullstelle dieses Polynoms. Das Polynom f, besitzt also ¢ verschiedene Nullstellen
in F'. Wir schlieflen, dass f, iiber F als

in Linearfaktoren zerfillt.

Wir beweisen die Existenz eines Korpers F' mit ¢ Elementen. Teil (b) impliziert,
dass die Elemente von F' genau die Nullstellen von f, sind.

Sei L/F eine Kérpererweiterung in dem f in Linearfaktoren zerfillt. Eine solche
Korpererweiterung existiert nach Korollar .27 Da g = p™ =0 € F,, gilt

folx) = qr?t —1=-1€F,[z].
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Also ist ggT(fq, f;) = 1. Lemma[3.5.8 impliziert, dass f, keine mehrfache Nullstellen
besitzt. Wir schlieflen, dass f, genau ¢ Nullstellen in L besitzt.

Sei F' C L die Menge der Nullstellen von f,;. Wir behaupten, dass F' ein Korper
ist. Die Definition von F' impliziert, dass

F={acL|a?=a}.
Sind «, 8 € F, dann gilt
(af)? =alpl, (—a)?!=-a, (1/a)?=1/a"
AuBerdem folgt mit Induktion aus Lemma [L.44] dass
(a+B)?=(a?+ )" = =al4plel.

Insbesondere ist oo + 8 € F. Wir schlieflen, dass F' ein Korper ist. |

Beispiel 4.4.6 Sei ¢ = 32 = 9. Wir faktorisieren das Polynom 29 — z in irreduzible
Faktoren in Fs[z], zum Beispiel mit Hilfe des Maple-Kommandos Factor (z? — x)
mod 3:

fo(z) =2 —z=x(z—D(z+1)(2*+1)(2® -z —1)(z* + z — 1) € F3[z].

Wir wéhlen einen der irreduziblen Faktoren von fy von Grad 2, zum Beispiel
g(z) = 22 + 1. Wir kénnen Fg nun darstellen als

Fg = F3[$]/($2 + 1) = {ao + a1« | a; € F3},

wobei a die Relation o? = —1 erfiillt.

Der Beweis von Theorem 4.5 impliziert, dass 9 — z iiber Fg in Linearfaktoren
zerfallt. Wir finden als Zerlegung von 22 +1, 22 —2—1 und 22+ —1 in irreduziblen
Faktoren in Fg[z]:

2?2 +1=(z+a)(z — ), P —r—1=(@+at+l)(z—a+l),
Prr—l=@—-—a-1)(z+a-—1).

Ein Element « eines Korpers K heifit n-te Einheitswurzel, falls o™ = 1 ist. Im
Korper C der komplexen Zahlen formen die n-ten Einheitswurzeln die Gruppe pi,

(Beispiel (b)).

Satz 4.4.7 Sei K ein Korper und H eine endliche Untergruppe von K* mit n Ele-
menten. Die Gruppe H ist zyklisch und besteht genau aus den n-ten Einheitswurzeln
in K.

Beweis: Sei H C K* eine Untergruppe der Ordnung n. Die Ordnung eines
Elements o € H ist ein Teiler von n (Satz [L5.7), also ist « eine Nullstelle des
Polynoms z™ — 1. Satz impliziert, dass ™ — 1 hochstens n Nullstellen in K
besitzt, also besitzt dieses Polynom keine weiteren Nullstellen in K. Wir schlielen,
dass die Elemente von H genau die n-ten Einheitswurzeln in K sind.

Der Beweis, dass die Gruppe zyklisch ist, ist komplizierter. Sei a € H ein Element
maximaler Ordnung m, und sei H,, C H die Untergruppe, bestehend aus allen
Elemente deren Ordnung ein Teiler von m ist. Die Elemente von H,, sind also
genau die m-te Einheitswurzeln in K. Insbesondere besitzt H,, genau m Elemente.
Da a € Hp, ein Element der Ordnung m ist, schliefen wir, dass H,, = (a) zyklisch
ist.
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Wir behaupten, dass H = H,, ist. Falls nicht, existiert ein Element b € H \ H,,
der Ordnung ¢ < m. Da H abelsch ist, sieht man leicht ein, dass ab ein Element
der Ordnung kgV (£, m) ist. Aus der Annahme b ¢ H,, folgt, dass £ { m, also, dass
kgV(¢,m) > m ist. Dies liefert einen Widerspruch zur Wahl von a. Wir schlieflen,
dass H = H,, ist. Insbesondere ist H zyklisch. O

Das folgende Korollar ist ein Spezialfall von Satz [L4.7

Korollar 4.4.8 Sei F' ein Korper mit ¢ = p™ Elementen. Die Gruppe F* ist zy-
klisch.

Bemerkung 4.4.9 Sei ' = F, ein Kérper mit ¢ = p" Elementen. Es existiert
ein Element « € F' der Ordnung ¢ — 1 (Korollar [£4.8). Dies bedeutet, dass jedes
Element in F* eine Potenz von « ist: Es gilt F* = {a,a?,...,a9" ! = 1}.

Falls ¢ = p eine Primzahl ist, heifit ein Element o der Ordnung p — 1 eine
Primitivwurzel modulo p. Korollar[£.4.8 sagt uns nicht, wie man eine Primitivwurzel
effizient findet.

Beispiel 4.4.10 (a) Sei a € Fg ein Element mit o® = —1 (siche Beispiel [L.4.0)).
Es gilt ord(a) = 4. Ein Element der Ordnung 8 in Fj ist zum Beispiel 8 :=
a — 1. Wir haben gesehen, dass 3 eine Nullstelle von 22 — z — 1 ist.

(b) Sei « € F} eine Nullstelle von z2 + x + 1 (Beispiel EL4.3)). Die Ordnung von «
ist 3 und « ist ein Erzeuger von [F}.

Theorem 4.4.11 Sei ¢ = p" eine Primzahlpotenz und seien F, F' zwei Kérper mit
q Elementen. Die Kérper F und F’ sind isomorph.

Beweis: Seien I, F’ zwei Korper mit ¢ Elementen und sei « ein Erzeuger der
zyklischen Gruppe F*. Der Kérper F,(a) enthélt auf jeden Fall die ¢ Elemente
0,a,02,...,a97 1. Also gilt F =Fp(a).

Sei f(x) = ming, (c), also F' ~ Fy[x]/(f). Da o auch eine Nullstelle des Polynoms

fq(z) = 27 — x ist, folgt aus Satz[LI.8 dass f | fq.

Das Polynom f,(x) zerfillt auch in F” in Linearfaktoren (Theorem .45l (b)).
Insbesondere besitzt f eine Nullstelle o € F'. Es folgt, dass F ~ F,[z]/(f) ~
F,(«/) C F'. Da F und F’ die gleiche Kardinalitéit haben, folgt F’ ~ F. 0
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