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Ubungsblatt 14

Lineare Algebra
Die Abgabe ist moglich bis spatestens 10 Uhr am 9.2.2015 im Briefkasten vor H3.

Dies ist das letzte Ubungsblatt der Vorlesung.
Die Aufgaben sind relevant fiir die Klausur, die Punkte zdhlen jedoch als Bonuspunkte.
Bitte geben Sie das Ubungsblatt nur zur Korrektur ab, wenn Thnen noch Punkte fiir die Zulassung zur
Klausur fehlen.

»Much more remains to be learned in the years to come.«

— J.M. Gracia-Bondia, 3.C. Varilly, H. Figueroa

Aufgabe 1 (3+2+3+2)
Sei (V,(-,-)) = R mit dem Standardskalarprodukt, £ die kanonische Basis von V. Wir betrachten den
zweidimensionalen Unterraum W = ((1,1,0)%,(0,1,1)*) c V.

(a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von W und ergénzen Sie diese zu einer Orthonormalbasis B
von V.

(b) Seipw : V — V die orthogonale Projektion auf den Unterraum W. Bestimmen Sie Mg (pw)-
(c) Seioyw : V — V die Spiegelung an W, berechnen Sie Mg(ow).

(d) Zeigen Sie: Fir x € V ist py(x) der Punkt in W mit dem kleinsten Abstand zu x, d.h. fiir alle
Punkte w € W\{pw (x)} gilt die Ungleichung

llx = wll > llx = pw (x)lI.

Aufgabe 2 (1+3+4)
Seien F,G : R" — R" diagonalisierbar und es gelte FG = GF. Wir wollen zeigen, dass es eine Basis
von R” gibt, beziiglich der sowohl die Darstellungsmatrix von F als auch die von G diagonal ist.

(a) Zeigen Sie, dass E(F, 1) ein G-invarianter Unterraum ist.

(b) Folgern Sie, dass es eine Basis B von R" gibt, beziiglich der sowohl Mg (F) als auch ME(G)
diagonal sind.

Bemerkung: Ohne Beweis diirfen Sie verwenden, dass die Einschrankung G|y : U — U auf einen
G-invarianten Unterraum U C R” wieder diagonalisierbar ist.

Wir betrachten nun den Fall n = 3 und priifen obige Aussage an einem Beispiel nach.

(c) Finden Sie eine Basis B von R?, so dass Mg (F) und Mg(G) diagonal sind, wobei

4 4 —4 -3 -4 4
Ms(F)={0 2 0|, ME(G)=|4 5 -4|.
2 4 -2 2 2 -1

Bemerkung: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass F und G diagonalisierbar sind und FG = GF
gilt.

Bitte wenden!
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Aufgabe 3 (Aufgabe einer Altklausur) (5)
Finden Sie alle Vektoren (a,b,c)? € R3, so dass

_L 1,
V6 V2

A= -1 _ 1 b
V6 V2
2 0 c
V6

die Matrix einer Drehung ist.

Aufgabe 4 (Symmetrie des Wiirfels) (1+1+2+3)
Sei V = R3 und W der Wiirfel mit den Eckpunkten +v1, +vy, +v3, +v4, wobei

1 -1 -1 1
vl = 1 , U2 = 1 , U3 = -1 , U4 = -1
1 -1 1 -1

(a) Zeigen Sie, dass B = (v1,v2,v3) eine Basis von V ist und es eine eindeutige lineare Abbildung
¢ : R? — R3 gibt mit

¢(v1) = v2, @(v2) =v3, @(v3) =vs.

(b) Berechnen Sie den Wert ¢(v4) und die Matrix Mg ().
(c) Berechnen Sie A = Mg((p) und zeigen Sie A € Os.

(d) Finden Sie eine Matrix S, so dass S™'AS die Normalform aus Satz 6.4.6 im Skript besitzt.

(S 30)



