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Lineare Algebra

Die Abgabe ist möglich bis spätestens 10 Uhr am 24.11.2014 im Briefkasten vor H3.

»No one gets excited about vector spaces. The interesting part of linear algebra is the sub-
ject to which we now turn – linear maps.«

— Sheldon Axler

Aufgabe 1 (Lineare Abbildungen) (5+6)
Wir betrachten die folgenden Abbildungen zwischen Vektorräumen V undW .

(i) Sei V = R,W = R und φ : x 7→ 2x − 1.
(ii) Sei V = Pn(R),W = R, c0 ∈ R und φ : f 7→ f (c0).
(iii) Sei V = Pn(R),W = Pn(R), n ≥ 2 und φ : f 7→ f ′′ + f (0).
(iv) Sei V = Pn(R),W = P2n(R), n ≥ 2 und φ : f 7→ f ′ · f ′′.
(v) Sei V = R3,W = R2 und φ : (x1,x2,x3) 7→ (2x1 − x2 + 3x3,7x1 + 5x2 − 6x3).

(a) Untersuchen Sie die obigen Abbildungen auf Linearität.

(b) Bestimmen Sie von den linearen Abbildungen aus Aufgabenteil (a) jeweils eine Basis von Kern
und Bild.

Aufgabe 2 (Existenz linearer Abbildungen) (2+3+3)
Überprüfen und begründen Sie jeweils, ob es eine lineare Abbildungφ : R3 → R2 mit den angegebenen
Eigenschaften gibt.

(a) φ(0,1,0) = (1,2), φ(1,0,2) = (4,1).

(b) φ(1,0,1) = (2,0), φ(1,2,1) = (4,0), φ(1,4,2) = (7,−1), φ(3,2,1) = (6,3).

(c) Sei L = {(1,0,1) + t(1,2,3) | t ∈ R}, φ(x) = (1,1) für alle x ∈ L und φ(0,1,0) = (2,3).

Aufgabe 3 (Symmetrische und antisymmetrische Matrizen – Fortsetzung) (3+3)
Wir betrachten den Vektorraum V = Mn,n(R) und die Abbildung p : V → V , A 7→ 1

2(A+At ).

(a) Zeigen Sie, dass p eine lineare Abbildung ist und p ◦ p = p erfüllt.

(b) Bestimmen Sie Bildp und Kernp und schließen Sie V = Bildp ⊕ Kernp.

Aufgabe 4 (Lagrange Interpolation – Fortsetzung) (3+2)
Seien c0, . . . ,cn ∈ R paarweise verschiedene reelle Zahlen. Wir betrachten die Abbildung

φ : Pn(R)→ Rn+1, f 7→ (f (c0), . . . , f (cn)).

(a) Zeigen Sie, dass φ eine bijektive lineare Abbildung ist.

(b) Geben Sie die Umkehrabbildung zu φ an.

(Σ 30)
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