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Lineare Algebra

Die Abgabe ist möglich bis spätestens 10 Uhr am 22.12.2014 im Briefkasten vor H3.

»Mathematics education is much more complicated than you expected, even though you
expected it to be more complicated than you expected.«

— Edward Griffith Begle

Aufgabe 1 (Rechenübungen zur Determinante) (3+2+3)
In dieser Aufgabe betrachten wir die folgenden Matrizen:

A =
*..
,

1 − t 1 1
1 1 − t 1
1 1 1 − t

+//
-
, B =

*..
,

1 0 1
0 1 1
1 1 1

+//
-
, C =

*....
,

1 3 0 4
1 0 0 1
3 2 1 2
2 0 0 3

+////
-

.

(a) Berechnen Sie die Determinante von A ∈ M3,3(R) in Abhängigkeit von t ∈ R.

(b) Berechnen Sie die Determinante von B ∈ M3,3(F2) über F2.

(c) Berechnen Sie die Determinante von C ∈ M4,4(R).

Aufgabe 2 (Begleitmatrix) (5+1)
Für a0, . . . ,an−1 ∈ R betrachten wir die (n × n)-Matrix

An(a0, . . . ,an−1) =

*........
,

t 0 · · · 0 a0

−1 t
. . .

... a1

0 −1
. . . 0

...
...
. . .

. . . t an−2

0 · · · 0 −1 t + an−1

+////////
-

Für n = 1 setzt man A1(a0) = (t + a0). Ferner definieren wir dn(a0, . . . ,an−1) = det(An(a0, . . . ,an−1)).
(a) Zeigen Sie die Rekursionsgleichung dn(a0, . . . ,an−1) = tdn−1(a1, . . . ,an−1) + a0 und folgern Sie

per Induktion dn(a0, . . . ,an−1) = tn + an−1t
n−1 + . . . + a1t + a0.

(b) Sei f (t) = t4 + 2t3 + 3t2 − 5t − 4. Finden Sie eine Matrix B ∈ M4,4(R) mit det(tE4 − B) = f (t).
Bemerkung: Die Matrix B heißt auch Begleitmatrix von f .

Aufgabe 3 (Determinanten von großen Matrizen) (5+3)
In dieser Aufgabe betrachten wir die folgenden Matrizen:

An =

*.........
,

2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1
. . .

...

0 −1 2
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . −1

0 · · · 0 −1 2

+/////////
-

∈ Mn,n(R), Bn =

*.........
,

1 2 3 · · · n

2 2 3

3 3 3

·
·
·
·
·
·
·
·

...

n · · · · · · · · · n

+/////////
-

∈ Mn,n(R).

(a) Es sei dn die Determinante von An . Zeigen Sie die Rekursionsgleichung dn+1 = 2dn − dn−1 und
folgern Sie per Induktion dn = n + 1.

(b) Zeigen Sie detBn = (−1)n+1 · n. Bitte wenden!

https://www.uni-ulm.de/mawi/rmath/mitarbeiter/bouw.html
https://www.uni-ulm.de/mawi/rmath/mitarbeiter/christian-steck.html
http://www.uni-ulm.de/mawi/rmath/vorlesungen/wintersemester-201415/lineare-algebra-i.html


Aufgabe 4 (Determinante von linearen Abbildungen) (1+1+2+4)
In dieser Aufgabe wollen wir, ähnlich wie auf Blatt 8 für die Spur, die Determinante einer linearen
Abbildung definieren.

(a) Zeigen Sie, dass für eine Matrix A ∈ Mn,n(K) und eine invertierbare Matrix T ∈ Mn,n(K) stets
det(T −1AT ) = detA gilt.

Sei nun V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, B eine Basis von V und φ : V → V eine lineare
Abbildung. Analog zu Blatt 8 - Aufgabe 2 definieren wir

detφ = detMB
B(φ).

(b) Zeigen Sie, dass detφ wohldefiniert ist.

(c) Zeigen Sie detφ , 0⇔ φ ist ein Isomorphismus.

(d) Berechnen Sie die Determinanten der folgenden linearen Abbildungen:

(i) φ : P2(R)→ P2(R), f 7→ f + f ′,

(ii) p : Mn,n(R)→ Mn,n(R), A 7→
1
2(A+At ), für n ≥ 2.

(Σ 30)


